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Chronicle - Kronika

An early contribution of W- Natanson into the development of the idea of
extended thermodynamics during the period of 1896-1904 is presented in the
Chranicle. Particu]ar attention is paid to the reconstruction of the mathematical
model vyorked out by Natanson. As a final result, two yet unknown points of
Natanson's achievements, i.e. the thermokinetic variational principle and coertion
hypothesis are rediscovered and revised.

Kronikę poświęcono omówieniu wkładu W. Natansona w rczwój idei rozsze-
rzonej termodynąmiki, jaki dokonał się w latach 1896-1904. Szczególnie wiele
uwagi poświęcono rekonstrukcji podstaw oryginalnego modelu matematycznego)
opracowanego przez Natansona. Dvra nieznane elementy tego modelu, tj. termo-
kinetyczna zasada waJiacyjna i hipoteza koercji są ponov/nie wyprowadzone i
uzasadnione.
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Władysław Natanson,
prekursor rozszerżonej termodynamiki

Ladislavus Natanson,
the Pioneer of Extended Thermodynamics

1. Wprowadzenie

Władysław Natanson (1864-1937), wybitny krakowski teoretyk i epistomoiog
fizyki, zTLaIIy jest z późniejszych prac, głównie z optyki gazów. Wiedza o wcze-
snych jego pracach, dotyczących termodynamiki nierównowagowej jest niewielka,
i to zarówno w krajowych jak i zagtanicznych środowiskach. Często też, jak to
zwykle bywa z ,myślq niekrzykliuq, a wielkq", w ogóle się o nim, jako termody-
namiku, nie pamięta.

Naszym zamierzeniem jest rewindykacja termodynamicznych prac Natansona
dokonana na tle współczesnych, koiczących wiek XX-ty, koncepcji badawczych
termodynamiki. Naszą tezą, do której pragniemy czyteinika przekonać, jest nie_

znany dotychczas fakt, że profesor Natanson był pionierem podejścia do termo-
dynarniki, które dziś znalle jest pod nazwą rozszerzona termodynami,ka |1,2].

z anŃzy oryginalnych prac Natansona wynika iżbył on świadom tego, że pra-
cuje w dziedzinie odrębnej od termostatyki i termodynamiki. Zjawiska, które nie
są ani całkowicie odwracalne ani całkowicie dysypujące energię, podlegają pra_

wóm dziedziny, którą Natanson nazwał TERMoKINETvKĄ1, a któremu to pojęciu,
nie bacząc na semantyczne różnice, odpowiada dzisiejsze anglosaskie nX:rgNlno

1patrz Natanson [20]: Ob]icze natury, str,49, [2O, str. 461]
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T H E RM O DYN A M IC S. Nazwę term okinetyka prawdopodobnie zaczetpnął Nat anson
z kiletycznej teorii gazów. Może być ona określona jako nauka o cieple, która swe
matematyczne korzenie ma w kinetycznej teorii gazów, i to zarówno tej w wersji
Maxwel]a [3] jak i Boltzmanna [a].

Naszą anali,zę Tozpoczyl|amy od przypomnienia tych istotnych elementów ter-
modynamiki, na których tle będą wyraźnie widoczne oryginalne osiągnięcia W.
Natansona. Przejdziemy, następnie, do prezentacji motywacji dla których Natan-
son podjął swe badania. Dalej, zrekonstrujemy matematyczny model termokine-
tyki, zawarty w czterech głównych termokinetycznych pracach Natansona |22,23,
26,2B1. Punktem kulminacyjnym analizy jest pierwsza zasada wariacyjna Tazsze-
rzonej termodynamiki [23] nie mająca po dziś dzień współczesnego odpowiednika.
Osobiste refleksje autorów dotyczące niektórych meandrów w rozwoju TozszeTzo-
nej termodynamiki zakończą ten esej.

Chcemy podkreślić, że zad,anie jakie sobie i czytelnikowi stawiamy jest nie-
zwykłe i jedyne w swoim rodzaju. Niecodziennie spotykamy bowiem dzieło poje-
dyńczego człowieka mające już formę rozwiniętą i kompletną, które prawie po stu
latach zostaje, w wielkim zbiprowym wysiłku, powtórzone. Jednakże jtż przy po-
mocy zupełnie innych naruędzi, innych metod badawczych i innej sytuacji fizyki
eksperymentalnej. Będziemy się starali przekonać czytelnika, iż mimo upływu stu
lat i ponownego odkrycia ptzez TozszeTzoną termodynamikę wielu ważnych ele-
mentów teorii to dwa główne jej elementy: termokinetyczna zasada wariacyjna i
hipoteza o współistnieniu między inercją a koercją2 są jeszcze wciąż dla współ-
czesnych badaczy nieznane, Ze zwykŁej anŃzy dat wynika, że w tym przypadku
geniusz Natansona wyprzedz7Ł nas równo o 100 lat.

2. Status rozszerzo|lej termodynamiki

Nauka ta powszechnie uważana jest za dyscyplinę młodą, została odkryta,
rozwinięta i ugruntowana w ostatnich dwóch dziesięcioleciach przez takich ba-
daczy jak I. Miiller, G. Lebon, D. Jou, J, Casaś-Vazques, L. S. Garcia Colin i
inni. Dynamiczny i spontaniczny wzrost wiedzy i zasięgu tej nowej gałęzi teorii
pola spowodował semantyczny bałagan, który profesor J. Kestin określił swego
czasu3 jako ,,termodynamicznq wieżĘ Babe\' . Obecność w Iiteraturze przedmioiu
zbyt wielu pojęĆ, które czasami w przeszłości używano w innym kontekście, stwa-
tza zasadną trudnoŚĆ we właŚciwej percepcji rozszerzonej termodynamiki. Polski
czytelnik miał okazję zetknąć się z falowymi równaniami konstytutywnymi jl,ż w
pracach Szaniawskiego [5], Kaliskiego |6], Madejskiego [7], a ostatnio w intere-
sującej monografii Sieniutycza [B]. Stąd też posiada on, prawdopodobnie, własną
opinię w tej sprawie. Można ptzypl7szczać, że jest to mało pozytywna opinia.
Każdy termodynamik dostrze że, że jaż w samej nazwie ertended thermodynamics

2temu zagadnieniu poŚwięcony jest esej pt. Inercja i Koercja; dua podstauowe pojęcia ogólne
w teori,i zjawisk fizycznych, str. 35-50 [20]3J. Kestin |9] (1993)
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jej twórcy zadbali o wyrażenie matematycznychtóżnic, które dzielą tę wiedzę od
klasycznej nierólvnowagowej termodynamiki. Nie zadbali jednakże o podkreślÓnie
jakoŚciowo nowej sytuacji fizycznej. Tak oto na przykład, współcześni weterani
tozszerzolej termodynamiki [2, str.41] nieudolnie wprowadzają czytelnika w istotę
TZeczy:

,oNaszym zad,aniem jest przedstawi,ć teorię, która wykracza poza klasycznie sJor-
mułowanq termodynamikę. Czynimy to poprzez poszerzenie przestrzeni pod,sta-
uouych zmiennych niezależnych o nowe zmienne nierównouagowe uystępujqce
w równan,i,ach bilansu. Następnie proponujemy równania konstytutywne d,Ia tych
n,i,erównowagowych strumieni, ... etc.)),

Powstaje zasadne pytanie czytelnika zniechęconego poszerzonyrni przestrze-
niam,i,,, czy aby TozszeTzona termodynamika nie jest nieudolnym tworem mate-
matyków zafascynowanych pewną formalną możliwością. cry ta dziedzina opi-
stje rzeczywiŚcie nowe zjawiska nie ujmowalne w zeszlywniałe ramy klasycznej
termodynamiki. Pytanie w takim duchu skierował J. Kestin do G. Lebona [10]plagnąc widocznie aby ten odwołał się do nowych zjawisk fizyki występujących w
materii skondensowanej, miast dalszego szelmowania argumentem rozszerzonych
przestrzeni. okazuje się jednak, że najlepszą odpowiedź na to pytanie znajdu-
jemy nie w pośpiechu napisanych monografiach wybitnych autorów [1, 2], aie w
eseju samego Natansona zatytuowanym Inercja i koercja; dwa pojęiia ogólne u
teorii zjawisk fizycznych. I to do studiowania niego właśnie chieńy ."yt"loiku
zachęcića.

Trzeba PodkreŚlić jednakże, że z ptnktu widzenia doświadczeń związarłych
z matematyczrLym modelowaniem równań konstytutywnych (1ub równań stanu)
zasięg rozszeruonej termodynamiki jest dość precyzyjnie wyznaczorry. w ogól-
nej teorii równań konstytutywnych rozszeTzolla termodynamika jest szczególiym
przypadkiem zajmującym się modelowaniem zjawisk, które wykazują tzw. słibą
nielokalność w czasie. Aby opisać słabą nielokalność w czasie wysiarczy ńyć
pierwszej pochodnej po czasie w równaniach ewolucyjnych na strumień -ury,pędu, ciepła oraz strumień prądu elektrycznego, oczywiście, nie jest też szczykń
abstrakcji wYobrazić sobie móteriał silnie nieiokalny (druga pochodna) w cŹasie,
czY teŻ materiał słabo nielokalny w pTzestrzeni. Wszystkie te fenomenologiczne
modele materiałów podpadają, ostatecznie pod teorię materiałów nieiokalfrrch -
znalną zapewnie czytelnikom 4 tomowej continuum physi,cs wydanej pod redak-
cją Eringena.

Trtdności dostarcza raczej niezwykła rozmaitość sytuacji fizycznych, w któ-
rYch równania konstytutywne słabo nielokalne w czasie są używane. Pizykładowo,

L79

a 
,,Bez lePkoŚci, bez oPorów, bez tarcia, bez rozluźnienia, zm,ięleczenia, rozpłyn,ięc,ia się, bez

zwqtlenia i ujeilnostajnienia budowy, bez jej zupełnego niekieily ikrurr.nĆo, bir'pri"ro6nłŹtwo,
dYfYzji, rozcieńczenia, bez zwichrzenie, skłócenia, zmieszania Ćo było rozdzielni, bez wessania,
Pochłonięcia, Przeobrażenia, przerobienia, rozsypania lub rozproszeńia energii, bez obn,iżenia się
sPrawnoŚci i gotowoŚci do pracy - nie ma na ogół, oprócz iilku może uyjĘtków, zjawisk w Na-
turze. Tak_ie sq_procesa nieodwracalne, niepowrotne strony lub oblicza rjŹÓtrt ,'niŹkiedy drobne
PrzY_mieszki,, zakłócenia pod_rzędne, spadajqce nawet do zupelnej nicości, niekiĆdy przecłunie ży-
wioły główne, górujqce nad resztq zjawiska'', Natanson [ZÓ], sti. Zł
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TozszeTzor,e równanie konstytutywne Ohmas

j"=nE=Kgradę (1)

5w równaniu tym oznaczono: j" - wektor strumienia gęstości prądu, E - wektor pola elektrycz-
ne$o, K - wsPÓłczYnnik przewodnictwa właściwego, p - potencjał otaz przez gradrp * operator
brania przestrzennego gradientu

6S. Brush, [17] (19?0)

'Wylątki"m jest praca Grmeli i Teichmanna [18].

_ _ 
*Falo*a teoria ciepła powstała w opozycji do-kalorycznej teorii ciepła. Jej pionierem jest A.

M, AmpĆre. WŚród weteranów tego podejścia wymienić: G. Lamć'go, D. Brewstera, J. FÓrbesa,
!\r. Westa, R. H.are'go, J. Johnsona, C. C. Dersona, A. Baumgarthóra i wielu innycir, o których
pamięta tylko historia termodynamiki.

d.
r 

,1rJ" 
ł

o dodatkowy CZłon zawielający elektryczny czas relaks acji r było wynalezione
jeszcze przed pracą Maxwella |12].VżyŁje W. Thompson do wprowadzeniatzw.
równania telegrafistów opisującego efekty powstające w kablu telefonicznym plze-
rzuconym przez Atlantyk. Równanie (1) było badane, z TóżTIym skutkiem, min.
Ptzez Borssinesqa, Heaviside'a, Poincare'go, Picarda, Birkelanda, Voigta wcale
nie z Punktu widzenia, TozszeTzonej termodynamiki. Odegrało ono jeszcie taz po-
waŻrtąrolę gdy, po odkryciu nadprzewodnictwa, posłużyłb Londonówi do sforńu-
łowania fenomenologicznego modelu nadprzewodnictwa elektrycznego. Prawdo-
Podobnie dostarczyło ono impulsu badawczego, S. Sieniuty czowi, który wykreował
ostatnio Pojęcie nadprzewodnictwa cieplnego [8]. Matematycznie,nadprzlwodnic-
two odpowiada sytuacji gdy drugi członw równaniu (1) wypada i traniport, który
ono opisuje, staje się bezprzeszkodowy, nadprzewodzący.

zjawiska cieplne mają swoją autonomiczną historię6 daleko wykraczają cąpoza
kinetYczną teorię gazów Maxwella czy tzw. hiperboliczrre równania Maxwella--Cat-
taneo. Niektóre fakty mogą być nawet szokujące dla czytelnika nieobeznanego w
meandrach historii termodynamiki. Okazuje się bowiem, że falowe modele tńns-
portu ciepła były powszechnie akceptowalnym paradygmatem w latach 1830-1B51,
czYli jeszcze Przed ustanowieniem przez Rankine'a [13] współcześnie obowiązu-
jącej interpretacji ciepła, temperatury, entropii etc_ DŻisiej sza TozszeTzona ter-
modynamika pamiętać nie raczy7 o tym wczesnym dorobku, pozostawiając sobie
otwartą furtkę do nadużywania słowa ne,ł"u.

krótkotrwałość falowych modeli ciepłaS wiąże się z pewnego rodzaju sytuacją
dyskomfortu jaka powstała po odkryciu prawa zachówinia enórgii. W};eciem aia
wszystkich był model Bankine'a tak przekonywujący i sprawny, że skutecznie po-
zwohŁ zapomnieć o dziedzictwie falowej teorii ciepła .

Pracę Maxwella [L2] z 1867 r, traktuje się jako ,,mgl,iste poczqtkt' Tozszetzo-
nej termodYnamiki. Współcześni weterani odwołują się do niej chętnie zwłaszcza
wtedy gdy im brak argumentów. ukrywają oni wtedy własną Ęnorancję pod
stylistyczną figurą: ,,Już Marwell w 1867 podał, że..." wkładając często w usta
Maxwella opinie, których nigdy nie wypowiedział. Praca Maxwella zawiera kom-
pletną strukturę logiczną rozszerzonej termodynamiki, w miarę kompletne wyplo-
wadzenia i podstawy oraz główne, do dziś niezmienione, wnioski frzyczne. Fiiycy
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są na ogół złymi historykami fizykig i dlatego pozwalamy sobie na pTzyplJszcze-
nie, że jedynymi osobami, które przestudiowały Maxwella jest Kirchhoff [1a] i
Natanson [19]. Ostatnie rczdziały książki Kirchhofa były znane również Natan-
sonowi, który kilkukrotnie się do nich odwołuje. Stan wiedzy młodego Natansona,
jego zrontmienie i interpretacja pTac Poissona, Maxwella, Boltzmanna, Kirchhoffa
najlepiej uwidacznia się w jego pierwszej książce zatytułowanej Wstęp do Fizyki
Teoretycznej [19]. Będzie dla nas wygodnym przyjąć, źe od tego punktu Tozpo-
czyna się orginalny wkład Natansona w rozwój rozszerzotej termodynamiki1o.

3. Motywacje Natansona

Podział zjawisk na zwrotne (odwracalne) i nieodwacalne (dysypujące) był fun-
damentalnym faktem empirycznym, który Natanson sobie uświadamiał z niezwy-
kŁąprecyzją. Zdawał sobie również sprawę z tego jak silnie zjawiska odwracalne
i nieodwraca]ne są z sobą splecione - pisał o nich bowiem tak [20, str. 21]:

,,W przem,i,anach zwrotnych, w odwracalnych podzjawiskach fi,zycznych różne znane
nam postaci energii uczestniczq swobodnie, przybierajqc coTaz inne i nowe wej-
rzenia i kształty i z nich na pourót uracajqc d,o pierwotnEch ułasności. Lecz pod
tq ruchliwq ,i, zmiennq chuiejbq uydarzeń, pod tq niejako i,graszkq Natury kryje
się truała i posępna robota. Oduracalnym podzjawiskom towarzyszq zwykle nie-
odwracalne, które nie od,byuajq się wstecz, Ictóre nie zmieni,ajq lcierunlcu gdy część
oduracalna zjawiska cofa się, z&I!)raca i od,byua się przeciwni,e ni,ż przedtem".

Zjawiska nieodwracalne są wszędzie, występuj ą z różnym natężeniem i znikają
do zera w próżni. Toteż według Natansona większość zjawisk podlega grze dwóch
czynników - bezwładności i koercji. Termodynamika ma naturalną skłonność
do separaji tych dwóch czynników i traktowania zjawisk albo jako wyłącznego
wpływu inercji (odwracalna dynamika) atbo koercji (rp.- pełni nieodwracalny
przepływ ciepła, masy, pędu, itd.). Odwołując się do zjawisk cieplnych Natanson
zantważa, że Fourier tworząc model przepływu ciepła, założył, że przepływ jest
zawsze wprost proporcjonalny do badźca. ,,Jest to myśl bliska prawdg lecz tylko
jej blźska. Czynność bodźca polega nie tylko na sprauianiu przepłyuu; okazuje si,ę

ona tem także, że natęźenie przepływu nieustannie się zmienia. Ilość przepływa-
jqcq bodziec nietylko zTll,usza do płynięcia; nadto nadaje jej peuien impet}' .

Termokinetyka, według Natansona, zajmuje się unifikacją przewodnictwa ciepl-
nego, dyfuzji materii, lepkiego transportu pędu w jeden ,,dyfuzyjny" model, w któ-
rym przepływy ciepła nazywa się dyfuzją energii zaś tarcie wewnętrzne - dyfuzją
pędu. Zadaniem termokinetyki jest rozszerzenie pod pewnym względem zwykle
pojmowanych zjawisk dyfuzyjnych. Według klasycznych (Fourierowskich) modeli

gwy.lątkiem potwierdzającym tą regułę jest Clifford Ambroźy III Truesdell, jedyny współ-
cześnie żyjący badacz, który przestudiował około 25 tysięcy oryginalnych artykułów dotyczących
XIX-owej teorii pola

lospiritu" movens działalności Natansona mógl być W. Gąsiewski jego gimnazjalny nauczyciel
fizyki, wybitny mechanik i statystyk znany najbardziej z pracy [15]. W. Gąsiewski jest pierwszym
przykładem bezrobotnego fizyka tyle, że pod zaborem rosyjskim

181
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dyfuzji wielkości takie jak masa, pęd, energia cieplna rczchodzą się w material-
nym kontinuum bez określonej prędkości. punktem wyjściowym termokinetyki
jest traktowanie zjawisk dyfuzyjnych jako pozostałości,, która trwa po przejściu
fali niekoniecznie poruszającej się nieskończenie szybko. Inaczej mówiąc, 1ermoki-
netyka proponuje taką postać modelu dyfuzji (masy, pędu, energii), w której zabu-
rzenia, pozostawia jąc za sobą ,,dyfuzyjny ogon", będą poruszać się ze skończoną
prędkością. Jeśli klasyczny Fourierowski model dyfuzji ciepła jest przypadkiem
całkowitego rozpraszania energii tżytecznej, zaś kra.niec przeciwległy stanowią
zjawiska odwracalne opisane przez termostatykę, to poszerzony, termokinetyczny
model dyfuzji jest przypadkiem częściowo odwracalnym i częściowo dysypatyw-
nym. Wedłv1 Tozszelzonej termodynamiki ,,czynność bodźca polega nie na sanxgnx
tylko wytwarzaniu termodynamicznego strumienia lecz nad,to ,i na zmienianiu z
biegiem czasu jego natężenia".

Całkowicie dysypatywne (koercyjne) działanie bodźca ściera się z jego dziaŁa-
niem odwracalnym (inercyjnym). Stosunek tych obu działań definiuje czas reakcji
nazywany przez Natansona ))czasem zluźniania''|I .

4. Rekonstrukcja modelu matematycznego

4.t. Równanie fundamentalne13

zakładamy, że ruch gazu składa się z ruchu jako całości (r. molarny) oIaz
ruchu jaki miałyby cząsteczki w gazie nieruchomym (r. molekularny)la

u ł { = (u"* + ueo * ue") ł({"" + Teu ł k") . tż)

Ruch molekularny charakteryzuje się tym., że jego przeciętne f : 0 po całym
elemencie kontrolnym du = fl76r6z zanikają. Oznaczamy ptzez n ilość Ćząsteczek
w objętości kontrolnej) przez Q dowolną funkcję prędkości u t € , priez df d,t
operator pochodnej substancjaLnej, zaś ptzez 6f6t operator wytażajĄcy wpływ
spotkań lub działań wzajemnych.
Równanie fundamentalne Maxwellal5 ma postać następującą

frta"lł div(nPĘf) + aivlu;Qn : {r@,l * "(;.Ęr) (3)

Niech pierwsza wielkością bilansowaną będzie masa cząsteczki Q: rn. Wtedy

0ST:Ę:0, Qr=p, Q:* aQ
a" - 0, (4)

1 1 dzisiejszy odpowiednik,,czasu telaksacji" [1, 1 1]13pattz Na.tanson L7g], [2I,22], I25]laZachowujemy tu, w większości, oryginalne oznaczenia
,ltr,,u, ID, €, rl, (, Qr, Qy, Q", itd,

lsMaxwell 
[12] eq. (73) p.72

Na.tansona, takie iak rrp. składowe



Kronika

a z równania fundamentalnego (3) otrzymujemy równanie ciągłości:

d

ńP+pdivu=0,

Mnożąc równanie (3) przez rn i uwzględniając przy tym równanie ciągłoś,ci
możemy przekształcić je w następujące wyjściowe równanie fundamentalne1o

1B3

łfia + div(pfl§f) = ,*ą + eę,Uil.

(5)

(5)

(6)

Zaznaczmy, że objętość kontrolna d,u pottsza, się z prędkością molarnąu co czyni
zasadnym udział pochodnej substancjalnej dld,t w równaniu (6).

4.2. Równanie bilansu pędu

Kładąc w równaniu fundamentalnym (6) za funkcję Q

Q=u*{,
wraz z77

Q:o,
otrzymujemy następujące

8S€={8€,
równanie bilansu

aa-=:=I
du

(i)

(8)
ń-
-CI=0.ót"
pędu

d
łfru+div(p{s€)=pQ,

4.3. Równie bilansu energii

Kładziemy w równaniu fundamentalnym (6)

Q : (r+ €), (r+ {) = (tl+€)2 t (o* q)2 + (u + Ę)2

i uwzględniając dalej, że

Q:u,u+
'".ETTĘ-u2+P+ł+P,

O sT = u.rr{ + uTr + FĘ + FTĘ: 2u.{€ ł q,

(9)

(10)

(11)r

( 11)z

-N@WstosunkudoodpowiedniegorównaniaMaxwella[12,
"q. 

(7r)] N.tuo*oi, doditkowo wprowadza człon z siłą f. Rozciągnęliśmy w tym członie zasigS

ojr"brriurriu w stosunku do Natans-onowego oryginału aby uniknąć nieporozumień co do kolejnoŚci

*yt "v*""i, 
operacji \QlOu, - obliczanie iej wielkości wymaga elementarnych wiadomoŚci z

różniczkowania funkcji tensorowych względem argumentu tensorowego,
17znakiem @ oznaczy§śmy Gibbsowską operację brania iloczynu diadycznego, 1 : e, 8 e,_-1

e, 8 ey ł e, @ e, orou.iu tzw. idemfaktor Gibbsa. Operacja dywergencji jest zdefiniowana jako

piu*oJt-orr" zwężenie wzięte na iloczynie diadycznym operatora nabla
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div(pQ-sT; : div(pł) * 2div(pĘ@f .u) =

= aiv(pq) * zdiv(pĘ§Ę. ,r) + z(p6oT) .V 8 u,

{a : *e * *ł * *P : o, (założenie),

pr.P = 2pf .u .
ou

Uwzględniając dalej, ż" § OT jest miarą symetryczną, zastąpimy gradient pręd-
koŚci V 8 u w (11)a, poptzez symetryczny tensor w prędkości deformacji d :
1l2(v8u*uaV).
Równanie fundamentalne przyjmuje teraz postać

d
P *G'+ Ć2) + div(pq) * 2div(p{ s €) . 

"+

+Z[pĘoT] .d,:2pf -u .

Podstawiając w miejsce pf lewą częś( 16*oania ruchu (9) mamy
bilans energii

d,-pń,(Ę')ł div(pq) + z{pĘs €} . d : 0 .

Strumień ciepła wynika z (11)2 i jest zdefiniowany jako:

q: (ł-T)€ : (PTF 1ę)€", + (?Tę lę)q"oł

+(ć2 + ,l2 ł (2)(",: ptel: * pueu * q,e, . (14)

(11)s

(11)n

(11)u

(12)

ostatecznielE

(13)

Zatważmy również, że Q przyjęte w (10) jest równe śladowi wziętemu na diadzie
( u + {) S ( u 1_{). Możemy st ąd wnioskować, że tentltat identyczny do ( 1 3) możemy
otrzymaćjeśii najpierw podstawimy do równania fundamentalnego 8 :-(ut{)a
(u+€) a następnie weźmiemy ślad. Odnotujemy również, że molekulaine prędkości
{ określają strumień pędu II : p{ 8T. W szczególności ślad p = Ll3trIl =
tlgp(? +F +P) wyraża średnie ciśnienie gazu - będzie ono równe ciśnieniu
termodynamicznemu sdv €T=: R = ń = o a wartości P,ł,( nie będą się
od siebie ńżnić. Temperaturę bezwzględnąT Natanson wprowadza pr"y po*o.}
związka

2cuT =P +ł +P :P : sŁ .
p

w którym cu ozllacza ciepło właściwe gazu w stałej objętości.

18Nu,tanson 
[26] paragraf 2, rów. (4)

{15)
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4.4. Równanie ewolucji strumienia ciepła

Kolejna wielkość bilansowana jest związana z potrójnym iloczynem diadycz-
nym (u + {) S (u + €) 8 (u * {) w postaci zwężenia

Q=(,+€)s(u+{).(u+{). (16)

Zależloś;ci potrzebne w równaniu fundamentalnym (6) obliczamy następująco:

Q : uu2 t "€ 
. € + F.T + Ęa. u + E;T,

185

( 17)r

( L7\,

(1z).

(I7)ą

( 19)

(20r)

(2a),,

0sT : 2G]TF 8 { +P" s € +,r2€ 8 { + 2ilTĘsĘ+ G. {)€ s €,

6- 6- ń-.-..-.-_ 6

ńQ 
: tuńĘ'+ *(u.€X + *u,

^nt ń= f(u+€)2 +2f[u8 u+ĘsT] .

Po podstawieniu do (6) otrzymujemylg

łftl{"'+P)u?15.66+q]+

+diu[zpGlTJro{ ł pr8 q + pu2€8€ ł z6.6;67+ (€. €)€ o fl =

.6 
- 

(4) {5)

= p 
6tIPu i' +zi,- 91+ q] + pf(uz +P) + zr]cuo u i p€ o €].

( 18)
Jest to najogólniejsza postać tzw. równań Maxwella-Cattaneo na ewolucję stru-
mienia ciepła q w pTzypadku gdy wyjściowym równaniem fundamentalnym jest
równanie (6). Niestety równanie to zawiera dalsze nowe niewiadome stąd też wy-
magane są uzupełniające, ale już algebraiczne, równania domknięcia.

4.5. Równanie ewolucji strumienia pędu

Kładąc
Q:(u+{)s(u+€)

w równaniu (6) oraz uwzględnia jąc przy tym, że

Q:u8u*€8€,
a @T- u 8 ĘoT+ tE " sT + Ę8T 8 €,

1nN.tunson 
[26], paragraf3, rów, (2). W oryginale równanie to zajmuje 33 wiersze. W stosunku

do swojego wcześniejszego rozwiązania [22] paragraf 2, tów. (10) Natanson podaje kompletną po-
stać uzupełnioną o pięć dodatkowych członów oznaczonych ptzez, (n):I,2,3,4,5, w równaniu
(i8)
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div(pQ sT) : div(u 8 II + II8 u + pĘoT oO :
- gradll,u* Ildivu+ div(Il) 8 uf Ilgrad"u+ div(pffi66;, 

(20)'

6- ń

'ńQ=;II, 
II=p€8{,

pG,*q:p(u8f+fa,).
(20)n

(20)u

otrzymamy następujące równanie ewolucyjne na strumień pędu tI

*" *gradull * IlgradTu + div(p6oT-o €)+

+u8 (pĄutpugradTu f divll) ł(pltu*pugradTut divll)8 u = (2I)

a: 
ńrI+p(uaf +f 8u) .

ZakŁadając, że równania bilansu pędu (9) będą spełnione to z (2I) możemy otrzy-
mać ścisłe równanie ewolucyjne naj;trumień II. Rozdzielmy wpierw gradient pręd-
kości na część symetryczflą d = dT i antysymettyczną* = -*T

gradu- u8v = }tv8u* u8v)+ jt"8v-v8u): d+w. (22)

Otrzymujemy ostatecznie

a_ T. 6

fril+(gradl])"*(d+w)II+II(d+wT)+1aivu)n+div(pĘĘJĘ3i = #n . (23)

Jest to kompletne równanie ewolucji strumienia pędu oparte na równaniu funda-
mentalnym (6). Jednakże, tylko pięć spośród sześciu składowych równania (23)
jest niezależnych, bowiem równanie bilansu energii (13) uczestniczy w (23) w
sposób uwiklany. Dzieje się tak ponieważ trIl = p(ł +ł +Pl oTaz ma miejsce
założenie (11)a o tym, że ślad tr(ffII) : 0 jest niedysypatywny. Uwzględniając
dalej, że:

tr(wll) = tr(Ilw?) : 0, Ąpł div(pu) : 0,
C12[div(p§ĘfĘĘ)] = div[p(ł {X] = div(pq)

możemy pokazać, że śIad równania (23) jest identyczny z wcześniej wyprowadzo-
nym równaniem energii (13).

Natanson był Świadomy tego faktu toteż zaploponował wydzielone równania
ewolucyjne na bezśladowy strumień pędu P20 i ciśnienie p

1_P=IT-ior,p=tr(pĘ&Ę)
2oNatanson 

[26] paragraf 7, tów. (2), otaz [25] [31] [32]

(24)
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w następującej postaci2l :

d.
dźP + [(d + w)II + II(d + *7') - ]rrlna11+

{(divu)p + div[p({ e e - }err) e {J = $e. (25)

4.6. Równanie dyfuzji masy

Natanson rozpatruje tylko szczegóIny przypadek równań Maxwella, gdy gaz o
gęstości p , prędkościach: głównej u i pobocznej { wnika do nieruchomego ciała
stałego o gęstości p, i o charakterystycznej stałej dyfuzji A. Strumień dyfuzji
j: pr spełnia równanie ewolucji analogiczne do równania (9) mianowicie22:

ań_
ói - ń:f div(pu 8 u * p{ s {) = pf-

4.7. Hipoteza koercji23

Żtódłem nieodwracalności w równaniu fundamentalnym (6) jest pochodna
6l6tą. W statystycznym podejściu Boltzmanna wielkość ta opisywana jest odpo-
wiednią całkązderzeń. Według Natansona, podejściem zgodnym z fenomenologią
będzie hipoteza koercji zezwa|ająca na następujące przybiiżenie w równaniach
(17), (20), (26)

*q=

*n=

*: = -+,
gdz\e rqrTlJrj są właściwymi dla dyfuzji ciepła, pędu i masy czasami zluźniania
(relaksacji).

4.8. Przewodzenie ciepła w nieruchornyrn przewodniku

ZałoŻymy, Że u : 0 oraz *p = 0 . Równanie ewolucji strumienia ciepła q (1B)
wTaz z hipotezą koercji (27)1 upraszcza się do

*rrr'* łr* 
pR = 0. (28)

21Nrtanson 
[26], paragra{ ?, rów. (5) (6) (10). Nasze równanie (25) nie ma identycznej postaci

z ttzema skalarnymi równaniami Natansona gdyż nieco inaczej definiuje on człon pod znakiem
dywergencji

22Natanson 
[26], paragraf 6, rów. (4), f- jest siłą termodynamiczną określoną ptzez gradient

p
23Opisana ona jest IM szeregu pracach Natansona począwszy od [23] poplzez |25-28], a skoń-

czywszy na eseju [20]

_q
lq,

_ilm'

(26)

(27)
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RÓwnanie to po podstawieniu do równania bilansu energii (13) daje hiperboliczne
równanie przewodnictwa ciepła

(29)§e-*,**-div(pR)=0,
w którym temperatura bezwzględna jest dana równaniem (15). Człony związane
z dywergencją wymagają równań domknięcia, w przeciwnym razie układ byłby
niedookreŚlony. Najprostszym algebraicznym domknięciem na R, które Natanson
przyjmuje za Maxwellem jest2a

R = fc,I grad 7 , (30)

gdzie I : łer@ e, *,t'"o g e, + Ę2e,@ e, jest diadyczną miarą termicznego
oporu.

4.9. Schemat logiczny termokinetyki

kończąc §wą pTacę na temat uogólnionej teorii dyfuzji masy, pędu i ener-
gii [26] Natanson przedstawia schemat ogólny tozszeruonej termodynamiki, dla
każdej, dowolnej wielkości bilansowej Q i odpowiadającego jej strumienia f otaz
strumienia f' odpowiadającego strumieniowi /.
Są to:
- równania bilansu a-

arQ+div/=g,

*'* ł, *f,= 0,
- równania ewolucji

- algebraiczne równania domknięcia

F = a2gradQ .

Złożone razem dają równanie zasadnicze laQ

#U * łłrU- a2div(grado): o.

(31)

(32)

(33)

(34)

W zależności od tego czy wiekość bilansowana jest skalarem, wektoIem czy diadą
drugiego rzędu ilość składowych równania (34) jest odpowiednio równa jeden,
ttzy i sześć. Gdy człon z drugą pochodną zanika wtedy zjawisko jest całkowicie
rozpraszajqce. Jeśli natomiast Tl = a to energia tżytecznabodźca nie rozprasza
się wcale i gromadzi się tworząc ,,impet płynqcej ilości, Q". Mówimy wówczas o
zjawisku odwracalnym. Jednakże w Tzeczywistych zjawiskach czas relaksacji r1
nie jest ani zerem ani nieskończonością toteż oba aspekty: koercja i inercja mają
ł, nim swój permanentny udział.

2aNatanson 
[26] paragraf a rów. (12)
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4.10. Zasada wariacyjna termodynamiki

w klasycznej teorii pola zasada Hamiltona jest nadrzędną zasadą wariacyjną,
której podlegają wszystkie zjawiska odwracalne. W roku 1871 termostatyka zo_

stała wyrażona w terminach zasady Hamiltona przez węgTa Szily'go [16]. Jego
rozwiązalie zastosowane z powodzeniem przez Helmholtza i J.J. Thomsona dało
asumpt Natansonowi do poszukiwań zasady wariacyjnej obejmującej zarówno ter-
mostatykę (zjawiska całkowicie odwracalne) jak i termodynamikę (zjawiska całko-
wicie dysypatywne). Punkt wyjściowy Natansona jest taki sam jak jego poprzed-
ników: termokinetykę należy wpierw zapisać w terminach mechaniki analitycznej
Lagrange'a definiując odpowiednie zmienne uogólnione qo i uogólnione siły La-
grange'a Ro a: Ir2r...rk.

zasada termokinetyczna stwierdza, że pomiędzy t : tg a t : źr zjawiska
odbywają się tak, iż warunek2s

(35)

jest spełniony. Obejmuje on wariacje energii kinetycznej óT, energii wewnętrznej
-6U,pra.cy 

oraz ilości ciepła 6Q przez układ pochłoniętej. Ponieważ 6Q = 6oQ+6l8
dzieli się na ciepło skompensowane i nieodwracalne to zasada (35) pretenduje do
opisania zjawisk zarówno częściowo odwracalnych jak i częściowo dyspatywnych.
Aby to było możliwe Natanson wyraża części nieodwracalne popTzez funkcje dys-
pacyjną Rayleigha O

6'Q = 2Q6t , (36)

sprowadzając ją tym samym do tzw. zjawisk pseudodynamicznych. Kluczem ter-
mokinetycznej zasady jest hipoteza koercji zakładająca, że zmiana ffi jest pro-
porcjonalna do chwilowej wartości iD. Jeśli r jest pewnym charakterystycznym
irurÓ- zllźnlatia odpowiadają.y- temu co aktualnie zawiera ó to26

1B9

t1

I arpr - 6u + Ro6qo* óQ} : 0

fo

óo 2Q

-=_-6tT (37)

zachodzi w sąsiedztwie stanu równowagi. Równanie (37) nazywa Natanson ,rów-
naniem zualnian,i,a" i.okazuje się ono sprawdzać w przypadku lepkiego przepływu
cieczy Naviera-Stokesa, dyfuzji masy, przepływu prądu elektrycznego olaz prze-
pływu ciepła.
. Pru.u [23] zawiera wiele jeszcze niezinterpretowanych, elementów i jej pełna
alŃzajest wciąż godna uwagi. Pomocna w studiach nad tą pTacą byłaby pTaca

następna I24), w której Natanson podał zastosowania zasady termokinetycznej w
teorii-przejśófazowych. Praca [24] sama w sobie jest również godna rewindykacji

zuNatarr"on 
[23] paragraf 2 rów. (1)

26Nata.,son 
[23] paragraf 1a rów. (8)
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zawiera bowiem tozszetzenie zasady wariacyjnej Gibbsa na przypadek ogólniej-
szy.

cykl prac Natansona, podpadający pod zakres badań nad rozszerzoną termo-
kinetYką, obejmuje wiele jego plac z lat 1895-1904. Koncentrowały się one głównie
na szczególowych zagadnieniach.

Na przykład, prace [29,3I-34] dotyczą teorii płynów lepkich z relaksacją; za-
gadnienia małych ruchów nałożonych na skończone27 w płynach z relaksacją po-
święcona jest praca [27]. Praca [30] dotyczy Lagrange'owskiego opisu28 równań
ewolucyjnych (23), placa [28] opisu przewodzenia ciepła w płynach poruszają-
cych się. wspólnym elementem startowym tych prac jest zunifikowany opis zja-
wisk częŚciowo-odwracalnych, częściowo nieodwracalnych, hipoteza koerĆji oraz
Maxwellowskie równanie fundamentalne (6).

5. Epilog

Dorobek Natansona w dziedzinie TozszeTzonej termodynamiki obejmuje 14
prac, które optócz tego, że tkazały się w języku ojczystym, posiadały też wersję
angielsłą (Phil. Magazine),niemiecĘ (Z!. fńr Phys. Chem.f, francuską (Butt. In-
ter. l'Academi,e de Sci. et de Lettres de Cracouie). Mimo tak dużego roŻpowszech-
nienia ich znajomość była i jest znikoma. ZwŁaszcza dziwi brak zainteresowania
ze strony teoretyków, któtzy w tym czasie tzn. na przełomie wieków, wkładŃ
wieie wysiłku w przebudowę modeli jednowymiarowych na trójwymiarowe.

wśród polsko-języ czny ch uczonych prace Natansona najdokładniej przestu-
diował Stanisław Zatemba,, profesor Uniwersytetu Jagiellonskiego, *rpółt*ór.u
Podstaw Polskiej szkoły matematycznej. Stawiał on Natansonowi dwa zarztty
|35], z którYch jeden okazał się być słuszny. Chodzi mianowicie o zatzat, że tów-
nania ewolucyjne (np. rów.(23) i (1B)) strumieni masy, pędu i ciepła nie spełniają
pierwszej zasady dynamiki Newtona. przez wiele lat uważano, iż powodem tego
stanv rzeczy nie jest równanie fundamentalne (6) leczhczne uploszczenia arbitral-
nie dokonywane podczas wyprowadzenP7]. Dopiero stosunkowo niedawno Ingo
Miiller wYkazaL [3B], że odpowiedzialność za ten istotny mankament ponosi sańo
równanie fundamentalne (6). Zaproponował on również modyfikację iównania (6)
tak aby spełniało pierwszą zasadę dynamiki. Jego rozwiązanie niźywa się w'li-
teraturze ,,objective but frame-dependent". Jednakże ostatecznie to tozwiązatie
również nie może być akceptowalne bowiem nie spełnia tzw. zasady kontrawa-
riantności wymagającej aby wszystkie równania fizyki (w tym również równania
konstytuujące materiał) byłv niezależne od układu odniesienia.

Tnną drogą niż Miiller poszedł Zarcmba [35]. Zaproponował on a'prioryczną
modYfikację równania ewolucji strumienia pędu, która spełniała pierwizą zasadę
dYnamiki i jednocześnie nie była zależna od układu odniesienia. Było to-w roku

nymi dwoma prędkościami dźwięku (zamrożoną i równo-
wagow_ą) i charakterystyczną ich budową są współne dla wielu zagadnień. M. in. A. Szaniawski [5]uzYskał równanie analogiczne dla zagadnienia propagacji dźwięku w przepływie pęcherzykowym.28To podejście odkrył niezaleźnie Grmela i relcnńann 1rS1.-
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1903, na dwa lata przed tym jak odkryto, że pierwszą zasadę dynamiki winny
również spełniać równąnia elektrodynamiki Maxwella. Zaremba ,,nie poszedł za
ciosem" i o odkryciu z 1905 roku, nazwanym późliej szczegóIną teorią względ-
ności, miał swój własny pogląd. Dał temu wyTaz wiele lat później gdy w 1927
opublikował [36] swoją własną interpretację elektrodynamiki Maxwella. Praca ta
od razu zostałauznana zawstecznąa podejście mające swe źródła w pracy z 1903
roku za niewłaściwe. Toteż, możemy pIzypllszczać, że obaj autorzy: Natanson i
Zaremba pozostarvali w sytuacji dyskonfortu chociaż z zupełnie innych powodów.

Ma,rny nadzieję, że wyniki badań wybitnego polskiego uczonego Władysława
Natansona w dziedzinie tozszetzonej termodynamiki, mimo że naszkicowane po-
bieżnie w niniejszej pracy, pozwalają zahczyć profesora Natansona do pionierów
tej gałęzi termodynamiki. Sądzimy na podstawie przeplowadzonych wywodów,
że jego nazwisko winno się znńeźć w gronie takich luminarzy termodynamiki
rozszetzolejjak D. Poisson, G. Piola, J.Clerk Maxwell, G. R. Kirchhoff czy P.
Duhem.
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