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Chronicle — Kronika

An early contribution of W. Natanson into the development of the idea of
extended thermodynamics during the period of 1896-1904 is presented in the
Chronicle. Particular attention is paid to the reconstruction of the mathematical
model worked out by Natanson. As a final result, two yet unknown points of
Natanson’s achievements, i.e. the thermokinetic variational principle and coertion
hypothesis are rediscovered and revised.

Kronike poswiecono oméwieniu wktadu W. Natansona w rozwdj idei rozsze-
rzonej termodynamiki, jaki dokonal si¢ w latach 1896-1904. Szczegdlnie wiele
uwagi poswiecono rekonstrukeji podstaw oryginalnego modelu matematycznego,
opracowanego przez Natansona. Dwa nieznane elementy tego modelu, tj. termo-
kinetyczna zasada wariacyjna i hipoteza koercji sa ponownie wyprowadzone i
uzasadnione.
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Wtladystaw Natanson,
prekursor rozszerzonej termodynamiki

Ladislavus Natanson,
the Pioneer of Extended Thermodynamics

1. Wprowadzenie

Wladystaw Natanson (1864-1937), wybitny krakowski teoretyk i epistomolog
fizyki, znany jest z pézniejszych prac, gléwnie z optyki gazéw. Wiedza o wcze-
snych jego pracach, dotyczacych termodynamiki nieréwnowagowej jest niewielka,
i to zaréwno w krajowych jak i zagranicznych Srodowiskach. Czesto tez, jak to
zwykle bywa z ,,myslg niekrzyklivg, a wielkq”, w ogdle sie o nim, jako termody-
namiku, nie pamieta.

Naszym zamierzeniem jest rewindykacja termodynamicznych prac Natansona
dokonana na tle wspélczesnych, kofczacych wiek XX-ty, koncepcji badawczych
termodynamiki. Nasza teza, do ktérej pragniemy czytelnika przekonad, jest nie-
znany dotychczas fakt, ze profesor Natanson byl pionierem podejécia do termo-
dynamiki, ktére dzi§ znane jest pod nazwa rozszerzona termodynamika [1,.2].

7 analizy oryginalnych prac Natansona wynika iz byl on §wiadom tego, ze pra-
cuje w dziedzinie odrebnej od termostatyki i termodynamiki. Zjawiska, ktdre nie
sa ani calkowicie odwracalne ani catkowicie dysypujace energie, podlegaja pra-
wom dziedziny, ktéra Natanson nazwal TERMOKIN ETYKA!, a ktéremu to pojeciu,
nie baczac na semantyczne réznice, odpowiada dzisiejsze anglosaskie EXTENDED

!patrz Natanson [20]: Oblicze natury, str. 49, [26, str. 461]
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THERMODYNAMICS. Nazwe termokinetyka prawdopodobnie zaczerpnal Natanson
z kinetycznej teorii gazéw. Moze by¢ ona okre§lona jako nauka o cieple, ktéra swe
matematyczne korzenie ma w kinetycznej teorii gazéw, i to zaréwno tej w wersji
Maxwella [3] jak i Boltzmanna [4].

Nasza analize rozpoczynamy od przypomnienia tych istotnych elementéw ter-
modynamiki, na ktérych tle beda wyraZnie widoczne oryginalne osiagniecia W.
Natansona. Przejdziemy, nastepnie, do prezentacji motywacji dla ktérych Natan-
son podjal swe badania. Dalej, zrekonstrujemy matematyczny model termokine-
tyki zawarty w czterech gtéwnych termokinetycznych pracach Natansona [22, 23,
26, 28]. Punktem kulminacyjnym analizy jest pierwsza zasada wariacyjna rozsze-
rzonej termodynamiki [23] nie majaca po dzi§ dziefi wspélczesnego odpowiednika.
Osobiste refleksje autoréw dotyczace niektérych meandréw w rozwoju rozszerzo-
nej termodynamiki zakonicza ten esej.

Chcemy podkresli¢, ze zadanie jakie sobie i czytelnikowi stawiamy jest nie-
zwykle i jedyne w swoim rodzaju. Niecodziennie spotykamy bowiem dzielo poje-
dyficzego czlowieka majace juz forme rozwinieta i kompletna, ktére prawie po stu
latach zostaje, w wielkim zbiprowym wysitku, powtérzone. Jednakze juz przy po-
mocy zupelnie innych narzedzi, innych metod badawczych i innej sytuacji fizyki
eksperymentalnej. Bedziemy sie starali przekonaé czytelnika, iz mimo uptywu stu
lat i ponownego odkrycia przez rozszerzona termodynamike wielu waznych ele-
mentéw teorii to dwa gléwne jej elementy: termokinetyczna zasada wariacyjna i
hipoteza o wspélistnieniu miedzy inercja a koercja? sa jeszcze wciaz dla wspél-
czesnych badaczy nieznane. Ze zwyklej analizy dat wynika, ze w tym przypadku
geniusz Natansona wyprzedzil nas réwno o 100 lat.

2. Status rozszerzonej termodynamiki

Nauka ta powszechnie uwazana jest za dyscypling mloda, zostala odkryta,
rozwinigta i ugruntowana w ostatnich dwdch dziesiecioleciach przez takich ba-
daczy jak I. Miiller, G. Lebon, D. Jou, J. Casas-Vazques, L. S. Garcia Colin i
inni. Dynamiczny i spontaniczny wzrost wiedzy i zasiegu tej nowej galezi teorii
pola spowodowal semantyczny balaga,n ktéry profesor J. Kestin okreélit swego
czasu® jako ,,termodynamzcznq wieze Babel”. Obecno$¢ w literaturze przedmiotu
zbyt wielu pojeé, ktdre czasami w przeszlosci uzywano w innym kontekécie, stwa-
rza zasadna trudnos$¢ we wlasciwej percepcji rozszerzonej termodynamiki. Polski
czytelnik mial okazje zetknaé sie z falowymi réwnaniami konstytutywnymi juz w
pracach Szaniawskiego [5], Kaliskiego [6], Madejskiego [7], a ostatnio w intere-
sujacej monografii Sieniutycza [8]. Stad tez posiada on, prawdopodobnie, wlasna
opinie w tej sprawie. MozZna przypuszczaé, ze jest to malo pozytywna opinia.
Kazdy termodynamik dostrzeze, ze juz w samej nazwie extended thermodynamics

2temu zagadnieniu poswiecony jest esej pt. Inercja i Koercja; dwa podstawowe pojecia ogdlne
w teorii zjawisk fizycznych, str. 35-50 [20]
2J. Kestin [9] (1993)
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jej tworcy zadbali o wyrazenie matematycznych réznic, ktére dziela te wiedze od
klasycznej nieréwnowagowej termodynamiki. Nie zadbali jednakze o podkreglenie
jakosciowo nowej sytuacji fizycznej. Tak oto na przyklad, wspélczesni weterani
rozszerzonej termodynamiki [2, str.41] nieudolnie wprowadzaja czytelnika w istote
TZEeCczy:

»Naszym zadaniem jest przedstawié teorig, ktdéra wykracza poza klasycznie sfor-
mutowanq termodynamike. Czynimy to poprzez poszerzenie przestrzeni podsta-
wowych zmiennych niezaleinych o nowe zmienne nieréwnowagowe wystepujgce
w réwnaniach bilansu. Nastepnie proponujemy réwnania konstytutywne dla tych
nierownowagowych strumieni, ...etc.”.

Powstaje zasadne pytanie czytelnika zniecheconego poszerzonymi przestrze-
niami, czy aby rozszerzona termodynamika nie jest nieudolnym tworem mate-
matykéw zafascynowanych pewng formalna mozliwoécia. Czy ta dziedzina opi-
suje rzeczywiscie nowe zjawiska nie ujmowalne w zesztywniate ramy klasycznej
termodynamiki. Pytanie w takim duchu skierowal J. Kestin do G. Lebona [10]
pragnac widocznie aby ten odwotal si¢ do nowych zjawisk fizyki wystepujacych w
materii skondensowanej, miast dalszego szermowania argumentem rozszerzonych
przestrzeni. Okazuje si¢ jednak, Ze najlepsza odpowiedZ na to pytanie znajdu-
Jemy nie w pospiechu napisanych monografiach wybitnych autoréw [1, 2], ale w
eseju samego Natansona zatytuowanym Inercja i Koercja; dwa pojecia ogdlne w
teoru zjawisk fizycznych. 1 to do studiowania niego wlasnie chcemy czytelnika
zachecié?.

Trzeba podkresli¢ jednakze, ze z punktu widzenia do$wiadczer zwiazanych
z matematycznym modelowaniem réwnaii konstytutywnych (lub réwnat stanu)
zasieg rozszerzonej termodynamiki jest doéé precyzyjnie wyznaczony. W 0gol-
nej teorii réwnad konstytutywnych rozszerzona termodynamika, jest szczegllnym
przypadkiem zajmujacym sie modelowaniem zjawisk, ktére wykazuja tzw. staba
nielokalno$¢ w czasie. Aby opisaé stabg nielokalno$é¢ w czasie wystarczy uzyc
pierwszej pochodnej po czasie w réwnaniach ewolucyjnych na strumieh masy,
pedu, ciepla oraz strumiedi pradu elektrycznego. Oczywiscie, nie jest tez szczytem
abstrakcji wyobrazi¢ sobie materiat silnie nielokalny (druga pochodna) w czasie,
czy tez material stabo nielokalny w przestrzeni. Wszystkie te fenomenologiczne
modele materialéw podpadaja, ostatecznie pod teorie materialéw nielokalnych —
znang zapewnie czytelnikom 4 tomowej Continuum Physics wydanej pod redak-
cja Eringena.

Trudnosci dostarcza raczej niezwykla rozmaitosé sytuacji fizycznych, w kté-
rych réwnania konstytutywne stabo nielokalne w czasie s3 uzywane. Przykladowo,

4 Bez lepkosci, bez opordw, bez tarcia, bez rozluZnienia, zmiekczenia, rozplyniecia sie, bez
zwgtlenia i ujednostajnienia budowy, bez jej zupetnego niekiedy skruszenia, bez przewodnictwa,
dyfuzji, rozciericzenia, bez zwichrzenie, sktdcenia, zmieszania co byto rozdzielne, bez wessania,
pochtonigcia, przeobrazenia, przerobienia, rozsypania lub rozproszenia energii, bez obnizenia sie
sprawnoéci i gotowosci do pracy — nie ma na ogdt, oprécz kilku moze wyjgtkow, zjawisk w Na-
turze. Takie sq procesy nieodwracalne, niepowrotne strony lub oblicza zjawisk, niekiedy drobne
przymieszki, zakldcenia podrzedne, spadajgce nawet do zupelnej nicodci, niekiedy przeciwnie sy-
wioty gldwne, gérujgce nad resztq zjawiska”, Natanson [20], str. 24
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rozszerzone réwnanie konstytutywne Ohma?®

7'%1‘3 + je = KE = kgrady (1)
o dodatkowy czlon zawierajacy elektryczny czas relaksacji 7 bylo wynalezione
Jeszcze przed pracg Maxwella [12]. Uzyt je W. Thompson do wprowadzenia tzw.
réwnania telegrafistéw opisujacego efekty powstajace w kablu telefonicznym prze-
rzuconym przez Atlantyk. Réwnanie (1) bylo badane, z réznym skutkiem, min.
przez Boussinesqa, Heaviside’a, Poincare’go, Picarda, Birkelanda, Voigta wcale
nie z punktu widzenia rozszerzonej termodynamiki. Odegralo ono jeszcze raz po-
wazng role gdy, po odkryciu nadprzewodnictwa, postuzylo Londonowi do sformu-
fowania fenomenologicznego modelu nadprzewodnictwa elektrycznego. Prawdo-
podobnie dostarczyto ono impulsu badawczego, S. Sieniutyczowi, ktéry wykreowat
ostatnio pojecie nadprzewodnictwa cieplnego [8]. Matematycznie, nadprzewodnic-
two odpowiada sytuacji gdy drugi czlon w réwnaniu (1) wypada i transport, ktéry
ono opisuje, staje si¢ bezprzeszkodowy, nadprzewodzacy.

Zjawiska cieplne maja swoja autonomiczna historie® daleko wykraczajaca poza
kinetyczng teorie gazéw Maxwella czy tzw. hiperboliczne réwnania Maxwella-Cat-
taneo. Niektére fakty moga byé nawet szokujace dla czytelnika nieobeznanego w
meandrach historii termodynamiki. Okazuje sie bowiem, ze falowe modele trans-
portu ciepla byly powszechnie akceptowalnym paradygmatem w latach 1830-1851,
czyli jeszcze przed ustanowieniem przez Rankine’a [13] wspdlczesnie obowiazu-
Jacej interpretacji ciepla, temperatury, entropii etc. Dzisiejsza rozszerzona ter-
modynamika pamietaé nie raczy” o tym wczesnym dorobku, pozostawiajac sobie
otwartg furtke do naduzywania slowa new.

Krétkotrwatosé falowych modeli ciepta® wigze sie z pewnego rodzaju sytuacja
dyskomfortu jaka powstala po odkryciu prawa zachowania energii. Wyjsciem dla
wszystkich byl model Rankine’a tak przekonywujacy i sprawny, ze skutecznie po-
zwolil zapomnie¢ o dziedzictwie falowej teorii ciepta, .

Prace Maxwella [12] z 1867 r. traktuje sie jako ,mgliste poczqtki® rozszerzo-
nej termodynamiki. Wspélczesni weterani odwotujg, sie do niej chetnie zwlaszcza
wtedy gdy im brak argumentéw. Ukrywaja oni wtedy wlasna ignorancje pod
stylistyczng figura: ,,Juz Mazwell w 1867 podat, e...” wkladajac czesto w usta
Maxwella opinie, ktérych nigdy nie wypowiedzial. Praca Maxwella zawiera kom-
pletna strukture logiczna rozszerzonej termodynamiki, w miare kompletne Wypro-
wadzenia i podstawy oraz gléwne, do dzi§ niezmienione, wnioski fizyczne. Fizycy

®w réwnaniu tym oznaczono: Je — wektor strumienia gestosci pradu, E — wektor pola elektrycz-
nego, £ — wspélczynnik przewodnictwa wtasciwego, ¢ — potencjat oraz przez grady — operator
brania przestrzennego gradientu

®S. Brush, [17] (1970)

"Wyjatkiem jest praca Grmeli i Teichmanna [18].

8Falowa teoria ciepla powstala w opozycji do kalorycznej teorii ciepla. Jej pionierem jest A.
M. Ampére. Wéréd weteranéw tego podejécia wymienié: G. Lamé’go, D. Brewstera, J. Forbesa,
W. Westa, R. Hare’go, J. Johnsona, C. C. Dersona, A. Baumgarthera i wielu innych, o ktérych
pamigta tylko historia termodynamiki.
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sa na ogél ztymi historykami fizyki® i dlatego pozwalamy sobie na przypuszcze-
nie, ze jedynymi osobami, ktére przestudiowaly Maxwella jest Kirchhoff [14] i
Natanson [19]. Ostatnie rozdzialy ksiazki Kirchhoffa byly znane réwniez Natan-
sonowi, ktéry kilkukrotnie sie do nich odwotuje. Stan wiedzy mlodego Natansona,
jego zrozumienie i interpretacja prac Poissona, Maxwella, Boltzmanna, Kirchhoffa
najlepiej uwidacznia sie w jego pierwszej ksiazce zatytulowa,nej Wstep do Fizyki
Teoretyczne] [19]. Bedzie dla nas wygodnym przyjqc ze od tego punktu rozpo-
czyna sie orginalny wktad Natansona w rozwdj rozszerzonej termodynamiki'®

3. Motywacje Natansona

Podzial zjawisk na zwrotne (odwracalne) i nieodwacalne (dysypujace) byt fun-

damentalnym faktem empirycznym, ktéry Natanson sobie u§wiadamial z niezwy-
kla precyzja. Zdawal sobie réwniez sprawe z tego jak silnie zjawiska odwracalne
i nieodwracalne sg z sobg splecione — pisal o nich bowiem tak [20, str. 21]:
,» W przemianach zwrotnych, w odwracalnych podzjawiskach fizycznych rézine znane
nam postact energii uczestniczqg swobodnie, przybierajgc coraz inne i nowe wej-
rzenia i ksztatty i z nich na powrdt wracajgce do pierwotnych wtasnosci. Lecz pod
tq ruchliwg i zmienng chwiejbg wydarzen, pod tq niejako igraszkg Natury kryje
sie trwata i posepna robota. Odwracalnym podzjawiskom towarzyszq zwykle nie-
odwracalne, ktore nie odbywajg sie wstecz, ktore nie zmieniajq kierunku gdy cze$é
odwracalna zjawiska cofa sie, zawraca i odbywa sie przeciwnie niz przedtem”.

Zjawiska nieodwracalne s3, wszedzie, wystepuja z réznym natezeniem i znikaja
do zera w prézni. Totez wedlug Natansona wiekszo$¢ zjawisk podlega grze dwéch
czynnikéw — bezwladnosci i koercji. Termodynamika ma naturalna sklonnosé
do separaji tych dwéch czynnikéw i traktowania zjawisk albo jako wytacznego
wplywu inercji (odwracalna dynamika) albo koercji (np. w pelni nieodwracalny
przeplyw ciepla, masy, pedu, itd.). Odwolujac sie do zjawisk cieplnych Natanson
zauwaza, ze Fourier tworzac model przeptywu ciepla, zatozyl, ze przeptyw jest
zawsze wprost proporcjonalny do bodzca. ,,Jest to mysl bliska prawdy lecz tylko
jej bliska. Czynnosé bodzca polega nie tylko na sprawianiu przeptywu; okazuje sie
ona tem takze, Ze natezenie przeplywu nieustannie sie zmienia. Ilosé przepltywa-
Jjacqg bodziec nietylko zmusza do ptyniecia; nadto nadaje jej pewien impet”.

Termokinetyka, wedtug Natansona, zajmuje sie unifikacja przewodnictwa ciepl-
nego, dyfuzji materii, lepkiego transportu pedu w jeden ,,dyfuzyjny” model, w kté-
rym przeplywy ciepta nazywa sie dyfuzja energii za$ tarcie wewnetrzne — dyfuzja
pedu. Zadaniem termokinetyki jest rozszerzenie pod pewnym wzgledem zwykle
pojmowanych zjawisk dyfuzyjnych. Wedtug klasycznych (Fourierowskich) modeli

®Wyjatkiem potwierdzajacym ta regule jest Clifford Ambrozy III Truesdell, jedyny wspét-
czednie zyjacy badacz, ktdéry przestudiowal okolo 25 tysiecy oryginalnych artykuléw dotyczacych
XIX-owej teorii pola

108 piritus movens dziatalnosci Natansona mdégl byé W. Gasiewski jego gimnazjalny nauczyciel
fizyki, wybitny mechanik i statystyk znany najbardzie] z pracy [15]. W. Gasiewski jest pierwszym
przyktadem bezrobotnego fizyka tyle, ze pod zaborem rosyjskim
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dyfuzji wielkodci takie jak masa, ped, energia cieplna rozchodza sie w material-
nym kontinuum bez okreSlonej predkosci. Punktem wyjéciowym termokinetyki
Jest traktowanie zjawisk dyfuzyjnych jako pozostatosci, ktéra trwa po przejiciu
fali niekoniecznie poruszajacej si¢ nieskoficzenie szybko. Inaczej méwiac, termoki-
netyka proponuje taka posta¢ modelu dyfuzji (masy, pedu, energii), w ktérej zabu-
rzenia, pozostawiajac za sobg ,dyfuzyjny ogon”, beda poruszaé sie ze skoficzona
predkoscia. Jedli klasyczny Fourierowski model dyfuzji ciepta jest przypadkiem
calkowitego rozpraszania energii uzytecznej, za§ kraniec przeciwlegly stanowia
zjawiska odwracalne opisane przez termostatyke, to poszerzony, termokinetyczny
model dyfuzji jest przypadkiem czeSciowo odwracalnym i czeéciowo dysypatyw-
nym. Wedtug rozszerzonej termodynamiki ,,czynnosé bodzca polega nie na samym
tylko wytwarzaniu termodynamicznego strumienia lecz nadto i na zmienianiu z
biegiem czasu jego natezenia”.

Catkowicie dysypatywne (koercyjne) dzialanie bodZca §ciera sie z jego dziata-
niem odwracalnym (inercyjnym). Stosunek tych obu dziatah definiuje czas reakeji
nazywany przez Natansona ,czasem zluzniania”ll.

4. Rekonstrukcja modelu matematycznego

4.1. Réwnanie fundamentalne!

Zakladamy, Ze ruch gazu sklada sie z ruchu jako caloéci (r. molarny) oraz
ruchu jaki mialyby czasteczki w gazie nieruchomym (. molekularny)!4

u+é= (uex+vey—f—wez)—l—(fez—}-ney-l—Cez) : (2)

Ruch molekularny charakteryzuje sie tym, ze jego przecietne € = 0 po calym
elemencie kontrolnym dv = dzdydz zanikaja. Oznaczamy przez n iloéé czasteczek
w objetosci kontrolnej, przez ) dowolna funkcje predkosci u + ¢ , przez d/dt
operator pochodnej substancjalnej, za$ przez §/6t operator wyrazajacy wplyw
spotkan lub dzialai wzajemnych.

Réwnanie fundamentalne Maxwella!® ma postaé nastepujaca

d o B : — Ofor 0Q
E(Qn) + div(n@ @ &) + div(u)@Qn = a(Qn) + n(f- 3_u) - (3)
Niech pierwsza wielkoécia bilansowana bedzie masa czasteczki Q = m. Wtedy
P e =E b 80
QBE=mE=0, Qn=p, T=m 2=y, (9

" dzisiejszy odpowiednik »czasu relaksacji” [1,11]

“*patrz Natanson [19], [21,22], [25]

1*Zachowujemy tu, w wigkszodci, oryginalne oznaczenia Natansona takie jak np. skladowe
u, v, w, f! uB C; 9z, Qy: qz, ltd

"*Maxwell [12] eq. (73) p. 72
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a z réwnania fundamentalnego (3) otrzymujemy réwnanie cigglosci:

d ;
pri + pdivu = 0. (5)

Mnf)iacc réwnanie (3) przez m i uwzgledniajac przy tym réwnanie ciaglosci (5)
mozemy przeksztalci¢ je w nastepujace wyjéciowe réwnanie fundamentalne!®

d— .. — e 0Q
= d s st
p=Q+div(pQ ) = pQ+(f- 5%). (6)
Zaznaczmy, ze objetoéé kontrolna dv porusza sie z predkoécia molarng u co czyni
zasadnym udzial pochodnej substancjalnej d/dt w réwnaniu (6).
4.2. Rdéwnanie bilansu pedu
Kladac w réwnaniu fundamentalnym (6) za funkcje Q
Q=u+§, (7)

WrIaz 217

-Q_:ua Q®§:£_®*E> %—Q:Oa g—i'zl (8)

otrzymujemy nastepujace réwnanie bilansu pedu
d g
pout div(pf ® &) = pQ. 9)

4.3. Roéwnie bilansu energii

Kladziemy w réwnaniu fundamentalnym (6)

Q=(ut+8 -(ut+8& =@+ +(v+n)+(w+¢) (10)

i uwzgledniajac dalej, ze

O=uut2uétié=u’+E+71+, (11h

Q@f=u-uf4+u-€+E-uf+f-=2u-{{+q, (11)2

16Natanson [26] paragraf 1, réw. 5. W stosunku do odpowiedniego réwnania Maxwella [12,
eq. (75)] Natanson dodatkowo wprowadza czlon z sila f. Rozciagneliémy w tym czlonie zasieg
wéredniania w stosunku do Natansonowego oryginatu aby uniknaé nieporozumieni co do kolejnosci
wykonywania operacji d@Q/du — obliczanie tej wielkoéci wymaga elementarnych wiadomosci z
rézniczkowania funkcji tensorowych wzgledem argumentu tensorowego.

17ynakiem ® oznaczyliSmy Gibbsowska operacje brania iloczynu diadycznego, 1 = e; ® €z +
ey ® ey +e; ® e oznacza tzw. idemfaktor Gibbsa. Operacja dywergencji jest zdefiniowana jako
prawostronne zwezenie wzigte na iloczynie diadycznym operatora nabla
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div(pQ ® £) = div(pq) + 2div(p€ @ € - u) =

= div(pq) + 20iv(pEBE - u) + 2(EBE) V@ u, (11)s
e S L
2oy e e T Ll sy sEtl
Tl Rty il + 5t< 0, (zalozenie), (11)4
pf.a_Q:pr-u. (11)s
Ou

Uwzgledniajac dalej, ze £ @ £ jest miara symetryczna, zastapimy gradient pred-
kosci V ® u w (11)3, poprzez symetryczny tensor w predkoéci deformacji d =
1/2(V®u+u® V).

Réwnanie fundamentalne przyjmuje teraz postaé

P (u? + )+ div(pa) + 2iv(pEDE) - u+

+2[pf®¢]-d = 2pf - u. (12)

Podstawiajac w miejsce pf lewg cze$é réwnania ruchu (9) mamy ostatecznie!®
bilans energii

p%(é_z) +div(pq) + 2{p @€} -d=0. (13)

Strumieri ciepta wynika z (11); i jest zdefiniowany jako:

q=(E Ot =@+ 7+ e+ @ T 72+ e, +

+(E2 + 92 + (?)e, = qpe, + gey + g€, . (14)

Zauwazmy réwniez, ze @ przyjete w (10) jest réwne $ladowi wzietemu na diadzie
(u+£)®(u+£). Mozemy stad wnioskowaé, ze rezultat identyczny do (13) mozemy
otrzymac jesli najpierw podstawimy do réwnania fundamentalnego Q = (u4+46)®
(u+¢£) anastepnie wezmiemy élad. Odnotujemy réwniez, ze molekularne predkosci
£ okredlaja strumiedi pedu II = pf® €. W szczegdlnosci Slad p = 1 [3r1l =
1/3p(€2 + 7% + (?) wyraza érednie cisnienie gazu — bedzie ono réwne ciénieniu
termodynamicznemu gdy én = € = ¢ = 0 a wartoéci £2, 72, (2 nie beda sie
od siebie r6zni¢. Temperature bezwzgledna 7' Natanson wprowadza przy pomocy
zwiazku

2ch=5_2+772+¢2:52:3§. (15)

w ktérym ¢, oznacza cieplo wlasciwe gazu w stalej objetosci.

®Natanson [26] paragraf 2, réw. (4)
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4.4. Rdéwnanie ewolucji strumienia ciepta

Kolejna wielko$¢ bilansowana jest zwiazana z potréjnym iloczynem diadycz-
nym (u+ &) ® (u+ &) ® (u+ £) w postaci zwezenia

Q=(u+)®u+&) (utf). (16)
Zaleznoéci potrzebne w réwnaniu fundamentalnym (6) obliczamy nastepujaco:
Q=uv’+uf-E+Eu-E+E utif g, (17
Q®§:2(u-§)u®§+§2u®£+u2€®£+2u-€§®§+(€'€)£®€, (17)2
Qs e
gt"Q = —52 (u- )¢ + Qa (17)s
50 v Vg
f-a—u:f(u+§) +2flu®u+€®E. (17)4

Po podstawieniu do (6) otrzymujemy!®

[(u +&)u ¥ 2(u- )¢+ ql+

L VPR TR EE T pue o pulT BT A OB L+ (£ OEDE 2

010 Y 4200 O0F + ] + pf(u? + B + 2Mlpu e T pEGE).
(18)

Jest to najogdlniejsza postac tzw. réwnan Maxwella-Cattaneo na ewolucje stru-
mienia ciepla q w przypadku gdy wyjSciowym réwnaniem fundamentalnym jest
réwnanie (6). Niestety réwnanie to zawiera dalsze nowe niewiadome stad tez wy-
magane sa uzupelniajace, ale juz algebraiczne, réwnania domkniecia.

4.5. Roéwnanie ewolucji strumienia pedu

Kladac
=(u+£®u+d) (19)
w réwnaniu (6) oraz uwzgledniajac przy tym, ze
Q=u®u+ig¢ (204)
QOE=uRR+{OuUR+ERLBL, (20),

19Natanson [26] paragraf 3, réw. (2) W orygmale réwnanie to zajmuje 33 wiersze. W stosunku
do swojego wczesme]szego rozwiazania [22] paragraf 2, réw. (10) Natanson podaje kompletn@ po-
sta¢ uzupelniona o pie¢ dodatkowych czlonéw ozna.czonych przez, (n) = 1,2,3,4,5, w réwnaniu

(18)
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div(pQ ® €) = div(u @ I+ M@ u+ p@ERE) =

(20)s
= gradll - u 4 Idivu + div(Il) ® u + Hgrad?u + div(pf @ £ ® £)s
g U =L
pEQ—EHa H:p5®€> (20)4
0
p-5-Q)=p(u@f+fQu). (20)s

otrzymamy nastepujace réwnanie ewolucyjne na strumien pedu II

%H + gradull + Mgrad u + div(p€ ® £ ® )+

+u® (pdyu + pugradlu + divIl) + (pdyu + pugradTu + divIl) @ u = (21)

0
= §H+p(u®f-|—f®u).
Zakladajac, ze réwnania bilansu pedu (9) beda spelnione to z (21) mozemy otrzy-
mac Scisle réwnanie ewolucyjne na strumiesi II. Rozdzielmy wpierw gradient pred-
kosci na cze$¢ symetryczng d = d7 i antysymetryczna w = —w

1
graduzu@V:§(V®u+u®V)+%(u®V—V®u):d-l—w. (22)

Otrzymujemy ostatecznie

0 : . e 6
aH+(gmdn)u+(d+w)ﬂ+H(d+WT)Jr(dlvu)ludw(pg ®ERE) = 1. (23)
Jest to kompletne réwnanie ewolucji strumienia pedu oparte na réwnaniu funda-
mentalnym (6). Jednakze, tylko pieé spoéréd szesciu sktadowych réwnania (23)
Jest niezaleznych, bowiem réwnanie bilansu energii (13) uczestniczy w (23) w
sposob uwiklany. Dzieje sie tak poniewaz trll = p(£2 + 72 + £2) oraz ma miejsce
zalozenie (11)4 o tym, ze §lad tr(%l’[) = 0 jest niedysypatywny. Uwzgledniajac
dalej, ze:

tr(wll) = tr(Mwl) =0, dp+ div(pu) =0,

Cra[div(p€ ® € ® &)] = div[p(£ - €)¢] = div(pq)
mozemy pokazaé, ze §lad réwnania (23) jest identyczny z wezeéniej wyprowadzo-
nym réwnaniem energii (13).

Natanson byl §wiadomy tego faktu totez zaproponowal wydzielone réwnania

ewolucyjne na bez$ladowy strumief pedu P2 i ciénienie p

P=1I- %pl, p=1tr(p€Q¢E) (24)

*’Natanson [26] paragraf 7, réw. (2), oraz [25] [31] [32]
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w nastepujacej postaci?!

;tP +[(d + w)I 4 II(d + w?) — —tr(Hd)]-{—

HAvw)P + divlp( 9 €~ 1£1) 9€] = P (25)

4.6. Roéwnanie dyfuzji masy

Natanson rozpatruje tylko szczegdlny przypadek rownan Maxwella, gdy gaz o
gestosci p , pregdkoéciach gtéwnej u i pobocznej £ wnika do nieruchomego ciata
sta,lego o} ggstosm ps 1 o charakterystycznej stalej dnyZJl A. Strumien dyfuzji
J = pu spelnia réwnanie ewolucji analogiczne do réwnania (9) mianowicie??:

9 0
S _]+d1v(pu®u—|-,0§®€) (26)

4.7. Hipoteza koercji??

Z_rédlem nieodwracalnoéci w réwnaniu fundamentalnym (6) jest pochodna
§/0tQ. W statystycznym podejéciu Boltzmanna wielko$é ta opisywana jest odpo-
wiednia catka zderzen. Wedlug Natansona, podej$ciem zgodnym z fenomenologia,
bedzie hipoteza koercji zezwalajaca na nastepujace przyblizenie w réwnaniach

(17), (20), (26)

J 2 aiiid]

524 _F(;a

) = 11

BA = e (27)
S ]

el = _’T—j’

gdzie 74, 71, 7; 53 wlasciwymi dla dyfuzji ciepla, pedu i masy czasami zluZniania
(relaksacji).

4.8. Przewodzenie ciepla w nieruchomym przewodniku

Zalozymy, ze u = 0 oraz % p = 0 . Réwnanie ewolucji strumienia ciepta q (18)
wraz z hipoteza koercji (27); upraszcza sie do

0 L
5;(P9) + s pR = 0. (28)

*'Natanson [26], paragraf 7, réw. (5) (6) (10). Nasze réwnanie (25) nie ma identycznej postaci
z trzema skalarnymi réwnaniami Natansona gdyz nieco inaczej definiuje on czlon pod znakiem
dywergencji

22Natanson [26], paragraf 6, 16w. (4), fm, jest sila termodynamiczna okreslona przez gradient

#3Opisana ona jest w szeregu pracach Natansona poczawszy od [23] poprzez [25-28], a skoni-
czywszy na eseju [20]
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Réwnanie to po podstawieniu do réwnania bilansu energii (13) daje hiperboliczne
réwnanie przewodnictwa ciepla

g

&+ ——£2 —div(pR) =0, 29

3t2€ ik T 3756 iv(pR) (29)
w ktérym temperatura bezwzgledna jest dana réwnaniem (15). Czlony zwiazane
z dywergencja wymagaja réwnaii domkniecia, w przeciwnym razie uktad bylby
niedookreflony. Najprostszym algebraicznym domknieciem na R, ktére Natanson
przyjmuje za Maxwellem jest

1
R = EO—CUI grad T, (30)
gdzie I = £2e, @ e, + Fey ® ey + £, Q e, jest diadyczna miara termicznego
oporu.

4.9. Schemat logiczny termokinetyki

Koficzac swa prace na temat uogdlnionej teorii dyfuzji masy, pedu i ener-
gii [26] Natanson przedstawia schemat ogdlny rozszerzonej termodynamiki, dla
kazdej, dowolnej wielkosci bilansowej @) i odpowiadajacego jej strumienia f oraz
strumienia F' odpowiadajacego strumieniowi f.

Sa to:
— réwnania bilansu

%§+divf:0, (31)
— réwnania ewolucji "
1
Bt S F = 32
e (32)
— algebraiczne réwnania domkniecia
F = a’grad@ . (33)
Zlozone razem daja réwnanie zasadnicze na Q
e = -
8t2@ + I a*div(gradQ) = 0 (34)

W zaleznosci od tego czy wiekosé bilansowana jest skalarem, wektorem czy diada
drugiego rzedu iloé¢ skladowych réwnania (34) jest odpowiednio réwna jeden,
trzy i sze§¢. Gdy czlon z druga pochodna zanika wtedy zjawisko jest catkowicie
rozpraszajgce. Jedli natomiast 7y = oo to energia uzyteczna bodZca nie rozprasza
sie wcale i gromadzi sie tworzac ,impet plyngcej ilosci Q7. Méwimy wdéwczas o
zjawisku odwracalnym. Jednakie w rzeczywistych zjawiskach czas relaksacji 7y
nie jest ani zerem ani nieskonczonoscia totez oba aspekty: koercja i inercja maja
w nim swéj permanentny udzial.

**Natanson [26] paragraf 4 réw. (12)
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4.10. Zasada wariacyjna termodynamiki

W klasycznej teorii pola zasada Hamiltona jest nadrzedng zasada wariacyjna,
ktérej podlegaja wszystkie zjawiska odwracalne. W roku 1871 termostatyka zo-
stala wyrazona w terminach zasady Hamiltona przez wegra Szily’go [16]. Jego
rozwigzanie zastosowane z powodzeniem przez Helmholtza i J.J. Thomsona dalo
asumpt Natansonowi do poszukiwai zasady wariacyjnej obejmujacej zaréwno ter-
mostatyke (zjawiska calkowicie odwracalne) jak i termodynamike (zjawiska calko-
wicie dysypatywne). Punkt wyjéciowy Natansona jest taki sam jak jego poprzed-
nikéw: termokinetyke nalezy wpierw zapisa¢ w terminach mechaniki analitycznej
Lagrange’a definiujac odpowiednie zmienne uogdlnione ¢, i uogdlnione sity La-
grangea B, o=12, ...k

Zasada termokinetyczna stwierdza, ze pomiedzy t = to a t = t; zjawiska
odbywaja sie tak, iz warunek?s

t1
/ dt{6T — 6U + Rabga +8Q} =0 (35)
to

jest spelniony. Obejmuje on wariacje energii kinetycznej 67, energii wewnetrznej
6U, pracy oraz iloéci ciepla §Q) przez uktad pochtonietej. Poniewaz 6Q) = §°Q+6'Q
dzieli sie na cieplo skompensowane i nieodwracalne to zasada (35) pretenduje do
opisania zjawisk zaréwno czeéciowo odwracalnych jak i czeSciowo dyspatywnych.
Aby to bylo mozliwe Natanson wyraza czeSci nieodwracalne poprzez funkcje dys-
pacyjna Rayleigha ®

§'Q = 296t (36)

sprowadzajac ja tym samym do tzw. zjawisk pseudodynamicznych. Kluczem ter-
mokinetycznej zasady jest hipoteza koercji zakladajaca, ze zmiana %% jest pro-
porcjonalna do chwilowej wartosci ®. Jesli 7 jest pewnym charakterystycznym
czasem zluzniania odpowiadajacym temu co aktualnie zawiera & to”

0® 2¢
9. - -1 G
zachodzi w sasiedztwie stanu réwnowagi. Réwnanie (37) nazywa Natanson ,réw-
naniem zwalniania” i okazuje sie ono sprawdzaé w przypadku lepkiego przeptywu
cieczy Naviera-Stokesa, dyfuzji masy, przeplywu pradu elektrycznego oraz prze-
plywu ciepta.

Praca [23] zawiera wiele jeszcze niezinterpretowanych, elementow 1 jej peina
analiza jest wciaz godna uwagi. Pomocna w studiach nad t3 praca bylaby praca
nastepna [24], w ktérej Natanson podal zastosowania zasady termokinetycznej w
teorii przejé¢ fazowych. Praca [24] sama w sobie jest réwniez godna rewindykacji

2®Natanson [23] paragraf 2 réw. (1)
26 Natanson [23] paragraf 14 réw. (8)



190 J. Badur, J. Mikielewicz

zawiera bowiem rozszerzenie zasady wariacyjnej Gibbsa na przypadek ogolniej-
SZy.

Cykl prac Natansona, podpadajacy pod zakres badai nad rozszerzona termo-
kinetyka, obejmuje wiele jego prac z lat 1895-1904. Koncentrowaly sie one gléwnie
na szczegolowych zagadnieniach.

Na przyklad, prace [29,31-34] dotycza teorii plynéw lepkich z relaksacja; za-
gadnienia malych ruchéw natozonych na skoficzone?” w ptynach z relaksacja po-
Swigcona jest praca [27]. Praca [30] dotyczy Lagrange’owskiego opisu®® réwna
ewolucyjnych (23), praca [28] opisu przewodzenia ciepta w plynach poruszaja-
cych sig. Wspdlnym elementem startowym tych prac jest zunifikowany opis zja-
wisk czeSciowo-odwracalnych, czeSciowo nieodwracalnych, hipoteza koercji oraz
Maxwellowskie réwnanie fundamentalne (6).

5. Epilog

Dorobek Natansona w dziedzinie rozszerzonej termodynamiki obejmuje 14
prac, ktdre oprdcz tego, ze ukazaly sie w jezyku ojczystym, posiadaly tez wersje
angielska (Phil. Magazine), niemiecka (Zf. fiir Phys. Chem. ), francuska (Bull. In-
ter. l’Academie de Sci. et de Lettres de Cracovie). Mimo tak duzego rozpowszech-
nienia ich znajomos¢ byla i jest znikoma. Zwlaszcza dziwi brak zainteresowania
ze strony teoretykow, ktérzy w tym czasie tzn. na przelomie wiekéw, wkladali
wiele wysitku w przebudowe modeli jednowymiarowych na tréjwymiarowe.

Wsréd polsko-jezycznych uczonych prace Natansona najdokladniej przestu-
diowal Stanistaw Zaremba, profesor Uniwersytetu Jagiellonskiego, wspdéltwérca
podstaw polskiej szkoly matematycznej. Stawial on Natansonowi dwa zarzuty
[35], z ktérych jeden okazal sie by¢ stuszny. Chodzi mianowicie o zarzut, ze row-
nania ewolucyjne (np. r6w.(23) i (18)) strumieni masy, pedu i ciepta nie spelniaja,
pierwszej zasady dynamiki Newtona. Przez wiele lat uwazano, iz powodem tego
stanu rzeczy nie jest réwnanie fundamentalne (6) lecz liczne uproszczenia arbitral-
nie dokonywane podczas wyprowadzet [37]. Dopiero stosunkowo niedawno Ingo
Miiller wykazal [38], ze odpowiedzialno§¢ za ten istotny mankament ponosi samo
réwnanie fundamentalne (6). Zaproponowal on réwniez modyfikacje réwnania (6)
tak aby spelnialo pierwsza zasade dynamiki. Jego rozwiazanie nazywa sie w li-
teraturze ,objective but frame-dependent”. Jednakze ostatecznie to rozwiazanie
réwniez nie moze by¢ akceptowalne bowiem nie spelnia tzw. zasady kontrawa-
riantnosci wymagajacej aby wszystkie réwnania fizyki (w tym réwniez réwnania
konstytuujace materiat) byly niezaleine od ukladu odniesienia.

Inng droga niz Miiller poszed! Zaremba [35]. Zaproponowal on a’prioryczna
modyfikacje réwnania ewolucji strumienia pedu, ktéra spelniala pierwsza zasade
dynamiki i jednoczesnie nie byla zalezna od uktadu odniesienia. Bylo to w roku

2"TRéwnania falowe z charakterystycznymi dwoma predkoéciami dzwieku (zamrozona i réwno-
wagowa) i charakterystyczna ich budowa sa wspéine dla wielu zagadnien. M. in. A. Szaniawski [5]
uzyskal réwnanie analogiczne dla zagadnienia propagacji dzwieku w przeplywie pecherzykowym.
*%To podejécie odkryl niezaleinie Grmela i Teichmann [18].
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1903, na dwa lata przed tym jak odkryto, ze pierwsza zasade dynamiki winny
réwniez spelnia¢ réwnania elektrodynamiki Maxwella. Zaremba ,nie poszedt za
ciosem” 1 o odkryciu z 1905 roku, nazwanym poézniej szczegdlna teoria wzgled-
no$ci, mial swoj wlasny poglad. Dal temu wyraz wiele lat péZniej gdy w 1927
opublikowal [36] swoja wlasna interpretacje elektrodynamiki Maxwella. Praca ta
od razu zostala uznana za wsteczna a podejicie majace swe zZzréodta w pracy z 1903
roku za niewlasciwe. Totez, mozemy przypuszczaé, ze obaj autorzy: Natanson 1
Zaremba pozostawali w sytuacji dyskonfortu chociaz z zupelie innych powodéw.

Mamy nadzieje, ze wyniki badafi wybitnego polskiego uczonego Wiadystawa
Natansona w dziedzinie rozszerzonej termodynamiki, mimo ze naszkicowane po-
bieznie w niniejszej pracy, pozwalaja zaliczyé profesora Natansona do pionieréw
tej galtezi termodynamiki. Sadzimy na podstawie przeprowadzonych wywodéw,
ze jego nazwisko winno si¢ znalezé w gronie takich luminarzy termodynamiki
rozszerzonej jak D. Poisson, G. Piola, J.Clerk Maxwell, G. R. Kirchhoff czy P.
Duhem.
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