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BILICKI, DARIUSZ KARDAŚl

niestacjonarnych i nierównowagowych
dwufazowych pary i wody

0 - chwili początkowej,
j - przestrzenrryclr węzłów siatki,
rł - chwili czasowej,
l' - pulktów eksperymentalnych.

zBIGNIEW

numeryczne
przepływów

1racy przedstawiono metodę uumerycznego rozwiąza,nia relaksacyjnego modelu niestacjołarnego
yrrr dwufazowego. Zbadano prędkości rozchodzenia się zablizeń oraz wpływ pała,rnerów ca,łkowa-

otrzymane wyniki z wynikami eksperymentów. Sprawdzono wpływ czasu relaksacji na
sygnału.

Wykaz oznaczeń,

powierzc}rni przekroju poprzeczlle3o

właściwa ,
równowagowa. zaburzeń,
z a,ml ażona. z a,blrzeń,

tarcia,
energia właściwa,
ie ziemskie,

właściwa,
ciepła na jednostkę objętości

z zewnątrz,
relaksacji,

Wskaźniki dolyczą

nasycelua,
kanału,

kanału,

t - czas,
P - ciśnienie,
u) - prędkość ,
z -współtzędnaprzesttzenna,
a - stopień zapełnienia,
19 - strumień wyrniany ńasy porriędzy fazarni,
p - gęstość,
o - wektor stałru,
Ęu - strata ciśńeńa na skutek tarcia, na jednostkę długości,
r - nierównówagowy stopień suclrości,
ł - równowagowy stopień suchości,
e - błąd względny,
c - liczba Corrrmta.

Eynamiki Gazów Instytutu Maszyn Przepływowych PAN



Z. Bihcki, D.Kardaś

1_. \Mprowadzenie

Jednorodny (homogeniczny) równowagowy model przepływu dw
opisuje procesy wymiany masy, pędu i energii zachodzące z nieskończenie d
prędkością. Powoduje to, że ciecz i para wchodzące w skład mieszaniny znajd
się w stanie nasycenia, w równowadze termodynamicznej. Jak wykazaŁy pt
Bilickiego i innych[l] oraz Nakoryakova i innych [2] prędkości rozchodzenia
zabtrzeń dia homogenicznego, równowagowego modelu przepływu dwuf,
ńżnią się zdecydowanie od wielkości pomierzonych eksperymentalnie. Doświ
czalnie uzyskane prędkości rozchodzenia się fal zgęszczeniowych wynoszą ki
dziesiąt m/s, natomiast obliczone analitycznie dla tych samych wałunków są
1lli-f s, Dowiodło to, że falowy charakter przepływu dwufazowego nie jest do
opisany modelem z równowagą termodynamiczną. Konstatacja tego faktu ski
wała uwagę na inne, bardziej rozwinięte modele.

Na przeciwnym, w stosunku do modelu jednorodnego i równowagowego,
gunie złożoności znajduje się model dwupłynowy nierównowagowy opisany rć
naniami bilansu masy, pędu i energii dla cieczy i pary. Taki właśnie model
zastosowany w pTogTamie obliczei bezpieczeństwa reaktorów jądrowych [3],
któryrn niewiadomymi są gęstości ps, ptl stopień zapełnienia ag, prędkoŚci t
tt_l1, właściwe energie wewnętrzne ,łLg),ttl oraz ciśnienie P. Zamknięcie układu ró
nań wymaga znajomości równań stanu p, = ps(P,T), fi : 7I(P,T1) oraz rów
kalorycznych un - un(P,T),,u1: ul(P,ł). Równania te wprowadza się dlatt
żeby wyeliminować ps, pI,,ll,g),lll plzy pomocy składowych wektora stanu Ę,
P. Ostatecznie model zawiera 6 niewiadomych P, u)g1,IxllTgrTt, ag)twoTząc
wektor stanu dla układu 6-ciu równań cząstkowych pierwszego rzędu.

Pomiędzy tymi dwoma skrajnymi znajdują się modele, w których zakŁada
że jedna z fa,z jest w stanie nasycenia. Modele te nazywa się modelami o
wej nierównowadze, Takim przykładem jest mode1 opisany 5-cioma równani
zastosowany w znanym programie obliczeniowym RELAP|4]. Jeszcze pros
lecz nadal nierównowagowyn, jest model relaksacyjny opisany 4-roma ,

niami. Zakłada się w nim jednakową prędkość obu faz ,ł])I : LDg oraz to, że j
z faz jest w stanie nasycenia. Z praktycznego punktu widzenia ustala się,, że

małej zawartości fazy parowej r ś 0.5,fazą w stanie nasycenia jest faza
dla r ) 0.5 faza ciekła. Po tych dwóch dodatkowych zaŁożetiach model dwu
nowy można uprościć. Ta uproszczona wersja opisana jest układem 4-ch rów
o następtjącej postaci:

1. równania bilansu masy dla cieczy

a(1 - a)pJ, I a(AG- o)prtr,) _t+a'ź--N,,
2. równania bilansu masy dla fazy gazowej

}aps,tO(Aapnw) _,.
fu ' A 0z - 1-9)
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3. równania bilansu pędu dla mieszaniny

0w 0w 7 aP i",,

u+'arł par=-;*n,
-!. równania tlilansu energii dla mieszaniny

0(p") _7?(Apwu) PO(Aw\
- a- + a--a;- + aT = ł-w ł Q, G)

g-ie In ozTlacza strumień masy pary tworzącej się w jednostce objętości. Powyż-
ir-; układ równań można zapisać w postaci nieco zmienionej, w której zamiast
::,;,-aą6 bilansu masy poszczegóinych faz występuje równanie bilasu masy miesza-
r'*r- cieczy i pary otaz równanie określające intensywność wymiany masy między
.,t:ami.

0p *7?(Apu) _n
at - A-ź- = 0, (5)

0r 0r _Inń+,ń= ź, (6)

0w 0w 7 aP ł",,

ń+.ń+ pń=-ź*n, (7)

0(p") _ I O(Apwu) _ P 0(Aw)
u +v a, *nT=i*wlQ. (8)

i.,n-nania (S) + (8) opisują przepływ analizowanego modelu płynu. Powyższy
x,ład równań ma charakter hiperboliczny i dyspersyjny. Ta ostatnia cecha polega
tł tym, źe małe zaburzenia wprowadzone do ośrodka opisanego równaniami (5) +
! rozchodz ą się z ńżnymi prędkościami za\eżnymi od ich częstości. Wyróżnia się

::r1, tym dwie graniczne skończone prędkości - równowagową o" odpowiadającą
:,l-rurzeniom o nieskończenie długich falach oTaz zamIoŻoną a1 odpowiadającą
:_.:skończenie dużym częstościom. Ta ostatnia jest największą z możkwych pręd-
i--,ści rozchodzenia się zaburzeń [5]. Równania (5) + (B) wymagają sformuowania
:::,;łań zamknięcia:

(3)

lu_
Apr'
2D - Tw, (9)

( 10)

( 11)

(12)

|s=- (T)r,
Q = lQ),

p: p(P,u,r).
!-ownania (5) + (12) stanowią zamknięty opis ośrodka dwufazowego. W prezento-
ł'anych obliczeniach rozwiązywano zagadnienie na warunki początkowo-brzegowe,
: ro-arunkami początkowymi

P(0, z) : Po, u(0, z) - 0, up(a, Ą = (up)o, r(0, z) : rg,
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i z warunkami brzegowymi

P(t, z") : Po, up(t,z") = (up)",

W obliczeniach numerycznych przyjęto,
) : 0.008 otaz, że kanał o stałym przekroju

ł(trzo) = ro,

że czas relakscji
jest zaizolowany

P(t, zo) = pu.

jest stały oraz,
stąd Q _- 0.

2. Zasady budowania schematu numeryczr'e3o

Do rozwiązania niestacjonarnych przepływów dwufazowych stosuje się
niczo schematy tóżnicowe. W trakcie wielu poszukiwań, w których tdział
Porshing 1971, Holt i Rasmussen 7972, Wulff 1975,1981, [6], ustalił się w
dla przepływów dwufazowych sposób dyskretyzacji pochodnych przestrzen
Sposób ten polega na budowie stałej siatki różnicowej o przesuniętych węz
Równania bilansowe masy i energii mają węzły w tym samym miejscu, a
nia bilansowe pędu mają węzły przesunięte w stosunku do równań bilansu r
i energii. Taką siatkę wykorzystywano w niniejszej placy a przedstawia ją 11,

całkołane

|ł j-ź

Rys. 1. Budowa siatki przestrzennej i granice całkowaniarównań bilansowych

Do wielkości skalarnych takich jak: ciśnienie P, gęstość p, energia wewnętrzna u"
stopień suchoŚci r odnosi się całkowity indeks j. Wektor prędkości tu oblicza się

Ta brzegach komórki i odpowiada mu indeks będący nieparzystą wielokrotnością
Ź "p 

j - Ł, j + r,, .. .. Metoda objętości kontrótnych -oż" być'oważana za me-
todę bilansów masy, pędu i energii, których dokonuje się w granicach komórki-
W budowie schematu kierowano się zasadą, aby otrzymane schematy różnicowe
były liniowe względem zmiennych w kroku czasowym n + L Wymagało to ind1--
widualnego traktowani a poszczególnych członów równań.

W celu zachowania jednokrokowej względem czasu metody różnicorvej stoso
wano rozwinięcie funkcji gęstości w szeTeg Taylora z pominięciem wyrazów wyż-
szych rzędów.

Dla uzyskania stabilności schematu numelycznego wplowadzono tzw. donory_
Poza tym wybrano wektor stanu o = o(P,u,pulr), aby zapewnić zachowawcz&
postaĆ większoŚci równań bilansów masy, pędu i energii. Zastosowany w niniejsze;

j+l
j l-ź
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lracy schemat numeryczny po raz pierwszy zaostał ńyty w programie oblicze-
riowym REIAP5[4]. Schemat ten jest częściowo jawny i dlatego nie wymaga
lrowadzenia obliczeń iteracyjnych.

}. Nierównowaga termodynamiczna. Własności termodynamiczne
wody i pary w obszarach metastabilnych

W modelu równowagowym gęstość określa się w funkcji dwóch parametrów,
ił, przypadku nierównowagowym jest ona tzależniona od trzech parametrów np.
l : p(P,pu,r), Aby zamknąć układ 4-ech równań z 5-cioma niewiadomymi
P,u, pru, r skotzystano z rozwinięcia p w szeleg Taylora w otoczeniu n. Pomijając
lochodne wyższy ch rzędów otrzymano

PnłL = ," * (#) 
ou,,(Pna' 

- P,) - (#) 
,,,((Pu)n+, 

- (pu)") +

rŁ) (x,+r _ rn). (13)
\0, ) ,,r,

Pochodne występujące w powyższym wzoTze przedstawiono w innej postaci, re-
dukując zaf,eżlości od ilocźynu pu

(14)

ffi),,.=(H),,. ( 15)
[,l
L;ą*x]

( 16)

Równanie stanu, które w nierównowadze termodynamicznej przyjmuje postać

u : rus(P,tr) + (1 - r)al(P,u1), ( 17)

srzy założeniu,że jedna z faz, np. para, znajduje się w równowadze termodyna-
:ricznej, redukuje się do

(#)p,pu @""|rffi1

a = ła§(P) + (1 - r)al(P,,u1). ( 18)
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ZaŁożeńe o częściowej nierównowadze termodynamicznej daje możliwość zapisł
nia energii wewnętrznej w postaci !

u = łu's(P) ł (1- r)u1. (19J

Stąd zaŚ 
ul(p,u,-): T#P. (r0;

Do obliczeń przepływów niestacjonarnych potrzebne są funkcje gęstości i jej pol
chodnych. Gęstość, w przypadku modelu relaksaryjnego, za)eży od ciśnienia, 

"ooigii wewnętrznej mieszaniny i stopnia suchości 
i

p = (r,1

Pierwsza z pochodnych gęstości (#),,,występująca w równaniu (1a) prry5-o{

formę |

I

(#) u,.: -p,|-W+ (1 -,, ((#),,* (W),(#),,,)], (,{

gdzie 
( 0u,\ r d,ui,G) l
\aFi u,,: -.T:-*-;p 

l
Pochodna (H) 

",,jest 
zaś równa 

l

(#),,.= -,,(#), ,,l

Natomiast (H) r,,wynosi l
(#) p,u: -pz(,;r"l - ot(p,", * (#) ,r,,- ";)) ,rl

Rozwiązanie zagadnienia opisanego układem równań (S)+(S) *yrn:_gu,4
]iczenia wymienionych wyżej funkcji termodynamicznych p(P,u,r), (#)J
(H) ,,, (#) ,,, Te funkcje z kolei zawierają a{p,,u), (H) ,t",",l, (#).,,r{

ffiffi,riffi :iiiffi :#,ii.il-:iiffi ,**jff 
,;ffi§:ff ii}-Txil;łjl
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łle jedynie niektóre pochodrre

;ł=zaru stabilne.j równonagi ił
,-"" (#) ,(p,ui, (rr.I ,

(#),, (P,u1\ -

(^U,),

. Ń juź wspomniano, do oblicz
a-: plzegrzanej wody, która:j
rę określenie funkcji termodl-r
{:,:potów, ponieważ istnieje i-.ł
:n:eślenie własności wodr- v- o
rl:§zal wyjątkowo nietrwałr. i tl
ry,:"i}- w tym obszarze nie u_ieg
,r- : :r,m funkcje termodynan;ci
nr,ł;i-ia to rys.2.

§§
.fu\
§

.fu

§,o.o

Rys. 2, Obszar aproks5mrji.

\1' ce]u ob)iczenja własnoścj
rl:-o aproksymację średniokv-a

obgar



się jedynie niektóre pochodne własności fi,zycznych (Hr) 
", 

(ur-) 
o,, 

ale tylko dla

obszaru stabilnej równowagi termodynamicznej. Konieczne stało się więc uzależ-

rienie (#) 
"r","), 

(#),,(P,ut).u (#) ,,(#)n,, 
pochodne te wynoszą

ul(P,u)(#) ,rr,"i + (*fu) n,(P,u,)
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(P,u1) =
, - ,(#) 

"(P,u)
(Y),rr,",l

, - "(H) ,(p,u)'
Iak już wspomniano, do obliczeń przepływu dwufazowego potrzebne są własno-
id przegtzanej wody, która nie jest w stanie równowagi termodynamicznej. O

-e określenie funkcji termodynamicznych wody w stanie równowagi nie sprawia
ołopotów, poniewaź istnieje yriekl bardzo dobrych tablic np. NBS/NRC[8], o tyle
:iireślenie własności wody w obśzarze metastabilnym jest dość trudne. Jest to
:bszar wyjątkowo nietrwały i trudno mierzalny. ZaŁożono, że charakter własności
,,-ody w tym obszarze nie ulega zmianie w stosunku do obszaru równowagi, w
ilórym funkcje termodynamiczne aproksymowano wielomianami, tak jak przed-
;lawia to rys.2.

§
. Qr\

§
§
! lo.0

entalpia
Rys. 2. Obszar aproksymacji własności fizycznych wody w stanie metastabilnym

W celu obliczenia własności wody w obszarue metastabilnym [9] przeprowa-
:zono aproksymację średniokwadratową funkcji dwóch zmiennych dla następu-

(#),, (25)

(26)
W),(p,ut):
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jących wyrażeń: al(P,u1), (#) rr7,"t, (u"fu) u,(P,u,), 
Tl(P,u), Błędy aprok-

symacji w obszarze równowagi termodynamicznej nie przekraczaŁy 2%. W celu
sprawdzenia poplawności aproksymowanych funkcji w obszarze metastabilnym i
określenia ich błędów, podjęto próbę porównania otrzymanych wyników z danymi
eksperymentalnymi. Do tego celu wykorzystano dane zamieszczole w pracy [1,1].

Znajdują się w niej, pomierzone eksperymentalnie, własności wody z obszaru rów-
nowagowego i nierównowagowego. Porównano temperatury, dla których określonc
błąd względny ekstrapolacji e

C_
T; - Tl(P;,u1,).

11_!ż
(27,,

(28

w przekroju j i dzieląc prze

a070,

gdzie indeks i oznacza pomierzone wielkości tablicowe. Tablice porównania tem,
peratury pomierzonej T; z tempetaturą obliczoną analityczrie Tl(P;,u;), zamiesr
czone w załącztikl,, pokazują, że maksymalny błąd ekstrapolacji dla temperatur3
poniżej 300'C wynosił 9%, a maksymalny błąd przy stopniu pTzeglzania ( 10'

C wynosił 3% . Należy dodać, że dla niskich ciśnień błędy były jeszcze mniej,
sze. W przepływach dwufazowych, których dotyczy ta praca, przegrzanie wod5

nie przekracza 10oC. Można więc powiedzieć, że błąd funkcji aproksymującej nit
ptzektacza 3% w zakresie interesujących nas przepływów. Ze względu na bral
danych eksperymentalnych dla innych funkcji termodynamicznych, nie możn:
określić ich błędów , mażna natomiast wnioskować o ich dokładności na podsta
wie funkcji Ą(P,u1), Fakt, że charakter funkcji aproksymujących jest taki sau
(wielomiany dwóch zmiennych) otaz to, że błędy aproksymacji nie ptzektaczajz
2% L9], pozwala założyć odpowiednią dokładność w obszarze metastabilnym.

Własności termodynamiczne z linii nasycenia obliczano ze wzorów podanycł
przez Garlada[10], które są wystarczająco dokładne i szybkie w obliczeniach nu
merycznych.

4. Schemat numeryczny i rozwiązania

4.1,. Równanie bilansu masy

Całkując tóżticzkowe równania bilansu masy

#*i9rp=o,
w granicach od l - * a" j * !, ze środkiem komórki
L,z otrzymuje się równanie

;ll

0p, 1(Ał')'1_? _^
-T--=Vr0t A1 Lz (29
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Zastępując pochodną ffi ilorur.^ różnicowym oraz dobierając człony w wyraże-
;r1lll (Apw)' ' !, zgodnie z zasadami opisanymi wcześniej, uzyskuje się równanie
J-ż

:óżnicowe

pnł|-p',1

^t 
*Ę

(A 
i +i i i +ł,Tłł - a, _ t i 1 

_ ;,i!ł)
A,z

(30)-0.

(31)

\\-ystępujące w (30) wyrażenie P jest donorem gęstości dla ź : tn zdefiniowanym
a-następujQcy sposób

ii+ł =:(r,ł pj+, +Ę!rr; - ni+,))
\ Jr-, /

Fodobnie określone są donory właściwej3ąergii wewnętrznej
ł. Mnożąc równanie bilansu masy prz,ez Aź otrzymuje się
Couranta c= ffi,

nTł7 _ ^,, 
t (Ai++Pi++'?łł- ai_iii_i,?Ił) 

_ o.i,j -Pj-Ę 
"

0u ,70r' , IaP Tu
at+źE* ru=- , *n,

ż i stopnia suchości
w nim m.in liczbę

(33)

(32)

L2. Równanie bilansu pędu

Równanie bilansu pędu, które zapisano w nieco zmienionej postaci z w2 pod,
nakiem pochodnej oTaz z ł-: Tw

:o scałkowaniu w objętości w granicach od j do j I I przyjmuje poniższą postać

0u. t(r')]*' _ 1 (P)r+'_ Ti+,zui+ł

u + ż-ń-+ *-i;: -Tłu+y (34)

łlzłony jawne w chwili n f 1 wybielano tak, by równanie było liniowe względem
rrędkości ,r)n*7 , co dało

,,_ntl _ ",,n'iii-'''*r, 7(r?+,)' - |ui)z, t rid| _ rr+1

^l 
-Ż 

^, 
-Ę 

^,

T",,u?!łJ-r; J+;=- o"_-+łi+L,, ]+ż
(35)
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Po przemnożeniu ptzez Lt równanie przekształca się w

wT+ł _ uT . +t(ul*)z - (ul)z + I Płł - pł+1 
_*j+i -j+Ł-ż 

" 
- r7,, " 

_
J-r ż

T? , u"+!ĄL' ;L!

- "'? "'"Lt+gr,l_Lt.
P'i+* 'Jtż

W wyniku koiejnych przeksztaŁceń otrzymuje się

onł7 onłl,:łł:óĘ6-
/
Iw?,,_1@T*)2-(w?)2* \ PT"

\-,*ł 
- rT + gj++^t )Ęffii,

a wprowad zając zmienną k (

ki+L=@:+LŃ
,J,rź J-rź

i zmienną /

. (_ ,1(rT+)'-(w'l\2 \ p?.*r
l,,7:lurn,+^'Ja" ']' +n,,Ą/l '-ź t-.J..ż \ ,*ł + ,--# + sp;lt)Ę;TTŁFL \

/ J-r ż Jtż

otrzymuje się prędkoś ć u za)eżnąod ciśnienia P w chwili czasowej n f 1

,;łł = ki*r,(pł*' _ płłłl ł ti+* (+

oIaz
,?:ł=kj_ieł:ł - pł*')+li_Ł. (l

4.3. Równanie bilansu energii

Podobnie jak równanie bilansu masy, równanie bilansu energii całkowane jesl
objętości, w granicach od.t - ł a" j + }. Równanie różniczkowe

w-żuł:L-,nw_TwzłQ,, (_
po scałkowaniu wygląda następująco

;r 1 ;r!
0(pr) , t (AP")',_i 

_,,(Au)',-?u ' l, A,z , ń-i' = Ti'? + Qi, (=



Zastępując pochodną ! i\orur"m różnicowym olaz dobierając prędkość tł w
:zasie n * 1, a pozostałe zmienne w czasie n, otrzymuje się

(po)T+' - (pu)T _ t Ai++iT++ilT+*'?łł - Ai-'+i?-+t'1;-+-T!ł,

^r1^.
pł.+L Al+irT+i 

_ 
Ai-'zrT-+ :Tł.T'+a?. G4)A1 L,z ':

},tnożąc równanie (44) ptzez Aź otrzymuje się równanie z hczbą Couranta

(pu)T*'-(p,)Tri -
P"+1 Ai++wT++ - Ai-Lu?_*

A;C,/

{.4. Równanierelaksacyjne

= T;wi2 Lt + QT ^t. 
(45)

?.ównanie relaksacyjne, w którym człon wymiany masy } zastąpiono wyrażeniem
-=

- --e-
0* -o,,O'-_X-r0t'*ar- 0 '

:,istało ptzekształcone do postaci

0x Twr 0w r -Tat-E-łaz=---a-,
ł. rastępnie scałkowane w granicach od J - Ł ao j ł }, co dało,

;r! ;tL

a, ,(r*)"i_'+ _(r)",_! _ xj-rj
at' ^, 

-" 
^" 

-- 0 ' (48)

-a-.tępując pochodną po czasie ilorazem różnicowym i mnożąc równanie ptzez Lt
:Ę:Z},mano

__,+1 _, , 
('?łł*i+,ł-u:+Iyiy;) __'Tłł-';:ł _ rT -Tl .

i_.,. - - r,i + _ _ *,; r--;- = _--!n--^t. (19)

!V celu uzyskania rozwiązania, do równań bilansu Fasy, e,nergii oraz równania
r,aksacyjnego podstawia sĘ wzory na prędkoś ć ,Tlł i ,T+ł wyzuaczone z tów-' ]+ż ]-ż
p.nią pęd1. Następnie tak przekształcone równania wprowadza się do równania
iranu rozwiniętego w szeleg Taylora
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(47)

(46)

p? - pT*'- (#) o,(rł*'- 
pł)- (h), ((pu)T+' _ (pu)i) = 0. (50)
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po uporządkowaniu (50) w wyniku kolejnych przekształceń uzyskuje się równani
algebraiczne liniowe względem P?l*r

(-*,-,,,-* - *i+*nl+* oi_* - ol+* - &li" iffi:T;:
+(*l+i,i+5 + "*5)r17;

- -s j-*nl-* ł si+*nl+** (',-ł - ri+Ł - (#) ,,,,,(W) 
",,,) 

''
+@i+t - ui_) + Tf wi? Lt + Q}At

(W) 
",,,,(W),,.,W 

o, (5l

n'L, 1 =Jż

TL;_L =J2

O: 1 =J-ź

gdzie

S. 1 =J2

T;-L :
J2

!;-L =J2

(W) r,,,- ńi-Ł,
*i+ź=

nj+ł =

O;lL =J|2

S;r! =J| 2

'j+ł =

, Ui+rz =

Al+Łil+*ki+ł
A;c '

/. a orr\
\źo )p,,r- ui+Y,

(#) r,o,,"(xi-i)k,*7
t -g.zl -----T-,
\Bpul p,r,
Ai+*bi+ili+*

Aj" J

A..lu..lJ+ż J+ź
Aj" )

(#)r,o,, @i-.ii)l *t
l -l!-| c ,

\apl J P,ł i

Aby obliczyĆ pozostałe niewiadome należy najpierw podstawić ciśnienie P'ł
do równań (40) i (41). Następnie tak obliczoną prędkość wnłL i ciśnienie P'*
ttzeba lżyć w równaniach bilansu masy i energii oraz w równaniu relaksacyjnyn

5. Wyniki obliczeń

NajlePszYm, zdaniem autorów, sprawdzeniem przedstawionego modelu i zastosc
wanej metody numerycznej jest porównanie uzJrskanych rczwiązań z badanian
eksPerYmentalnymi zjawisk tozptzesttzeniania się fal. W literaturze poświęcc
nej zjawiskom falowym w przepływach mieszaniny pary i cieczy możia spotka
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ńewiele badań eksperymentalnych. Wśród dostępnych eksperymentów, wyniki
lublikowane prze,z-§akoryakova i innych [2] uznano za najlepiej nadające się do
r"eryfikacji prezentowanego modelu. W eksperymencie tym mierzono prędkości,
l. rozchodzenia się skoku ciśnienia o site ff t 0,1 * 0,2, ptzy ciśnieniu począt-
.owym Po : 0.1MPa w kanale o stałym pizekroju i średnicy D = 52mm, przy
erowej początkowej prędkości ośrodka. Wyniki te autorzy eksperymentu przed-
tawili w postaci punktów naniesionych na wykres a : a(a), gdzie ajest stopniem
apełnienia. Nasze wyniki obliczeń numelycznych wskazują, źe skokowy sygnał
ozmylwa się w czasie propagacji. Tym samym otrzymuje się sygnał, w którym
lożnawyróżnić czoŁo fak, poruszające się najszybciej (górna linia ciągła na lys.
il otaz maksimum sygnału poruszające się wolniej od czoLa fali (dolna 1inia ciągła
:a lys. 3.) Pomiędzy tymi wynikami eksperymentu numerycznego przebiega pręd-
gść zamtożona aJ charakterystyczna dla modelu relaksacyjnego. Z tą prędkością
nwinny się teoretyczlie tozchodzić wygenelowane nieciągłości funkcji. wyniki
,aszych óbllczeń numelycznych są bliskie pomierzonym podczas-eksperymentu,
zczególnie pt zy ma,ły ch stopqQch zapełnienia.

E+2
1.5O lr

1.20

0.90

0,6a

D.30

0.00
o o.25 D.5D 0.75 1.0

&

,Ys. 3. PrędkoŚci rozchodzenia się zaburzeń pornierzone w eksperymencie i obliczone w funkcji stopnia
rPełnienia 1.prędkoŚĆ równowagowa oe, 2. prędkość zamr ożolla a 1 ,3. prędkość czoła fati, 4_prędkość
nksirnum fali, r eksperyment Nakoryakova i imych[2]. Obliczenia-wykonarro przy kroku całkowaŃa
; = 0.02n

)rzykładowy wynik naszych obliczeń numelycznych, wykonanych dia tych sa-
ry-ch warunków generowania fali zgęszczeniowej jak w eksperymencie Nakory-
kova i innych, przedstawiono na rys.4.
'rzedstawia on rozwój zabrrzenia ciśnienia obserwowany w odległosci 0.2 m
d miejsca wygeneTowania zabtrzenia skokowego. Jak widać z rysunku, model
środka dwupłynowego charakteryzuje się tym, że wprowadzole zablrzenie sko-
owe ulegają silnej deformacji. wyraźnie można wyodrębnić początek łagodnego

(r'

E

}

E-1
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Rys. 4. Przebieg fali wygenerowarrej frrnkcją skokową APg = 0.01MPa (skok na jednym oczku siatl
w odległości 0.2 m od miejsca generorrania impulsu, ptzy a = 0.01, dla ióżnych kroków całkowania,
Az = 0.1m, b) Az - 0.04m, c) Lz = 0.02m, d) Az = 0.01m.
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narastania ciśnienia, punkt A na rys. 4. Punkt ten odpowiada czołu rozchodzącej
;ię fali (forerunner). Prawdopodobnie nie udaje się zidentyfikować go w czasie
rksperymentu, kiedy wyraźnie występują fluktuacje ciśnienia. prędkość porusza-
nia się punktu A jest większa od prędkości zamrożonej a1, Natomiast prędkość
rozchodzenia się maksimum zaburzenia tj, punktu B przyjmuje wartoŚci wytaŹnie
niższe od a7, Kształt otrzymanego numelycznie zabaruenia w pewnej odległości
rd miejsca generowani afah zależy, jak można przewidzieć, od wielkości przyjętego
kroku całkowania. Wynika to z faktu, że równania zmodyfikowane odpowiadające
przyjętemu schematowi numerycznemu wpTowadzają numeTyczną dyfazję i dys-
persję, które rosną wTaz ze wzrostem kroku calkowania, co pokazano na przykła-
lzie modelowego równania we wcześniejszej pracy autorów |72]. Okazało się, źe w
zastosowanym tutaj schemacie numerycznym wlaz ze wzrostem przestrzennego
kroku całkowania numeTycznego, dyfuzja rośnie szybciej od dyspersji, co zwykle
cowoduje rozmycie się fali ciśnienia pĘy rzadszych siatkach. Reasumuj ąc, można
powiedzieć, że prędkości punktów A i'B zileżą od stopnia zapełnienia miesza-
uiny dwufazowej jak również, i to znacznie, od kroku całkowania (rys. a). wyniki
rbliczeń numerycznych zestawiono w Tablicy 1.

fablica 1, Zestawienie wyników obliczeń numelycznych prędkości propagacj i czoła
,ali i maksimum fali w zależności od kroku całkowania

0 af
[m/sl

a|m/sI
Az: U.Ul m Ąz = 0.02 m Az = U.U4 m Az: 0.1 m

0.01 10t.3 L42.B 167.0 210.0 440.0
95.t} ó /.U /o.U 55.0

0.05 +8.t, 61.0 69.0 80.0
L4, t 4U.6 35.0

0.1 óc.U 41.6
Jó.U

Obiiczenia wykonano dla 3 różnych stopni zapełnienia a. Dla każdego z nich
ą\Zr|aczol]o charakterystyczną prędkoŚĆ zamroŻoną ar.W kolumnach oZTLacZo-
rl-ch Az podano dwie prędkości - górną odpowiadającą punktowi A oraz dolną
ńpowiadającą punktowi B. wyniki obliczeń wskazują na to, że największe pręd-
rości, odpowiadające punktowi A, są znacznie większe od prędkoś ci zamrożonej
r.. Fakt ten może być wyjaśniony wpływem dyssypacji numerycznej. w związkll
r pojawieniem się dyssypacji numerycznej tj. dyfuzji i dyspersji, w rzeczywistości
;bliczenia odnoszą się do modelu opisanego równaniami zmodyfikowanymi, dla
nórego, jak widać, maksymalna prędkość propagacji fal jest większa od prędkości
xnrrożonej odpowiadającej oryginalnemu rnodelowi relaksacyjnemu (5) + (12).

wpływy omówionej powyżej dyssypacji numerycznej jeszczelepiej uwidacznia
:lĘ na lys. 5 i 6, na których przedstawiono wyniki eksperymentu Nakoryakova i
tl__,,,ch [2] oraz własnych obliczeń numerycznych.
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Rysunek 5 przedstawia ewolucję fah zgęszczeniowej wzdłlż kanału wytworzo-
:,.' rv przekroju o współrzędnlch z :0.0 , Widać wyraźlie, że obliczony przebieg
:.irienia (linia przerywana) różni się od pomierzonego (linia ciągła) szczególnie
' ,]alszej odległości od miejsca wygenerowania fali. W rzeczywistości fala zgęsz-
"-=niowa jest bardziej rozmyta. Obliczona prędkość rozchodzenia się czoła fń
,::, nieco wyższa, chociaż nieznacznie, od prędkości zarnrożonej a1 z powodów,
.::órych wspomniano już wcześniej. Obliczenia pokazane na rys, 5 wykonano w

: arciu o schemat numelyczny opisany w poprzednim rozdziale, z krokiem prze-
--]zennym A,z = 0.02 m. l{a rys. 6 przedstawiono ten sam co poprzednio prze-
;.=e sygnału z tym, że obliczenia były wykonane dla większego kroku całkowania
* -- = 0. 1 m. Zwiększenie przestrzennego krpku całkowania spowodowało silniejszy
,:lvrv czł.onów dyssypacyjnych, które mirsiały pojawić się w równaniu zmody-
' r lrvanym odpowiadającym stosowanemu tutaj schematowi numerycznemu, co
: zegółowo analizowano pIzez autorów w poprzedniej pracy U2). Z przebiegu
,"__ na rys. 6 widaĆ, że numeryczna dyssypacja spowodowała lepsze dopasowanie
. n,yników obliczeń d.o rueczywistych przebiegów.

Próby zbhżenia wyników numelycznych do przebiegów eksperymentalnych po-
',:,ez zwiększenie współczynnika tarcia A, przy małych krokach całkowania nie
:,::,,,rriosły spodziewanych rezultatów. Wskazywałoby to na potrzebę uwzględnie-
l 1 $, modelu przepływów dwufazowych takich efektów dyssypacyjnych, które

, '.azane sąz parzystymi pochodnymi prętlkości wzdłuż kanału {; Wa przewod-
l ::\\,em ciepła wzdł,,lż kanału §. Crł.ony te jednak pomija się w opisie przepŁy-
,, ,;, jednowymiarowych. Innymi źródlami dodatkowej dyssypacji, które można
' -:orvadziĆ do opisu zjawisk tozprzestrzeniania się zaburzeń są różnice średnich
l :,,jkości faz jak również nieodwracalne procesy związane ze zmianą objętości
":ldka dwufazowego spowodowane różnicą między ciśnieniem termostaty czrym
:__r-ilowym ciśnieniem hydrodynamicznym. To drugie źródło przypisywane jest
, , 1epkości objętościowej i jest porównvwalne co do wartości z lepkośpią mole-

, __arną lub nawet turbulentną [13].
\\'pływ czasu relaksacji na rozmycie sygnału pokazano na lys. 7. Przedsta-

l,-,]o na nim zmiany ciśnienia w punkcie z:0.5m w zależności od różnych cza-
- - relaksacji, po wygenerowaniu sygnału wejściowego opisanego pierwszą krzywą
;=0.0 m ). Obliczenia wykonano dla jednakowych kroków całkowania Az =constl* =coilstl przy ustalonym stopniu pTzeglzania 1'C. Ptzy cotaz mniejszych cza-
i,,:_ relaksacji widoczne jest postępujące rozmycie sygnału, co dla d: 0.05s
" --ł adzi praktycznie do wytłumienia maksimum fali. Małe czasy relaksacji po-

,, . llrjQ szybką wymianę masy między fazami i dużą dyssypację, czego efektem
,- :ozmycie sygnału ciŚnienia.

1\-pływ czasu relaksacji na plocesy wymiany masy ilustruje rys. B, na którym
:'-Źnie widoczne są różnice zmialy stopnia suchości wzdłlż kanału, po czasie
- -,5s. Dla przykładu podano przebieg r rzeczywistego i r równorvagowego

l\\'Óch różnych 0,01 = LOsi 02: 0.2s. Dla przypadku mniejszych czasów
"-acyjnych różniceT - r znacznie maleją wzdłaż przepływu.

-'.:-,1-m, ciekawym efektem, który można zaobserwować na rys. 7, .jest obni-
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Rys. 7. Ciśnienie w pulłcie 2 = 0.5m dla różnych czasów relaksacji

żenie się prędkości plopagacji fal silnie lozmytych. Sygnały silne rozchodzą się l
większymi prędkościami, w stosunku do fal słabych. 1V celu potwierdzenia tegl
zjawiska plzeplowadzono badanie zmian ciśnienia w dużej odległości od miejso
wygenelowania sygnału kanału z:10 m.
Okazało się, że sygnały słabsze, inaczej niż silne fale, rozchodzą się z prędkościad
niższymi od prędkości zamrożonej,

Rysunek 9 przedstawia ten eksperyment numeryczny. Na uwagę zasługuje fakt, ż
czoŁo fali porusza się z prędkościąniższą od prędkości zamtożonej. W ośrodkad
liniowyćh bez dyssypacji, z prędkością zamtożoną może rozchodzić się jedyŃ
przednia część sygnału (forerunner). Charakteryzuje się ona bardzo małą ampli
tudą zaburzenia. Pokazał to i uzasadnił na podstawie liniowej anahzy tozchodza
nia się zabtrzeń w ośrodkach dyspersyjnych Downar-Zapolski [14]. Przedstawiou
pTzez nas obliczenia numelyczne wskazują, że hipoteza Downara-Zapolskiegr
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noże być TozszeTzona na nieliniowe ośrodki dyssypacyjne i dyspersyjne. Uwzględ-
riona w przyjętym pIzez nas modelu dyssypacja spowodowała zupełne wytłumie-
ile frontu rozwijającej się fali o małej amplitudzie, stąd rzeczywiste czoŁo zabt-
:zenia po pewnym czasie rozwijało się już z prędkością mniejszą od zamrożonej.
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Porównując wyniki obliczeń pokazanych na lys.4 i rys. 9 możrLa odnieść wTaże-
nułt_ że istnieje między nimi sprzeczność. Na rys.4 prędkości czołafah są wyższe od
płłlkości zamrożotych. Spowodowane jest to tym, że po pierwsze skok ciśnienia
m]:generowany w przypadku pokazanym na rys. 4 był dziesięciokrotnie większy,
Fe drugie rys.4 przedstawia deformacje skoku ciśnienia w odległości 0,2m od
mre_jsca wygenelowania sygnału, a lys. 9 pokazuje falę w odległości 10m, Czoło
bfi pokazanej na rys.4, po odpowiednio długim czasie) również obniżyłoby swoją
rrdkość.
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Rys. 9. Deformacjazaburzenia skokowego (0.192 - 0,19 MPa) w odległości z = 10m od miejsca w;, l
rowania fali w kanale o stałymprzekrojuo długości 20m i średnicy 0.2m, a = 0.2, ć1 czas odpowia:_
pojawieniu się fali poruszającej się z prędkością zamrożoną, ćę czas odpowiadają-cy pojawieniu s..
poruszającej się z prędkością ró*,nowagową.

Pracę zgłoszono ].993,01.04
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Summary

The paper presents the numerical procedure used for solutions of the relaxation model
,mluu::l lescribes transient two*phase flow, The evolution of the pressure pulse and influence of
tslm, :,uameters on it is studied, Numerical results are compared with experiments. The effect of
,r.rnatation time on dissipation processes is investigated.



726 Z. Bilicki, D.Kardaś

Załącznik

Tablica Zl

porównanie pomierzonej temperatury T;, z Mli""orrą analitycznie temperaturą
T(P;, u;).

ri t,i, 1|Y;,a,i) ,Li pIzeqIzanie
MPa nu

k- "C "C "C
4.000 0.0010772 t39.9fi25 l39.60 -0,25965
t}.361 0,00 1 0795 1J9.7ii33 t39.60 -0.1 1 700
U.,ló,l 0,00 1 0796 739.1972 139, ei0 -0.14124 70.59777
0.163 U.UUlU /yb 13 9.73 5 3 1 39.60 U. Uyb9b ,ż5.7o41o

rl ai \ri, ui ) 1; € przegrzanre
4.000 0.0010993 159.9150 l59.70 -0.1 3463
U. bbłJ 0.001 10 1 B 1 59.841 1 15 9.70 -0.0BB33
U.bb l 0.00110l 9 1 59. E7E2 159.70 -0.1 1 1 56 3.46522
0.465 U. Ut}11019 159.8341 159.70 U.UóJ9 / 10.561 07
0.366 0,00 1 1 02 l 59.8733 159.70 U.1 U653 ],9.,zIl Ió
0.267 0,0011021 I59.9L42 t59.70 -0.13412 JU. Utj915
U.toó t}.0011021 1 59.B735 1Dy. r U -U.lUób l 44.88006
lx ai lri,a;) € przeglzanle
J.UlU 0,00 1 1 232 177.8737 178.1 0 0.I270B
].UtiU 0.t}011248 |77.9437 /ó.-tU 0.08775
0.955 U,UUll24ó 177.8955 ,i' 

8. 1 {.) 0. l l483 0,1t 907
0.B56 0.001 1249 I77.9243 1 78,10 U. U98tj5 4.83 18t
0.657 0.00 1 125 1 177.9843 178,1 0 0.06495 t5.t 7318
0.4rj3 0.00 1 1 252 177.9770 /ó.tU 0.06905 29.12079
0.266 U,UU 11Z54 17B.0450 ró.tU U. UJUy1 48.594| 0
f; ai 1 Iri,x1 pIzegrzanle
4.()()0 0.00 1 1389 189, ti377 1 90.00 0,1907t
1.44U 0.00] 14l4 1 B9.839B I 90.00 0.08432
1.250 U.U011416 1 89. B736 I9U.UU U. UOOb4 U. tJbJE
0.854 0.007142 Ióv.9ztj,l 190.00 0.03883 1 6.83U36
U. bb 0.001 1422 189.9469 190.00 0.02795 27.69464
U.4Łi ] 0,0{J1] 424 1B9.965? 19{J.00 0.0] 803 41.1B105
0.264 0.001 1426 Ióy.9 / /U 1 90.00 0.UI,2I,ż i,0.74515



Rozwiązania numelyczne niestac.jonarnych i nierównowagowych .. . I27

Tablica Z1 cd.

Porównanie pomierzonej temperatury Til z obliczoną analitycznie temperaturą
T(P;,u;).

ri ai lIri,ai) e pIZegIzanre

MPa moTł "C "C "C
Z. bUU 0.001 1559 199,9994 ,zuu.,lU U.l0U2t)
l.bb() U. UUt I5t,,/ ,20IJ.02,2tj 200.20 0.0886 1

1 .540 0.001 1568 200.0075 200.20 0.096l 5 u.6],227
I.,lvU 0.00l 1571 'lUU.U-l'ltJ ,lUU.-lu

U. UóóoZ ó. óy4Dó
U. óoó U.UUltb /o t 99.9898 ż|]|]-zI] U. lU496 26. B3354
0.465 0.001 1581 199.9 1 93 200.20 0.14021 5 1.06 1 07
U Zbó 0.001l 583 199.8229 200.20 0. l 8835 lU.444b9
ri aź Iri,OiI 1i DrZesIZanle
4 000 U,UU l1693 209.1Jt ,lvv.+U

0.1 28J4
,ż.u:3l) 0.001 171 5 lUy. Jyóó zuy,+u 0.00213
1 .840 0.00 l l71 7 209.3657 209.4o 0.01 638 1.1 5567
1.450 0.00Il722 ZUv. JUUy żUy.4U 0.04734 l,,2.66,234
1.U6U U.UU],Ilzl luv.Ió9 l

,209.4l)
U . I,14ó I 2b.9242b

0.660 0.001 1 732 lUó.óJy lvv.+U U.,26 l b l 46.79154
0.466 0.00 1 ] 734 20B.6160 209.40 0.37439 60.18142
ri ai lri,ail li DIzesIzanle
4.010 U.UUtló / Z ]. y.blóó Zly.bU -U.UUoJ -t

ż.43a 0.0011B91 Z IY .óUó l z IY .óU _U.1 J63b
,z.zóU 0.00] 1893 2l9.7213 219.50 -0.100B3 1.516l9
1,4t {J 0,00 1 1 904 21,9.2519 219.50 0.1 1 303 22.43881
U,y04 U,0U 1191 21 8.52 1 8 219.50 0.44564 4,],.Ł6444
0,665 U. UUl 1914 lIt.YI(ó ,2l9.5l) 0.7,2104 5b,5y[rZr)
0.3,14 0.001 1 91 8 277.1766 219.50 1.05849 78.25302
ri ui \ri, ai ) l; e pIzegIzanle
4,Użv 0.0U12089 ,23Ł.3576 231.00 -0.1 5481
3.020 0.0012102 ZJI.ót óU lól,UU -U.137titi
,l.ó,żU 0.0012105 2Jl. ż.Jbl] 231.00 -0.1 0249 0.5 1 828
z.UąU U.UUlZl ló ,230.50l,) 231.00 U.Z_t 59ł) (.bó,zuó
1.460 0.0072127 ,ż,29.,255l zóLUU 0.75539 33.93BB7
U.9bó 0,t]012135 227.6071 23 l.00 1 .4688l 52.48556
U.olU U. UU 1 214] ,2,26.3I1,2 ZJ 1. UU

,l.U,lvóU 0l./yU/o
0.378 0,00 1 2146 z,l4. ( óUy zJ t. UU

,l. ( IóYIJ óy.J /cól
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Tablica Z1 cd.

porównanie pomierzonej temperatury Til z obliczoną,analitycznie temperaturą
T(P;,a;).

rź ai '1'(P;, ai li € przegrzanIe
MPa n- "C "C "C
3.521 0.0012169 ,235.0243 234.62 -0.),7,234
J,UiJ(| 0.00121 78 ,234.9232 234.62 -0.I,2923 U.l i b9tl
2.540 0.00121B5 ,234.4420 234.62 U.075E7 9. ( 9U,26
l. UDU t],0012192 233.5772 ,zó4.b,l 0.44445 ,2u.9537

1.069 U.UU 122t}9 230.31 52 234,62 1.8348 l 5L.771,52
a.775 0.001221 3 2,28.7532 234.62 Z.bUUb / 65.49559
U.óó,l 0.001222 1,1o.,żUó4 234.62 3.585 1B 9,2.621,74
0.0BB 0.0012224 223.869I 234.62 4.58226 1óó.oZ / 9ó
rź ai 1 |ri,uil pru egrzanle
4.988 0.0072446 248.5180 248.13 -U.1563ti
1.UU|] 0.0012467 ,24E.,ż858 248.13 -0.06279
3.51 9 U,001247 6 Z4,(.6I33 ląó.Ió U.,żUć,24 5.21,682
ó.U,l 0.00 1 2485 ,ż46.4430 248.73 U.biyó/ l 3.74100
l,bó 0.0012494 ,l4+.o4óz 248.13 7.40321 zJ. JbJ3b
,2.048

U. UU 1ZbU4 242.0873 248.1,3 2.43529 J4.51333
1.557 U.UU125 I 4 23B.5349 l+ó. Ió J.óbb,y,/ 46.U l E,r9
1.066 0.001 2523 233.8114 248.I3 D. { /Ub9 65.40549
ri lri,Dit l; pIzegrzanle
7.Y (,l 0.00 1 2785 ,ż6,2.39,)6 ,zaz.uJ -0.13837
4.992 0.001 2807 ,ż61.17I2 ,26,2.03 0.3277 6
4.50 1 0.00 1 28 18 259.7947 262.03 0.85330 4.52872
4,01 ] 0.00 12B3 ,257.7227 262.03 1.ti4405 1.46390
3.52] 0.0012841 ż54.7 44,2 262-o3 2.78052 19.08409
3.030 (),0012852 250.6B19 zbz.U3 4.33084 a.5ób9t,
,2.b.r9

U.UU128t 4 245,3123 lbz,Uó t.38008 37.22729
z.U4ó 0.0072877 238.3660 262,03 9.UJlU1 48.41333
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Tablica ZL cd.

Porównanie pornierzonej temperatury Tź: z obliczoną analitycznie ternperaturą
T(Pl,ui). \

0.00 1 3036

0.00 1 3497

288.7046 -0.05705

ms.mm

0.44519


