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ZBIGNIEW BILICKI, PIOTR DOWNAR-ZAPOLSKI

Gdansk

Zjawiska falowe w dwuplynowych i jednorodnych modelach
przeplywu dwufazowego

Przedstawiono analize wlasciwoéci falowych jednowymiarowych, ciaglych modeli przeplywéw dwu-
fazowych. Zwrécono uwage na #rédla dyspersyjnosci modeli i na warunki zadlawienia przeplywu. Na
podstawie przebadanych modeli zobrazowano wplyw poszczegdlnych zalozen na predkosci rozchodzenia
sie zaburzen o nieskonczenie wielkich czestotliwosciach.

Wykaz oznaczen

A — pole powierzchni przekroju poprzecznego
kanalu,

z — predkosé fazowa,

:.— predkosé réwnowagowa zaburzen,

2 -— predkos¢ zamrozona zaburzen,

_ — wspdlczynnik masy dolaczonej,

£ — strumient wymiany energii pomiedzy fazami,

r — przyspieszenie ziemskie,

+ — entalpia wlasciwa,

« — liczba falowa,

s — ci$nienie,

. — strumien ciepla na jednostke objetosci
dostarczony z zewnatrz,

T — wymiana pedu pomiedzy fazami, temperatura,

t - czas,

u — poslizg,

w — predkosé srednia,

z — wspélrzedna przestrzenna,

o — stopien zapelnienia,

I' - strumiefi wymiany masy pomiedzy fazami,

p — gestosé,

o; — skladowe wektora stanu,

T - strata cisnienia na skutek tarcia
na jednostke dlugosci przewodu,
czas charakterystyczny 7 = l/w,

w — czestosé zaburzeni.

Wskazniki dolne dotycza:

= — pary,
L — cieczy,

K — pary lub cieczy,
K;— powierzchni rozdzialu faz.
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1. Wprowadzenie

Modelowanie przeplywéw dwufazowych pary i cieczy pod katem uzyskania
zgodnosci ze zjawiskami falowymi jest istotnym zagadnieniem poznawczym i apli-
kacyjnym. Najlepszym sprawdzeniem tej zgodno$ci sa pomiary eksperymentalne,
prowadzace do wyznaczenia krytycznych, maksymalnych masowych strumieni
przeplywéw w kanalach. Przeplyw, w ktérym zostana osiagniete parametry kry-
tyczne nazwano przeplywem zadlawionym. Zadlawienie przeplywu wiaze sig Scisle
z predkoscia rozprzestrzeniania si¢ zaburzeii. W przypadku gdy predkosdé ta jest
wieksza od predkodci przeplywu, informacje o warunkach na wylocie z kanalu
moga sie przenosi¢ w gére przeplywu i strumiefi masy przeplywajacej w kanale
moze sie zmienié na skutek zmian tych warunkéw. Ciagle oddzialywanie warun-
kéw brzegowych na przeplyw zostaje przerwane w chwili, gdy przeplyw osiagnie
w jakimkolwiek przekroju kanalu predkosé réwna predkosci rozprzestrzeniania
sie w nim zmian ci$nienia czy tez innej wielkosci fizycznej [1]. W gazodynamice
— akustyce, gdzie uklad réwnan bilansu masy, pedu i energii moze by¢ sprowa-
dzony do jednego réwnania czastkowego hiperbolicznego, tzw. rownania falowego
opisujacego zmiany ci$nienia P [2,3], predko$é, przy ktérej nastepuje zadlawienie
jest predkoscia dZwigku i ma definicje termodynamiczna

o 1/2
ol

gdzie p oznacza gestosé, s entropie. Odpowiada ona rozchodzeniu si¢ malych za-
burzein w osrodku, w ktérym efekty wynikajace z nieodwracalnych przemian sa
pomijalnie male. Z fizycznego punktu widzenia, stan oSrodka zmienia si¢ wéwczas
znacznie szybciej niz zjawiska w nim zachodzace. W konsekwencji stany termody-
namiczne sa niezalezne od szybkosci zachodzacych proceséw. Opisuja je réwnania
réwnowagowe, a predkos$¢ rozprzestrzeniania sie zaburzen w osrodku nie zalezy
od dlugoéci fal, jesli tylko beda one wigksze od $redniej drogi swobodnej mole-
kul. Ten ostatni warunek jest konieczny dla uznania ciaglosci przyjetego modelu
osrodka.

W odréznieniu od o$rodkéw jednofazowych, mieszaniny dwufazowe charak-
teryzuja sie dyssypacja energii w zachodzacych plocesach oraz dyspersyjnoscia
wzgledem czqstothwosm zaburzen. Dyssypacje rozumiemy tu jako wystgpowanle
w przeplywie proceséw nieodwracalnych, prowadzacvch do produkcji entropii i w
konsekwencji do tlumienia rozchodzacych sie zaburzei w przeplywie. Dyspersyj-
nos$é, ktéra moze byé spowodowana, migdzy innymi, nieliniowoscia i dyssypacja
polega na tym, ze predko$é zaburzen jest funkcja ich czestotliwoéci. Wymienione
wyzej wlasno$ci maja zwiazek z tym, ze w przeplywach dwufazowych pary i cie-
czy stosunkowo latwo moze by¢ naruszony stan réwnowagi termodynamicznej [4].
Wewnetrzne procesy dzialajace w kierunku przywrécenia tego stanu zwane relak-
sacja [4,5] trwaja stosunkowo dlugo, tak ze czas ich trwania — czas relaksacji,
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staje si¢ poréwnywalny z czasem zmian zachodzacych w oérodku podczas prze-
plywu. NajczeSciej relaksacje aproksymuje sie za Mandelsztamem i Leontowiczem
[6] procesem inercyjnym o stalej czasowej @. Proces relaksacyjny prowadzi w kon-
sekwencji do wspomnianej powyzej dyspersji osrodka. W osrodku dyspersyjnym
za tozprzestrzenianie sie zaburzenn odpowiada predko§é fazowa a(w) = w/k(w),
gdzie w oznacza czestotliwosé, k liczbe falowa [4,7]. Ma ona interesujaca interpre-
tacje przy granicznych czestoSciach zaburzen w. Dla powolnych zaburzen wywola-
nych niskimi czesto$ciami w(w — 0), czas zachodzacych w przeplywie zmian, mie-
rzony odwrotnodcia czestosci 7 = 1/w, jest duzo wiekszy od czasu relaksacyjnego
0. Spelnienie warunku 7 >> © mozna uwazaé za podstawe uznania systemu dwu-
fazowego w lokalnej réwnowadze termodynamicznej. Predkos¢ fazowa dla takiego
przypadku jest predkoscia rozchodzenia sie zaburzen w osrodku réwnowagowym
i stad zwana jest predkoscia réwnowagowa a. = a(w — 0). Z kolei zaburzenia
5 wysokich czestoéciach (w — oo) charakteryzuje krétki czas 7 zdazajacy do
zera. W przypadku, gdy jest on znacznie mniejszy od czasu relaksacji systemu
0, T € 0, wéwczas system dwufazowy nie jest w stanie nadazy¢ za wywola-
nymi zmianami. Parametry termodynamiczne charakteryzujace sie relaksacja O;
i odpowiada liczbie parametréw relaksujacych si¢) sa nieczule na te szybkie za-
burzenia, sa jakby zamrozone. Predko$é rozchodzenia sie zaburzein z czestodcia
= — 0o nazwano w literaturze predkoscia zamrozona ay = a(w — o0). Trzeba
jednak zdawaé sobie sprawe z tego, ze pojecie predkosci zamrozonej funkcjonuje
raczej na gruncie matematycznym, poniewaz fizycznie nie mozna zrealizowaé nie-
skoficzenie duzych czestosci. Poza tym, zwiekszajac czesto$¢ zaburzen generujemy
coraz krétsze fale. W tym aspekcie istnieje, podobnie jak dla oSrodka jednofazo-
wego, granica stosowalnosci ciaglych modeli przeplywu dwufazowego do analizy
ziawisk falowych. Granica ta okreslona jest dlugoscia fal niosacych zaburzenia w
s»srodku dwufazowym. Fale powinny mieé¢ dlugosci znacznie wieksze od rozmia-
row charakterystycznych przeplywu dwufazowego, takich jak $rednice pecherzy,
sropli i innych struktur. Praktycznie ma to zwiazek z czasami relaksacyjnymi zja-
wisk zachodzacych w przeplywach pary i cieczy. Czasy te uzyskane na podstawie
aszacowail teoretycznych[8] i badari eksperymentalnych [9] mieszcza sie¢ w grani-
cach 1,0 + 0,01 s. Oznacza to, ze praktycznie przy zaburzeniach o czestosciach
wiekszych od w, = % = 0—%%% system dwufazowy moze by¢ traktowany jako za-
mrozony, a nie dopiero przy w — oo jak to formalnie postulowano wczedniej przy
wprowadzeniu pojecia predkosci zamrozonej ay. Czestosé graniczna wy odpowiada
dlugodci granicznej fali zaburzei Ay = (1 + 0,1 m), gdy przyjmiemy do obliczen
predko$é¢ fazowa @ = 10 m/s, co jest zgodne z wynikami eksperymentéw [9]. Z
powyzszego wynika, ze A, jest znacznie wigksze, np. od wymiaréw pecherzykéw
4 = 0(1073 m). Zatem analiza zjawisk falowych w dyspersyjnym oérodku dwufazo-
wym daje, po pierwsze, fizyczne mozliwosci odwolywania sie do predkosci zamro-
Zonej poniewaz w < 00, a po drugie, nie narusza zalozen lezacych u podstaw sto-
sowania modeli ciaglych poniewaz A; > d. Skomplikowany charakter przeplywu
dwufazowego rozciaga sie réwniez na pojecie predkosci dzwieku czy tez réwno-
wazne predkosci krytycznej. W ogélnym przypadku, gdy system jest dyspersyjny,
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pojecie to jest rozumiane inaczej niz w przeplywie jednofazowym réwnowagowym.
Najczesciej bywa utozsamiane z predko$cia zamrozona ay. Warto jednak zwrécié
uwage na fakt, ze predkos¢ dzwieku w przeplywach wielofazowych odnosi si¢ do
zaburzeii wywolanych kilkoma naraz wielkoéciami termodynamicznymi zwiaza-
nych ze soba kombinacja liniowa [10], a nie jak w gazodynamice-akustyce tylko
do jednej wielkoSci, np. ci$nienia. Powodem tego stanu rzeczy jest to, o czym
wspomniano wczesniej, ze modele przeplywéw dwufazowych w postaci ukladu
réwnan bilanséw, uwzgledniajace charakterystyczne cechy oérodka, nie moga by¢
zredukowane do jednego réwnania falowego bez daleko idacych uproszczei.

Interesujace i czesto trudne do interpretacji wlasnosci osrodka dwufazowego
pochodza od relaksacyjnych proceséw wymiany masy, pedu i energii na grani-
cach faz, pary i cieczy. Powinny si¢ one ujawnié w modelach matematycznych.
Celem pracy jest pokazanie zrédel dyspersyjnosci w dwuplynowych i homogenicz-
nych modelach dwufazowych oraz ustalenie zakresu zmian predkodci krytycznej
w zalezno$ci od przyjetego modelu, a tym samym od zaloZonych mechanizméw
oddzialywania miedzyfazowego.

W badaniach zjawisk falowych osrodkéw dwufazowych spotyka sie dwa spo-
soby opisu. Jeden opiera si¢ na analizie modeli uwzgledniajacych struktury prze-
plywu dwufazowego i znany jest w literaturze szczegélnie w odniesieniu do mie-
szaniny pecherzykowej [11,12,13,14]. Sposéb ten wykorzystuje zaloZenia o poten-
cjalnym przeplywie wokdl pulsujacego pecherza. W drugim sposobie przyjmuje
si¢ za podstawe modele ciagle, w ktérych wszelkie niejednorodnoéci sa usredniane
[10,15 16]. Przedstawione modele maja t¢ przewage nad poprzednimi, ze moga by¢é
z powodzeniem stosowane do przeplywéw, w ktérych zalozenia o potencjalnym
przeplywie fazy ciaglej bylyby trudne do uzasadnienia. W prezentowanej pracy
rozwazania ograniczono do przeplywéw, ktdre opisywane sa modelami ciaglymi.

2. Reakcja modelu na zaburzenia falowe

Zdecydowana wiekszo$¢ istniejacych jednowymiarowych modeli przeplywu
osrodka dwufazowego mozna uja¢ w postaci ukladu quasi-liniowych czastkowych
réwnan rézniczkowych. Stosujac umowe sumacyjna Einsteina zapisujemy je w
postaci:

do; 0o ; :
Aij(o'l)% + Bij(”l)% + Cilanz)=1, (1)

gdzie o; sa skladowymi wektora stanu, tj. zbioru parametréw zaleznych od czasu
i wspélrzednej przestrzennej z. Iloéé skladowych zalezy od przyjetego modelu.
A;; oraz B;; sa macierzami, a C; wektorem wymuszeii zewnetrznych. ;
Wygodnym i czesto spotykanym narzedziem do badania wlasnoéci falowych
“modeli jest analiza malych zaburzeti [17,18]. Daje ona odpowied na pytania czy
model jest dyspersyjny, jakie sa predkosci rozprzestrzeniania sie malych zaburzei
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. czy model jest stabilny, tzn. czy tlumi zaburzenia. Wnioski, ktére wynikaja z
analizy malych zaburzen sa na ty'c wazne, Ze istotng rzecza jest przesledzenie
wyprowadzenia ogélnego réwnania dyspersyjnego, a tym samym poznanie przy-
jetych zalozen i uproszczen. Wyprowadzenie réwnania dyspersyjnego zgodnie z
metoda zaproponowana przez Ramshawa i Trappa [18] zamieszczono w Zalacz-
niku do prezentowanej pracy. Wynikiem analizy malych zaburzen jest zalezno$c
iyspersyjna (Z-9) w postaci réwnosci wyznacznika

o k (o] i o
det[Aij(o])==Bij(o])+ = Dij(o7)] = 0, (2a)

AAspidolns OBy 00l o106

T age B, 0 A

(2b)

=dzie 7 jest jednoscia urojona, i = 1.

Jkredla ona predko$é fazowa w/k = a, czyli predko$¢ rozprzestrzeniania sie
malych zaburzei 60y = &(k)exp[i(kz — wt)] w osrodku dwufazowym opisanym
modelem (1). Zalezno$¢ dyspersyjna (2) pokazuje , ze predko$é¢ fazowa a zmie-

nia sie z czestodcig w jezeli tylko D;; # 0. W przypadku gdy macierz D;; jest

mieograniczona, zwiazek dyspersyjny (2) w/k = a(w) staJe sie niemonotoniczny i
noze wykazywac wlasnosci rezonansowe. Zdarza to sie wéwczas, gdy na przyklad
prowadza sie do modelu drgajacy ruch pecherzyka gazowego. Anahzq tych przy-

padkéw pominieto. Interesujacy, z punktu widzenia wlasnosci falowych modelu

1), jest przypadek ograniczonej macierzy D;; oraz zaburzen o nieskonczenie du-
Lh czgstosaach w — 0. Wtedy w/k = ay, natomiast wyrazenie le zanika.

Swnanie (2a) przechodzi w réwnanie charakterystyczne [7,10,18]

det[A;j(o7) - 13(‘71 )= (3)

I réwnania (3) wida¢ natychmiast, ze charakterystykami modelu (1) sa predkosci
ramrozone as. Okazuje sie, jak pokazano w [10], ze w ogdlnym przypadku predko-
sl charakterystyk nie mozna przypisac poszczegdlnym skladowym wektora stanu
= a jedynie réznym kombinacjom liniowym tych skladowych. Predkosci zamro-
one ay, jako najwieksze, sa odpowiedzialne za okreslenie warunkéw zadlawienia
vrzeplywu. Warunki te powstaja wéwczas, gdy najmniejsza z predkosci zamro-
tonych osiagnie wartos¢ réwna zero. Wtedy wszystkie wygenerowane informacje
mozchodza sie tylko w jednym kierunku, a mianowicie w dét przeplywu. Zmiany
sarametréw na wyjsciu z kanalu nie wywoluja reakcji na wejsciu.

Dla modeli_falowych opisanych ukladem réwnan hiperbolicznych, predkosci
“harakterystyk sa skoiiczonymi liczbami rzeczywistymi. Uklady paraboliczne po-
rwalaja na przemieszczanie sie zaburzeni z nieskonczenie wielka predkoscia. Dla
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ukladéw eliptycznych charakterystyki sa zespolone. W tym przypadku to, co sie
dzieje w danej chwili, zalezy od tego, co si¢ bedzie dzialo. Zagadnienia na warunki
poczatkowe opisane ukladem réwnaii eliptycznych s Zle sformulowane (ang. ill
posed), [17,18].

Wracajac do analizy malych zaburzen zajmiemy si¢ zagadnieniem stabilnoéci
modelu (1). O stabilnoici modelu, czyli jego zdolnosci tlumienia zaburzen oy
po czasie ¢ zdazajacym do nieskoiiczonosci, decyduja zespolone pierwiastki w(k)
(przy czym k jest rzeczywiste), ktére pochodza z rozwiazania zaleznoéci dysper-
syjnej (2a). Warunek stabilno$ci modelu jest spelniony wtedy, gdy urojona czeéé
w(k) jest nie wieksza od zera, Im(w) < 0. W szczegdlnosci gdy Im(w) = 0 uklad
posiada neutralng stabilnos¢, tzn. ze zaburzenia rozchodza sie bez tlumienia i bez
wzmocnienia.

Zaleznos¢ (2) rzuca pewne $wiatlo na zagadnienie dyspersyjnosci modeli. Wi-
dzimy, ze dla badanej klasy modeli (1) wystepuja dwa Zrédla dyspersyjnosci.
Jedno Zrédlo tkwi w nieliniowosci réwnan, gdyz A;; = Aij(01) i Bij = Bij(o1).
Drugie pochodzi stad, ze wektor zewnetrznych wymuszeii C; jest funkcja wektora
stanu. Ten fakt moze prowadzi¢ do powstania proceséw ewolucyjnych o iner-
cyjnym charakterze zmian skladowych wektora stanu o;. Przykladem tego typu
zrodla moze by¢ réwnanie

d()’,‘ G520 g

S i 4
dit o ’ (4)

ktére czesto wystepuje w modelach przeplywéw nieréwnowagowych [8]. Przy tej
okazji nalezy zwréci¢ uwage na fakt, Ze wspélczynniki A;; i B;; po rozwinigciu
w szereg Fouriera, traca swoja nieliniowo$é¢. Dlatego analizujac nieliniowy mo-
del przeplywu mozemy méwié o dyspersyjnosci, ktéra pojeciowo jest zwiazana
wylacznie z réwnaniami liniowymi. Jak wynika z szacowania rzedéw wielko$ci
[15], wplyw nieliniowosci na predko$é rozchodzenia sie zaburzen staje sie istotny
dopiero wéwczas, gdy zmiana predkosci przeplywu niezaburzonego na odcinku
réwnym dlugosci fali jest tego samego rzedu co predkosé dzwieku. Dlatego w
wiekszosci przypadkéw dyspersyjny wplyw nieliniowos$ci mozna pominagé. Wobec
tego decydujaca role odgrywaja procesy inercyjne, ktérych zadzialanie wymaga
skonczonego czasu. Jak wida¢ z réwnai (2) nie maja one wplywu na predkosé
zaburzen o nieskoriczenie wielkich czestotliwosciach, gdzie czas dzialania zmierza
do zera. WyraZnie jednak wplywaja na propagacje fal o skoificzonych czestotli-
wosciach stajac sie tym samym zrédlem dyspersyjnosci. Istnieje przypuszczenie,
ze procesy inercyjne dzialaja zawsze w kierunku obniZenia predkosci propagacji
zaburzen. Stad spotykane zaleznosci dyspersyjne otrzymane za pomoca metody
malych zaburzei sa zawsze monotonicznie rosnace wraz z czestotliwoscia tak jak
to pokazano na rysunku 1. Przedstawione powyzej ogdlne wnioski wynikajace,z
analizy malych zaburzen nalozonych na pewna klase modeli zostana zilustrowane
szczegélowymi przykladami.
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3. Analiza modelu dwuplynowego

Jednowymiarowe, ciagle modele przeptywu dwufazowego tworzone sa na ba-
sie pelnego modelu dwuplynowego. Zakladajac, ze §rednia w przekroju kanalu
carto$é iloczynu wielkosci zaleznych jest réwna iloczynowi wartosci érednich i
pomijajac napiecie powierzchniowe oraz czlony wyzszego rzedu odpowiedzialne
s przewodzenie ciepla wzdluz przeplywu, mozemy zapisaé [19] po trzy réwnania
silansu, kolejno masy, pedu i energii dla kazdej z faz w postaci

0 0 A
E(akpk) + (.—)‘Z'(akﬂkwk) — Tk = —apprwr—r, (5)
0 0 dwy, dp
_(akﬂkwk) + wk"‘(akﬂkwk) + akprwp——= + akgz— - MV =
2 A |
= =T — QppRWi— — kPG COS ¢, (6)
d dp 0 w?
7 [akpk(hk + ——)] e + Wkg— [akpk(hk + 7) +
o
L oipahy £ )ﬂ ~ MHy =
'(Uz .
= Qr — agprwig cos ¢ — agprwi(hy + T)Z, (7)
:‘::}3 A = 4 T, MV, MII; sa czlonami odpowiedzialnymi odpowiednio za

\\.th wymlan(g masy, pedu i energii pomiedzy fazami. Powyzszy model jest

i kowicie symetryczny wzgledem faz. Wstawmjac w miejsce k (od tego rozdzialu

e stosujemy umowy sumacyjnej ) oznaczenie L lub G otrzymujemy bilanse od-
wiednio dla cieczy lub gazu.

Calkowity przyrost pedu w fazie k spowodowany oddzialywaniem z druga faza
1. wynika z przyrostu masy fazy k, jak i z bezpoSredniej wymiany pedu, np.
wprzez tarcie pomiedzy fazami.

. mozemy napisac

MV, =T + Trwy;. (8)
salogicznie przebiega wymiana energii w fazie. Roénie ona na skutek przyrostu

wasr fazy k, przyrostu jej pedu (dE = wdp) i bezposredniej wymiany energii
ey =t TZNEe J
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2
MH = Tr(hg; + w—zkl) + Trwy; + Ey. (9)

Po uwzglednieniu zaleznosci (8), (9) mozna wyodrebnié czyste bilanse pedu i
energii wewnetrznej. Model przybiera wtedy postaé

%(akpk) + %(akpkwk) —I'y= _akPkwk%, (10)
Jwy, Jwy, dp =
s + WPEWE—— + Q- = Ty — Tr(wpi — wy) =
= =Tk — Qgpig cos ¢, (11)
Ohy Ohy dp op
akﬂk—f + akpkwk# - aka_lt - akwk“a—i — B — Ti(wp — wi) +

T
— D(hgi — hy) — _.Zi(wki —wi)? == Qk + wpr.  (12)

Przedstawione powyzej réwnania zachowania znane sa juz od dawna. Kluczowym
problemem, przy stosowaniu tych réwnaii do badania jednowymiarowych przeply-
wow dwufazowych, staje sie wiec odpowiednie zamodelowanie proceséw wymiany
masy, pedu i energii pomiedzy fazami, a wiec okreslenie e i By

Jak wykazuja badania eksperymentalne [20] o$rodki dwufazowe sa dysper-
syjne. Predkoéci rozchodzenia sie zaburzeii ci$nienia sq zalezne od czestosci. Ty-
powy przebieg takiej zaleznosci obliczony na podstawie modelu dwuplynowego
[15] przedstawia rysunek 1. Predkoéé dzwigku roénie monotonicznie wraz z cze-
stoscia od predkosci réwnowagowej a., az do tzw. predkosci zamrozonej ay, do
ktdrej zmierza asymptotycznie.

Dla fali nieskoriczenie wolno zmiennej (w — 0) inercyjne czlony wektora wy-
muszei C; zawsze zdaza doprowadzi¢ osrodek do stanu lokalnej réwnowagi termo-
dynamicznej. Tak wigc biegnaca fala porusza sie poprzez kolejne polozenie lokalnej
réwnowagi termodynamicznej. Dla fali nieskoficzenie szybko zmiennej (w — o)
czlony inercyjne C; nie sa w stanie zareagowaé i o predkosci fali decyduja jedy-
nie czlony nieinercyjne reprezentowane przez macierze A;; i Bi;. Matematycznym
odbiciem tego faktu jest zaleznoéé predkosci charakterystyk jedynie od wspélczyn-
nikéw przy pochodnych skladowych wektora stanu, tj. wyrazéw reprezentujacych
zjawiska nieinercyjne

|(LfA,’j —Bel=0 (13)
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Rys. 1. Typowy przebieg zaleznosci dyspersyjnej dla modelu ciaglego przeplywu dwufazowego.

lak juz wspomniano wezeéniej predkoéé zamrozona as okresla warunki zadlawie-
12 przeplywu. Jej precyzyjne wyznaczenie jest zatem bardzo wazne. Zalezy ona
edynie od skladnikéw rézniczkowych réwnaii zachowania. Poniewaz réwnania te
«2 znane, dla obliczenia predkosci ay wystarczy podaé zaleznosci na wymiang
wasy, pedu i energii 'y, Tk, Fy pomiedzy fazami. Wiele wskazuje na to, ze pro-
‘ukcja masy i przewodzenie ciepla, podobnie jak np. tarcie o cianki przewodu,
natury swojej sa procesami inercyjnymi. Odparowanie masy wody, czy trans-
ort ciepla wymaga skoificzonego czasu. Oznacza to, ze w przeplywie dwufazo-
+vm na predko$é zamrozona, bedaca najwieksza predkoscia propagacji informa-
. wplywa jedynie nieinercyjna wymiana pedu pomiedzy fazami. W takim razie
varunki okredlajace predkoéé zamrozona, a tym samym zadlawienia przeplywu
‘wufazowego, sa takie same w przypadku osrodka jednoskladnikowego i dwu-
iladnikowego. Opracowanie dobrej teorii miedzyfazowej wymiany pedu jest za-
sniem bardzo trudnym, poniewaz zjawiska zaleza silnie od struktury przeplywu.
vzglednienie tego faktu wymaga rozszerzenia analizy poza ramy modelu jed-
wwymiarowego. Dokladne okreélenie czlonu wymiany pedu T wydaje sie by¢
wczem do precyzyjnego wyznaczania predkosci zamrozonej. Obecnie jednym z
1 jczedciej stosowanych modeli, ktéry uwzglednia wplyw wymiany pedu, jest tzw.
model masy dolaczonej [21].

4. Przeglad ciaglych modeli przeplywéw dwufazowych

Jak wspomniano poprzednio predkos$é zamrozona ay stanowi, w przypadku
waku rezonansu, najwieksza mozliwa predko$¢ rozprzestrzeniania sie malych
Whurzeii w przeplywie. W rozdziale niniejszym zaprezentowano prébe analizy
volywu rozmaitych zalozeri na predko$¢ ay. Analiza taka dostarcza wielu cieka-
wweh informacji o falowej naturze modeli przeplywu.
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Ciagle modele przeplywu dwufazowego mozna podzieli¢ na jednorodne —
traktujace o$rodek dwufazowy jako jednorodng mieszanine i dwuplynowe —
uwzgledniajace rézne predkosci obu faz (poslizg miedzy fazami). W zaleznosci
od réwnania stanu moga to by¢ modele réwnowagowe, czeiciowo réwnowagowe i
nieréwnowagowe.

4.1. Model dwuplynowy nieréwnowagowy

Model dwuplynowy nieréwnowagowy jest modelem najbardziej ogdlnym z
badanej klasy. Dopuszcza on istnienie poslizgu pomiedzy fazami i nie zaklada
réwnowagi termodynamicznej miedzy fazami. Sklada si¢ z szeiciu réwnan beda-
cych bilansami masy, pedu i energii kazdej fazy (10 + 12). Dodatkowo istnicja
oddzielne dla pary i cieczy réwnania stanu postaci

Pk = pk(p, h), (14)

gdzie ciSnienie P jest jednakowe dla obu faz. Predko$é¢ diwieku w kazdej z faz
z osobna mozna wyrazi¢ za pomoca wczeéniej omawianej zaleznosci termodyna-
micznej

1

s
2

RN A (SN

Zakladajac, ze czlony wymiany masy, pedu i energii pomiedzy fazami nie za-
wieraja skladnikéw nieinercyjnych (rézniczkowych), z wyprowadzonej zaleznosci
dyspersyjnej (2) otrzymujemy wyrazenie na predkoéé zamrozona ay w postaci

1 1
(ay — wr)(ay — wg) [(“f — wg)*(ay - wL)Z(a'L/)GaT +agpL——)+
el eG

—agpr(as — wr )" appg(ag — wg)Q] =

Zakladajac ponadto, iz w danym momencie predkosci obu faz sa takie same wg =
wr, = w otrzymujemy

3 1 1 __
(af —w)? |(ay — w)Q(aLPG;LQ_ + aGpL == (agpr + aLpc)| = 0. (17)
el eG
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Plerwiastkami powyzszego réwnania sa

af1234 =W,

=

ledel + QL
PG PL - (18)
TR SN

o
2 2
pG %G AL aeL

afg,,(;:w:t

“rzyjmujac w = 0 otrzymujemy predkos¢ fal w osrodku nieruchomym. Zaleznosé
'8) przedstawiono na rysunku 2 (krzywa 1) w funkcji stopnia zapelnienia a = ag.
o obliczen przyjeto parametry odpowiadajace parze i wodzie z linii nasycenia,
sod cisnieniem p = 10° Pa. Jak widaé, w calym zakresie zmiennosci o predkosé
wropagacji zaburzen jest wigksza od predkosci diwieku w parze a.g. Wzér (18)
anowi swego rodzaju sredniag wazona predkosci ag i er. Tak wiec jedynym
mechanizmem obnizenia predkosci zamrozonej w mieszaninie dwufazowej ponizej
wedkoscei dzwieku kazdego ze skladnikéw moze byé nieinercyjna wymiana masy,
pedu badZ energii pomiedzy fazami. Dla granicznych stopni zapelnienia predkosé
¢~ zdaza do predkosci diwicku kazdej z faz, tzn. do a.g gdy ag — 11 acr gdy
. — 1.

8 ar [m/s]

7.007

600

\E q;)

-
4.00 (2)

5.0

3.00

2.00

(3)
1.00

000 0 0 030 o045 080 o7 0% x

« 2. Predkosé¢ zamrozona w funkcji stopnia zapelnienia (v = 0, p = 10° Pa)
‘fodel dwuplynowy nieréwnowagowy bez masy dolaczonej,
- Model dwuplynowy czesciowo réwnowagowy bez masy dolaczonej,
fodel jednorodny nieréwnowagowy,
fodel jednorodny czesciowo réwnowagowy.

4.2. Model dwuplynowy cze¢éciowo réwnowagowy

W modelu tym zaklada sie, ze jeden ze skladnikéw mieszaniny (zalézmy, ze
W i para) znajduje sie w stanie nasycenia. Wéwczas réwnania stanu dla pary
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redukuja sie do postaci

PG = pc(p),
ha = hy(p),
T = Ta(p)- (19)

Jest to réwnowazne z zaloZeniem, ze wymiana ciepla w kierunku doprowadza-
jacym pare¢ do stanu nasycenia ma charakter niebezwladnosciowy (nieinercyjny)
i jest nieskonczenie wielka. W konsekwencji tego zalozenia, model dwuplynowy
upraszcza sie do pieciu réwnain. Przyjeto, Ze réwnania energii bedace suma dwéch
bilanséw jest wspolne dla obu faz. W ten sposéb model przyjmuje nastgpujaca
postaé

19 A
—(aLp: —(arprwr) — 't = arprw.— i
m(mm)—l— OZ(QAPk'lUk) i QPEWE (20)
Jwy, dp
Qppr—F at e ] Okﬂk1UAa— + Oka_] = Lpl(e— wp) =
= =Tk — QkPkY COS P, (21)
Ohg Ohyp, Ohg ohy, Op
AGPGE =, BT R e BT =ugpGuGo — = O’LPLWLW = = ‘
IFC!

dp
~(agwe + agwr)z2 + Ta(hy - ha) -

- F 2w — i)’ - Tu(wg = wr) =

= Q + wgTte + WILTL- (22)

Taki model zastosowano w kodzie RELAP 5 obliczjacym awarie systemu chlo-
dzenia reaktoréw atomowych [22]. Dopuszczono w nim nieinercyjna (obok inercyj-
nej) wymiane pedu Ty pomiedzy fazami uwzgledniajac koncepcje masy dolaczonej

Jwr, Owg 2 Jwr, dwg
- —dtwg———w
ot ot ¢z Logpd

Ty = Caragp (23}

do fazy nieciaglej. Wielko$¢ C' jest tu stala zalezna od ksztaltu oplywanych cia
czyli od struktury przeplywu; C = 0,5, w przypadku oplywu pecherzykéw ku
listych [23]. Jak pokazano na rysunku 3 wplyw nieinercyjnej wymiany pedu n
predkosé zamrozona jest bardzo silny. Réznice pomigdzy predkoscia zamrozon
dla przeplywu rozwarstwionego (C' = 0) i homogenicznego (C = o0) sa duz
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8.00yF [rm/s]

7.00+

6.00

] 1
5.00 & (J )

4.00

2
3.00 2

2.001 (24

(4)
1.001

.00+ : i — —_— — r
g 0.00 015 0.30 0.45 0.60 0.75 0.90 o

“vs. 3. Predkoéé zamrozona w funkcji stopnia zapelnienia dla modelu dwuplynowego, czgsciowo réwno-
wazowego (RELAP 5) z masa dolaczong (u = 0,p = 108 Pa)
B0, (2) ¢ = 0,1, (3) 0 =054 € =5c0:

“otwierdza to teze o bardzo istotnym wplywie struktury przeplywu na warunki
radlawienia.
Predko$é rozchodzenia si¢ zaburzeii jest superpozycja predkosci oérodka i
edkodci zaburzein w o$rodku nieruchomym. W przypadku przeplywu dwufa-
wego przyjecie zerowej predkodci barycentrycznej i zerowego poslizgu prowadzi
‘o zalezno$ci na predko$é rozchodzenia sie zaburzei w o$rodku nieruchomym.

& wynika z obliczenn przeprowadzonych dla dyskutowanego modelu, predkosé
samrozona d g, z ktdra rozchodza sie zaburzenia o nieskoiiczenie wielkiej czestotli-
wosci jest prosta suma predkosci barycentrycznej w = 2wg + (1 — z)wg i czlonu
< niej niezaleznego co mozna przedstawi¢ w postaci réwnania

Afq.2-=-W + (Al,flyg . (21)

olyw poslizgu v = wg — wy, na @y jest niewielki, rysunek 4, i polega na asy-
siryzowaniu predkosci é; wzgedem kierunku przeplywu. W przypadku braku
welizgu (v = 0) predkosé rozchodzenia si¢ zaburzenn w gére i w dél przeplywu
Lana jest symetryczna zaleznoscia

ar=wtug; (25)

sl ag jest predkoscia zmrozong w o§rodku nieruchomym. Dla badanego modelu
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z masy dolaczona (RELAP 5)

DBl wyy3

; 1+sz—f)a PG
le = A 9 (26)
gdzie
dh ohy, dv ovy,
A= :c—g—<-—) g (1= (——) -1,
”{ dp ~ \dvr ), [ G gl

B = ho(w) = hofo.) = (o2 ) [oa) = vulps o))

i (aﬂ) : (27)

p \Ovr

Przyjecie zalozenia, ze para znajduje si¢ na linii nasycenia prowadzi do innych
niz poprzednio warunkéw granicznych w oérodku gazowym gdy z — 1. Na gra-
nicy z ciecza modele nieréwnowagowy i czeSciowo réwnowagowy zachowuja sie
identycznie a mianowicie

|
=
h
AR
15
SF
=~
Sl
=

af(x = 0)=a} = = (28)

(=]
l*l""
W BN
|
S|
=
Nt s
kS
AT
(o5}
)
S
N
P ol
=
|

co odpowiada predkodci dZwieku w samej wodzie. Dla gazu (2 — 1) otrzymujemy
nastepujacy wynik

oh
v (8‘UL)
if(z = 1) =a} = = # azg. (29)
1 |8hg _ dhg [ Bhg i
vG [ Ap dp <3UL)p}

Otrzymana w ten sposéb predko$é jest nizsza od predkosci dzwieku w parze
a2t = (g—;’)s 1 wykazuje zalezno$¢ od parametréw termodynamicznych cieczy.

Na rysunku 3 przedstawiono zalezno$é (26) dla C = 01i C = % co odpowiada

kolejno przeplywowi rozwarstwionemu i pecherzykowemu. W przypadku braku
nieinercyjnej wymiany pedu pomiedzy fazami (C = 0) predko$é zamrozona ag
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=t nadal $rednia wazong predkosci ar, i ag zdefinowanych zaleznoéciami odpo-
wiednio (28) i (29). Wplyw poslizgu pomiedzy fazami na predkoéé zamrozona jest
wiewielki w poréwnaniu z wplywem masy dolaczonej co pokazano na rysunku 4.

5.00 ]U; [m/SJ

7.001
6.0071
5.00-
4.00-
3.00 &
2.00 1

1.00 1 (2

0. 00 1 v t ¥ 1§ FEr T T t T +
.00 0.15 0.30 0.45 060 0.75 0.90 «

fys. 4. Predkoéé zamrozona w funkcji stopnia zapelnienia dla modelu dwuplynowego, czgéciowo réwno-
nagowcgo z masa dolaczona (C = 0.5, p = 10° Pa)
1) v =0, (2) u = 50m/s.

4.3. Model jednorodny nieréwnowagowy

Zakladajac, ze obie fazy poruszaja sie z te sama Srednia predkoscia w, ro-
zumiemy, ze wymiana pedu pomiedzy fazami jest nieinercyjna i nieskonczenie
wielka, W tym przypadku mozemy zsumowaé réwnanie pedu dla obu faz. Otrzy-
mujemy wéwczas model jednorodny nieréwnowagowy w postaci ponizej zapisa-
nych réwnai bilansu masy i energii oraz jednego réwnania pedu

0 0 A
E(akpk) o g(akpkwk) = Iy = —akprw—, (30)

A

0
(Q'G/)G T Q’LPL)— -+ w(ang -+ aLPL)—w % 8_1) =

= —1¢ — 71 — (agpc + aLPL)g cos ¢, (31)
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Ol s o i ap
akpk—aT + agprw T b aka = ak“’% +
=B~ T, - )=
= Qk + wTk. (32)

Powyzszy uklad mozna przedstawié w wygodniejszej formie z innymi réwnaniami
bilansu masy. Jedno réwnanie powstaje z sumowania bilanséw masy dla obu faz a
drugie w wyniku przemnozenia bilansu masy dla gazu i cieczy odpowiednio przez =
i (1-=2), a nastepnie odjecie. Wprowadzajac gestoéé mieszaniny p = arpr,+agpa
i uwzgledniajac zmiany w bilansach masy otrzymujemy

dp 0 A

2 T g, lPw) = —pu—, (33)
Dz
==k 34
th Gy ( )
Dw. . 0p., =
o T o ?, (35)
Dhy, Dp
O’k/’kD—tk = akD—It — E — Tp(hes — ht) = Qi + wr, (36) ‘
gdzie
Dt Bt 0z’

jest pochodng materialowa (substancjalna).
Model (33 + 36) jest modelem nieréwnowagowym uzupelnionym réwnaniami
stanu (14). Predko$¢ zamrozona dla tego modelu wynosi

i =w+ (37)

i zostala przedstawiona na rysunku 2. Zalezno$é¢ (37) w granicznych przypadkach
zdaza do predkosci w o$rodkach jednofazowych dla ag — 0 i ag — 1. Pomijajac
bardzo male stopnie suchosci, @ jest zawsze nizsza od predkosci dzwieku w parze
ag.
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4.4. Model jednorodny czes$ciowo réwnowagowy

Postulujac dodatkowe zalozenia do réwnan stanu fazy parowej analogicznie
jak w przypadku 4.2 mozemy rozwazyé model jednorodny (33 <+ 36) czeéciowo
rownowagowy. To zaloZenie pozwala nam zredukowaé uklad réwnan w rozdziale
4.3 do czterech réownan

9 4 2 () = —put, )
22 = 1, (39)

p% + %1;) = —T — pgcos ¢, (40)
%]Z-—&—QHUT (41)

zdzie h = zhg + (1 — ¢)h, jest energia calkowita mieszaniny i powstaje z sumo-
ania réwnan energii dla kazdej z faz oddzielnie.
Zgodnie z oczekiwaniem predko$é zamrozona dla tego modelu, przy w = 0
w¥NOSi

(SIS

v(am)
duy, »

(Lf =
il dh al . dv, d
oo - (82) |tz v -0 (%), b0

(42)

sokrywa sie z predkoscia obliczona w punkcie 4.2 dla nieskoficzenie wielkiej masy
tolaczonej, rysunek 2.

Powyzszy model cechuje si¢ wielka prostota poniewaz eliminuje klopotliwe do
creslenia czlony wymiany pedu i energii pomiedzy fazami T} i E.

4.5. Model jednorodny réwnowagowy

Ostatnim i najprostszym z analizowanych modeli jest model jednorodny obu-
ronnie réwnowagowy. Zaklada on nieinercyjna i nieskoficzenie wielka wymiang
wasy, pedu i energii pomiedzy fazami. Obie fazy znajduja si¢ w stanie nasycenia.
tedy réwnanie stanu przyjmuje posta¢ @ = a(p, h). Réwnanie (39) z poprzed-
wezo modelu staje sie niepotrzebne i model przybiera postaé

dw A

D
S5 b= —pu (43)
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Dw 0p
o7 g T Th R, (44)
DhiDp
SO Gl : 4!
Ppi -7 wrer (45)

Dla tego modelu predko$é zamrozona wynosi

¢

=

1
‘A’f:“’i@_ﬁ): R ; (46)

gdzie

1

; == IUG(])) < (1 v .CU)UL(])) )
ool
" ha(p) = hi(p)

Predko$¢ a; w tym modelu jest réwnowazna predkosci dZzwieku w modelu homo-
genicznym (43--45) pozbawionym sil wymuszajacych tzn. prawych stron ukladu
réwnan. Dla tak uproszczonego modelu homogenicznego mozemy méwic o predko-
$ci dZzwieku poniewaz uklad tych réwnaii mozna sprowadzi¢ do réwnania falowego

82 ik 2
P J%p T

TR Y]

Uwzgledniajac jednak sily wymuszajace, model (43+45) ma wlasnosci dysper-
syjne, gdyz wektor C; ukladu réwnan jest zalezny od wektora stanu. Z tego tez
wzgledu predko$é¢ réwnowagowa jednorodnego modelu réwnowagowego a., jest
mniejsza od predkosci zamrozonej. Roznica moze by¢ niewielka lub wrecz pomi-
jalnie mala jesli przyjmiemy, ze —} = %‘% = 0(¢),e € 1 oraz w = 0(€) natomiast
= %uﬂpf%, gdzie C, jest obwodem kanalu. W takim wypadku jedynym czlo-
nem powodujacym dyspersje bylby czlon zwiazany z sila masowa pg. ‘
Przebieg a; w funkcji a opisany réwnaniem (46) przedstawiono na rysunku 5.
Podobnie jak dla wszystkich poprzednich modeli czeSciowo réwnowagowych, tak i
tutaj, gdy zalozono, ze obie fazy sa w stanie nasycenia, predkoéci @y na granicach
stosowania modelu tzn. dla ag — 11 ag — 0 jest rézna odpowiednio od a.g
i @.r. O réinicach w odniesieniu do a.g wspomniano juz wczeéniej przy okazji
wprowadzenia zalozenia o tym, ze gaz ma wlasnosci pary na linii nasycenia.
Roéznice miedzy af(ag — 1) i a.g mozna uwazaé za niewielkie. Obie predkosc
sa tego samego rzedu wielkosSci. Inaczej przedstawia sie sytuacja na drugiej granicy

€~ - el L <0 4
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modelu, w poblizu cieczy. Nieciaglo$¢ na tej granicy siega kilku rzedéw wielkosci.
Sranica lewostronna a.;, = 0(10°m/s) podczas gdy granica prawostronna przy
siénieniach okolo 10 baréw ds(a — 0) = 0(10'm/s). Ten ogromny skok bierze
sie stad, ze w modelu réwnowagowym bardzo silnie zmienia si¢ stopien suchosci
r pod wplywem zmian ci$nienia, czego nie obserwuje sie w modelach nieréwno-
wagowych, gdzie 2 jest zamrozone. Oméwiona powyzej nieciaglos¢ w modelach
swnowagowych staje sie powazna przeszkoda w rozwiazywaniu zagadnien przej-
icia cleczy w mieszanine pary i cieczy na skutek spadku ciSnienia podczas prze-
olywu w kanale (ang. flashing). Ta wada modelu jest gléwnym powodem jego
sgraniczonego stosowania w praktyce [9].

5. Whnioski

Wilasnosci falowe przebadanych podstawowych modeli ciaglych, jednowymia-
rowych wydaja sie zachowywaé pewna prawidlowosé. Decydujacy wplyw na pred-
2S¢ rozprzestrzeniania sie zaburzen we wszystkich modelach maja procesy wy-
miany masy, pedu i energii zachodzace pomiedzy fazami. Wymiana masy odbywa
sie poprzez odparowanie i kondensacje. Wymiana pedu zwiazana jest z przeno-
szeniem tej cechy wraz z masa tworzacej lub zanikajacej fazy jak réwniez poprzez
naprezenia styczne na powierzchni miedzyfazowej prowadzace do réznicy pred-
cosci obu faz. Ten sam wplyw ma,ja naprezenia na Sciankach kanalu. Wymiana
-nergii podobnie jak pedu odbywa si¢ za posrednictwem masy jak rowniez poprzez
srzeplyw ciepla na granicach faz a takze z zewnatrz. Wszystlue te procesy dzia-
aja w kierunku obnizenia predkosci fazowej. Moga mieé charakter oddzialywania
: nieskoniczenie duza szybkoScia, bezinercyjnie lub tez wymagaja pewnego skon-
zonego czasu dzialania czyli moga by¢ uwazane za czlony inercyjne. Procesy bez-
zercyjne obu faz czy tez réwnowaga termodynamiczna, powoduja obnizenie pred-
wosci zamrozonej a tym samym zmniejszenie strumienia zadlawienia przeplywu
twufazowego. Procesy inercyjne nie wplywaja na predkosé¢ zamrozona jakkolwiek
2 gléwnym powodem dyspersyjnosci oSrodka wzgledem czesto$ci zaburzen. Ob-
1zaja predko$é réwnowagowa a tym samym predkosé fazowa w zakresie niskich
zestoSci zaburzen, co uwidacznia si¢ na rysunku 1.
Sposréd analizowanych tutaj modeli najwieksza mozliwa predkosé propaga-
- malych zaburzeii przewiduje model dwuplynowy nieréwnowagowy bez masy
lolaczonej, ktérego wlasnosci pokazano na rysunku 2. Predkosé¢ zamrozona w
rrzeplywie dwufazowym spelniajacym zalozenia modelu nieréwnowagowego dwu-
1 ynowego jest Srednia wazona predkosci dZzwieku w cieczy i w parze i zawsze jest
wicksza od tej ostatniej. Najmniejsza mozliwa predkosé propagacji przewiduje mo-
‘=l jednorodny réwnowagowy, rysunek 5, w ktérym procesy wymiany masy, pedu
snergii pomiedzy fazami przebiegaja bezinercyjnie. Skutkiem tego system dwu-
wzowy moze mie charakter dyspersyjny tylko poprzez dzialanie sil zewnetrznych
"'ﬁkty nieliniowe. Te ostatnie mozna praktycznie pominqc’ Wszystkie pozostale
odele przewiduja prqdkosm zamrozone mieszczace sie w granicach wyznaczo-
1vch przez dwa wspomniane powyzej modele.
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Rys. 5. Predko$é dzwigku w funkcji stopnia zapelnienia dla modelu jednorodnego, réwnowagowego (p=
10°Pa).

Waznym wnioskiem wyplywajacym z przeprowadzonej analizy jest stwierdze-
nie faktu, ze zbliZone warunki zadlawienia przeplywu, ktére moga byé latwo zwe-
ryfikowane na drodze eksperymentalnej, mozna uzyskaé poprzez zastosowanie réz-
nych modeli szczegdlnie w zakresie niskich stopni zapelnienia a odpowiadajacych
przeplywowi pecherzykowemu. Oznacza to, ze podobne predkosci zamrozone @y
mozna uzyska¢ poprzez zastosowanie modelu dwuplynowego z masa dolaczona,
modelu jednorodnego nieréwnowagowego i modelu jednorodnego czesciowo nie-
réwnowagowego co wyraznie wida¢ z rysunkéw 2, 3 i 4. Ten fakt komplikuje moz-
liwosci poznawcze. Wydaje sie jednak na podstawie badan eksperymentalnych
Réocreux [9,24], ze decydujacy wplyw na zachowanie si¢ przeplywu dwufazowego
pary i cieczy maja procesy inercyjnej wymiany masy. W $wietle powyzszego model
jednorodny, czeiciowo réwnowagowy moze z powodzeniem opisaé ilosciowo zacho-
wanie si¢ przeplywu w warunkach zadlawienia i jednoczesnie bedzie w zgodzie z
fizyczna interpretacja zjawisk zachodzacych miedzy fazami. |

Praca wplynela do Redakcji we wrzesniu 1989 r.
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ZALACZNIK

Analiza malych zaburzeni

Badany jest uklad réwnan (1)

0o Jdo; ,
Ai]-(a,)%JrB,-j(al)a;‘;+C’,~(a[,z) —10. (Z—l)

Zalézmy, ze 0¢(z,t) jest rozwiazaniem ukladu (1). Pragniemy zbadaé odpowiedz
ukladu na male zaburzenia §0;(z,t) wprowadzone do rozwiazania UJ‘-’(z, t). W tym
celu podstawiamy o¢ = §a; do (1).

o7 + ba; do? + éa;

Aoy -I—(Scrl) o + Bi;(0] 4+ b607) 8 +C,-(Ul°+6al,z) =0.. (7.3

Rozwazana przez nas klasa modeli jest nieliniowa. NaloZone zaburzenie zmieni
wigc rowniez macierze wspélczynnikéw A;;, B;; oraz wektor wymuszeii C;. Zakla-
dajac, ze §0; sa male rozkladamy A;;, B;; i C; w szereg Taylora wokél rozwiazania
niezaburzonego o7 i ograniczamy sie do wyrazéw liniowych rozwiniecia,

0A;
Aij(o] + ba1) = Aij(a7) + = (01 )éom + 0(607),

0B;;
Bij(0f + 801) = Bij(o7) + =2 (o )b + 0(60)?,

+ ﬁ(a,", 2)6om, + 0((501)2 (Z-3)

)
Ci(a] + b0y, 2) = Ci(a},'2) 90
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Pomijajac skladniki rzedu 0(60;)? otrzymujemy

0A; do? + bo 0B; dol + éo;
S(0D)+ 32 (o )6 ]———at— [Bi(07) + S oyt L
oC;
— (o7 —a1) Z-4
+80m (0], 2)00 =1 (Z-4)

Uwzgledniajac fakt, Ze 0°(2,t) jest rozwigzaniem ukladu (1) dochodzimy do
raleznosci

0(50J 8/12']' 5 do? aAij 850']'

Aij(o7) e (a7 )60,,1—871 + Jo., (0fYom—= +
+ Bij(o )ag‘;’ + gi‘i(a,")aam% +ng: af)éa 8;” +
* (f))fil(gl s2)bom = 0. ‘ (Z-5)
“rzyjmujac zaburzenia w klasycznej postaci
doy = §i(k)expi(kz — wt)) (Z-6)

zdzie §; jest stala a‘mplitudab, zaburzen i podstawiajac je do (Z-5) otrzymujemy

OA,] ) a;

8B, o]
J( l) at m

—flij(al")éjiw + Bl-j(a,o)éjik -+

om +

OAz ;

(‘71 )6;6miwezp [i(kz — wt)] +

on. : : 0L
+ - L(07)bm b ikexp[i(kz — wt)] + —,a—a—(crl w20 =10 (2-7)

“iladniki 5 i 6 powyzszej sumy, zawierajace iloczyn §;6,,, beda mniejsze od po-
talych gdy amplituda malych zaburzed § — 0. Pomuajqc te dwa skladniki i
lac rownanie przez czynnik iw zaleino$é (Z-7) przybiera postaé



42 Z. Bilicki, P. Downar—Zapolski

; k
Aij(a7)6; — ;Bij(ffz")%' +

i [04ij . 00F . | 3By, , 097
g B O g o gy i)y I t
ao.. £
+a—a;(ol,z)6m = 0. » (Z-8)

Jest to jednorodny uklad réwnan liniowych wzgledem é; = §,,,. Warunkiem istnie-
nia nietrywialnego rozwiazania jest zerowanie si¢ wyznacznika macierzy wspdl-
czynnikéw a mianiowicie

o k o
Aii(o7) = 5132'1'(01) e

iy [(‘)Aim (0025 4 OBim 01005 aC
w | Oo; LT do; T da

= 0. (2-9)

f(alo’ Z)‘sm]

4

Stosunek liczby falowej k do czestotliwosci w ma sens odwrotnoéci predkosci roz-
chodzenia si¢ zaburzeii. Powyisze réwnanie stanowi wiec zaleznos$é dyspersyjna
na predko$¢ rozchodzenia sie malych zaburzeir w ukladzie opisywanym mode-
lem (1). Jest ono wynikiem liniowej, lokalnej analizy metoda malych zaburzef.
Warto zwréci¢ uwage na zawarte w nazwie zalozenia tej metody. Po pierwsze

nieliniowos¢ ukladu réwnai (1) zostala uwzgledniona poprzez liniowe rozwiniecie

macierzy wspdlezynnikéw A;; i B;; i wektora wymuszeir C; w szereg Taylora.
Po drugie sytuacja analizowana jest w konkretnym punkcie przeplywu i dla kon-
kretnego rozwiazania of, na ktére nalozyliémy zaburzenie. Po trzecie wreszcie
opuszczajac czlony wyzszego rzedu zakladamy, ze amplitudy zaburzen sa male.
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Wave Phenomena Occuring in Two-Fluid, Homogeneous Two-Phase
Flow Model

Summary

The paper explores features of one-dimensional wave phenomena which occur in continuous models of
wo-phase flow. Special attention is placed on sources of dispersion included in the models and chocking
“endition for two-phase flow. Effects of a specific assumption contained in the models on the propagation
{ small disturbances with infinite frequencies is studied.

BosHoBLIC ABJIEHMA B OBYX’KUIKOCTHBEIX M OMHOPONHBIX MOIEIIAX
JAByX®a3HOro MOTOKA

Pesome

E;E',JCTaBﬂeH aHaJIN3 OJHOMEPHBLIX BOJIHOBBLIX CBOﬁCTB, NOCTOAHHBIX Mo,u.eneﬁ ABYyXPa3HbIX MOTO-
$ioB - Oﬁpau(euo BHMMaHWE Ha UCTOUHUKHU JAUCNEPCHOCTH MO}IE.Heﬁ U Ha YCJIOBUA 3aNUpPaHUA IO-
moxa. Ha ocnoBanum UCHBbITaAHHBIX Mo,uene'v’{ NpencTaBJIEHO HArJAAHO BJIWUAHUE OTHEJIHBIX MCXOM-
WX aHHBIX Ha CKOPOCTH pacnpoCTpaHEeHUsA MCKa*XeHUH ¢ GecKoHeuHo GONbIIMMHK YaCTOTAMM.



