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Cdarrsk

]

Zjawiska falowe w dwupłynowych i jednorodrryclr modelach
przepływu dwufazowe8o

Przedstawiono analizęwlaściwości falowych jeclnowymiarowych, ciąglych modeli przeplywów dwu-
fezłwych. Zwrócono uwagę na źród}a dyspersyjnośći ńodeli i na warunki zadławienia przepływu.-Na
podstawie przebadanych modeli zobrazowano wpływ poszczególnychzałożeń na prędkości rozchbdzenia
Ę zaburzeń o nieskończenie wielkich częstotliwościach,

Wykaz oznaczeń

,ł - pole powierzchni przelooju poprzecznego
kanału,

l - prędkość fazowa,
ą- prędkość równowagowa zaburzeń,
c1- prędkość zamlożona zabutzeń,
C - wspólczynnik masy dołąćzonej,
§ - strumień wymiany energii pomiędzy fazarni,
9 - przyśpieszenie ziemskie,
& - entalpia właściwa,
ł - liczba falowa,
p - ciśnienie,
Q - strumień ciepla na jednostkę objętości

dostarczony z zew nąLrz,
T - wymiana pędu pomiędzy fazami, temperatura,

t - cżas,
u - poślizg,
u - prędkość średnia,
z - wspóIrzędna przestrzenna,
o - stopień zapelnienia,
| - strumień wymiany ńasy pomiędzy fazalni,
p - gęstość,
o; - składowe wektora stantu,
7 - strata ciśnienia na skutek iarcia

na jednostkę długości przewodu,
czas charakterystyczny r = 7 /u,

c.r - częst,oŚĆ zabus,zeń.

Wskaźńki dolne elotyczą:

G - pary,
& - tieczy,

K - pary lub cieczy,
.Ii;- powierzchni rozdzlalw faz,
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1. 'Wprowadzenie

lt{odelowanie przepływów dwufazowych pary i cieczy pod kątern uzyskarria
zgodności ze zjawiskami falowymi jest istotnym zagadrrieniem poznawczyrn i apli-
kacyjnym. Najlepszym sprawdzeniem tej zgodności są pomiary eksperymentalne,
prowadzące do wyznaczenia krytycznych,, maksymalnych masorvyclr strumierri
przepływów w kanałach. Przepływ, w któryrn zostaną osiągnięte paranretly kry-
tyczne nazwano przepływem zadławionym. Zadławienie przeplywu wiąże się ściśle
z prędkością rozptzestrzerriania się zaburzeń. W przypadku gdy prędkość ta jest
większa od prędkości przepływu, informacje o warunkach na wylocie z kana,lu
mogą się przerrosić w górę przeplylvu i strumieir ma,sy przeplyrvającej rv kanale
może się zmierrić na skutek zmian tyclr warurrkórv. Ciągle oddziaływarrie warulr-
ków brzegowyclr na przeplyw zostaje przerwarre w clrwili, gdy przeplyrv osiągllie
rv jakimkolwiek przekroju kanalu prędkość rówtrą prędkości tozprzesttzcniania
się w nirn zmiari ci,śrrierria czy też inąej wielkości fizyczttej [1].W gazodyrrarnice

- akustyce, gdzie uklad t,ówrrair bilarrsu masy, pędu i energii rnoże być sprowa-
dzony do jedrrego rówrrania cząstkowego lriperbolicznego, tzrv. rórvnania falowego
opisującego zmiany ciśnienia P [2,3], prędkość, przy której następrrjc zadlawierrie
jest prędkością dźwięku i ma definicję termodynaniczną

gd,zie p ozl7aczagęstość, s errtropię. Oclpowiada ona lozclroclzeniu się rrralyclr za-
burzeń w ośrodku, rv któryrn efekty rvynikające z rrieodrvracalnyclr przemian są
ponrijalrrie lrnale. Z fizyczlego purrktu widzenia, starr ośrodka zmienia się wówczas
zllacznie szybciej rriż zjawiska w nitrr zacltodzące. W konsekwerrcji stany tcrmody-
narniczrre są niezależrre od szybkości zaclrodzącyclr procesów. Opisują je równania
równowagowe, a prędkość rczprzestrzetriania się zaburzefr w ośrodku rrie zależy
od dlugości fal, jeśli tylko będą one większe od średniej drogi swobodnej mole-
kul. Terr ostatni warurrek jest konieczny dla uzrrarria ciąglości przyjętego nrodelu
ośrodka.

W odróżnieniu od ośrodków jednofazorvyclr, nrieszarriny drvufazowe charak-
teryzują się dyssypacją energii w zachod,zących procesach oraz dyspersyjrrością
względem częstotliwości zabrrrzeir. Dyssypację rozunrierny tu jako występowarrie
w przeplywie procesów nieodwracalrrych, prowadzących do produkcji errtropii i w
korisekwencji clo tlurnienia rozclrodzących się zaburzefr w przeplywie. Dyspersyj-
ność, która rnoże być sporvodowana, między ittnylrli, rrielirriowością i dyssypacją
polega rra tym, że pręclkość zaburzefi jest funkcją iclr częstotliwości. Wymierrione
lvyżej .własności mają zrviązek z tyrn, że w przepływacli dlvufazorvyclr pary i cie-
czy stosutrkorvo łatwo rnoże być rraruszorry stan równowagi termodyrranricznej [4].
Wewnętrzne pTocesy dzialające w kierunku przywrócenia tego stalru zwarre relak-
sacją [4,5] trwają stosurrkorvo dlugo, tak że czas iclr trlvania - czas relaksacji,

,= (n)'"'',
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staje się porównywalrry z czasem zmian zac.hodzących w ośrodku podczas prze-
pływu. Najczęściej relaksację aproksymuje się za Mandelsztamem i Leontolviczem
i6] procesem inercyjnym o stałej czasowej O. Proces relaksacyjny prowadzi w korr-
sekwencji do wspomrrianej powyżej dyspersji ośrodka. W ośrodku dyspersyjnyrn
za Tozprzestrzenianie się zaburzeil odpowiada prędkość fazowa cl,(u) = alk(a),
sdzie a oznacza częstotliwość, k liczbę falową [4,7]. Ma orra interesującą interpre-
tację przy granicznyclr częstościach zaburzeń al. Dla powolnyclr zabutzeń, wywola-
:rl,clr niskimi częstościami co(ł., -* 0), czas zachodzących w przepływie zmian, nrie-
:zony odwrotnością częstości r = 1lu,jest dużo większy od czasu relaksacyjrrego
O. Spełrrienie warutrku r > O można lważać za podstawę uztrarria systemu clwu-
:azorvego w lokalnej równowadze termorlynamicznej. Prędkość fazowa dla takiego
rrzypadku jest prędkością rozclrodzenia się zaburzeir w ośrodku rówrrorvagowyl}l
_ stąd zwal)a jest prędkością rórvrrowagową Q," = a(u -* 0). Z kolei zaburzenia
l rvysokiclr częstościaclr (,, - oo) clrarakteryzuje krótki cza,s T zrlążający do
zera,. W przypadkrr, gcly jest orr zrraczrrie rnrriejszy od czasu relaksacji systemu
o. r ( o, rvórvczas systenr clrvufazorvy nie jest w stanie nadążyć za wyrvola-
:rvrrri zrrriananri. Paranetry ternrorlynanriczne cha,rakteryzujące się relaksacją O;
i odporviacla liczbie pararnetrów relaksującyclr się) są nieczułe rra te szybkie za-

-rurzerria,, 
są jakby za,nrrożone. Prędkość rozchodzenia się zaburzeit z częstością

_-, --+ oo nazwano w literaturze pręclkością zamrożoną &l = a(LD -, oo). Trzeba
_ednak zclarvać sobie sprarvę z tego, że pojęcie pręclkości zamrożonej furrkcjonuje
:aczej na grurrcie matematyczlyml potrieważ fizyczlie tlie rnożna zrealizować nie-
.ioI1czenie dużych częstości. Poza tynr, zwiększając częstość zablrzeń generujemy
_oraz krótsze fale, W tynr aspekcie istrrieje, podobriie jak dla ośrodka jedrrofazo-
,,,,ego, grarrica stosowalności ciąglych modeli przepływu dwufazowego do analizy
_'arvisk falorvyclr. Granica ta określorra jest dlugością fal niosących zaburzenia w
, środku clrvufazorvym. Fale porvitury nrieć długości znacznie rviększe od rozmia-
: jrv clrarakterystycznyclr przeplyrvu dwufazowego, takich jak średriice pęclrerzy,
,.:opli i innych struktur. Pra,ktyczlrie rna to związek z czasami relaksacyjrryrni zja-
,.isk zaclrodzącyclt rv przeplywa,ch par.y i cieczy. cza,sy te uzyskane rra podstawie
,szacowail teoretycznyclr[8] i badair eksperymentalnyclr [9] mieszczą się w grani-
:aclr 1,0+0,01 s. Oznaczato,żepraktycznie przy zaburzeniach o częstościach
i,iekszych orl c,l, = T =_ ffi } systerrt dwufa,zowy ttroże być traktovrarry jako za-
:::rożolry, a nie dopiero pIzy (, -+ oo jak to fornalnie postulowano wcześrriej przy
,,,,prorvaclzerriu pojęcia pręclkości zanrożoltej rły. Częstość gra,nicztra c.l, oclpowiacla
:ługości grarricznej fali zaburzeir ), - (1 + 0,1 nr), gdy przyjmiemy do obliczeir
:rędkość fazowąct = 70 m/s, co jest zgodrre z wynikarni eksperynrerrtórv [9]. Z
:,orvyższego q,ynika, że ), jest zna,czlie większe, rrp. od wyrniarów pęclrerzyków
_ = 0(10-3 m). Zatem analiza zjalvisk falowyclr rv dyspersyjnym ośrodku dwufazo-
",,.,r,rłr da,je, po pierrvsze , fizyczne rnożliwości odrvolyrvarria się do prędkości zanro-
:onej porrieważ u ( oo, a po drugie, trie naruszaza|ożeń leżącyclr u podstarv sto-
.orvarria rnodeli ciąglych ponieważ \n ż d.Skomplikowany charakter przepływu
,Crvufazowego rozciąga się rórvnież na pojęcie prędkości dźwięku czy też równo-
ii,ażne prędkości krytycznej. W ogólnym przypadku, gdy system jest dyspersyjny,

2I
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pojęcie to jest rozumiane inaczej rriż w przepływie jednofazowyn rówtrowagowym.
NajczęŚciej bywa utożsamiane z prędkościązamrożoną a1. Warto jedrrak zwrócić
uwagę na fakt, Że prędkoŚĆ dźwięku w przepływach wielofazowyclr odnosi się do
zabrrzeń wywołanych kilkoma naraz wielkościami termodynamicznymi związa-
nych ze sobą kombinacją liniową [10], a nie jak w gazodynamice-akustyce tylko
do jednej wielkości, np. ciśnienia. Powodem tego stanu rzeczy jest to, o czym
rvspomniano wcześniej, że modele przepływów dwufazowych w postaci uklarlu
równań bilansów, uwzględniające charakterystyczne cechy ośrodka, nie mogą być
zredukowane do jednego rówttania falowego bez daleko idącyclr uproszczeir.

Interesujące i często trudne do interpretacji własności ośrodka dwufazowego
pochodzą od relaksacyjnych procesów wymiany masy, pęrlu i energii rra grani-
cach faz, pary i cieczy. Powinny'się one ujawrrić w nrodelach rnatematycznyclr.
Celem pracy jest pokazarrie źródeł dyspersyjrrości rv dwuplynowyclr i hornogenicz-
nych modelach dwufazolvych oraz ustalenie zakresu zmian prędkości krytycznej
w zaleŻrroŚci od przyjętego modelu, a tym samym od zalożorrych meclrarrizmów
oddziaływania międzyfazowego.

W baclaniaclr zjawisk falowych ośrodków tlrvufa,zolvyclr spotyka się clrva spo-
soby opisu. Jeden opiera się rra analizie modeli uwzględrriających struktury prze-
plyrvu dwufazowego i znarry jest w litelaturze szczególrrie rv odniesienirr do mie-
szaniny pęclrerzykowej [11,12,13,14]. Sposób ten wykorzystuje zalożelia o poten-
cjalnym przeplywie wokól pulsującego pęcherza. W clrugim sposobie przyjrnuje
się za podstawę modele ciągłe, w których wszelkie niejednorodności są uśrecltria,ne
[10,15 16]. Przedstawione nrodele nrają tę przewagę nad poprzednimi, że rnogą być
z powodzeniem stosowane do przeplywów, w którycli za,lożenia o potencjalnynr
przeplywie fazy ciąglej byłyby trudne do uzasadrrienia. W prezerrtowariej pracy
tozważania ograniczono do przepływów, które opisywane są modelanri ciągłymi.

2. _ Reakcja modelu na zaburzenia falowe

Zdecydorvaną większość istriiejących jednowymiarowych nrodeli przeplywu
ośrodka drvufazowego nroźna ująć rv postaci ukladu quasi-liniorvvch cząstkowyclr
równań różrriczkowyclr. Stosując umowę suma,cyjną Einsteirra zapisujemy je w
postaci:

eu@)* + Btj(ol)* ł C;(rr1, z) = 0, (1)

gdzie oi są składowymi wektora stanu, tj. zbioru parametrów zależnych od czasu
i współrzędnej przestrzerrnej z. I1ość składowyclt zależy od przyjętego modelu,
A;i otaz Blj s4 macierzami, a Ci wektorem wymuszeń zewnętrznyclr.

Wygodnym i często spotyka,rrym rrarzędzien do badania wlasrrości falowyclr
modeli jest analiza małych zaburzeń [17,18]. Daje ona odpowiedź na pytania czy
model jest dyspersyjny, jakie są prędkości tozptzestrzeniania się małych zaburzeit
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_ czy model jest stabilny, tzn. czy tłurni zaburzenia. Wnioski, które wyrrikają z
znahzy malych zablrzeń są na t3,ił: ważne, że istotną ruecząjest prześledzenie
-;,-r,prowadzenia ogólnego równania dyspersyjnego, a tym samym poznanie przy-
';tl,clr zalożeń i uproszczeń. Wyprowadzerrie równania dyspersyjnego zgodrrie z
::etodą za,proponowauąptzez Ramslrawa i Trappa [18] zamieszczono w Załącz-
:_iku do prezentorvanej pracy. Wynikiem analizy małych zaburzeń jest zależność
:1,spers}jna (Z-9) rv postaci równości wyznacznika

23

:Ązie i jest jednością urojoną, i2 = 1.
,]kreśla oria prędkość fazorvą ,lk - cl, czyli pręclkość tozptzesttzerriarria się
:_alych zaburzeir 6ot - ól(ł)exp[i(kz - '.'t)] w ośrodku dwufazowyrn opisanym
:_odelern (7). Zależlość dyspersyjna (2) pokazuje , że prędkość fazorva a zmie-
-__a się z częstościąa jeżeLi tylko D1; l 0. W przypadkrr gdy nracierz D;1 jest
___eograniczona, związek dyspersyjny (2) af k = a(u,,) staje się nienronotoniczny i
:_oże wykazywać własności rezonansowe. Zdarza to się wówczas, gdy ria przykład
:,,)rowadza się do modelu drgający ruch pęclrerzyka gazowego. Anaiizę tycli przv-
: adków pornirrięto. Ilrteresujący, z putrktu rviclzenia wlasności falowych modelu

_ i. jest przypaclek ograniczonej rna,cierzy D;i oraz zablrzeń o nieskończenie du-
:','clr częstościach 0, -} oo. Wtedy af k = 11/, natomiast wyrażeltie jD;i zanika.
],",jrvrrarrie (2a) przeclrodzi rv rórvtla,rrie clrarakterystyczne [7,10,18]

tlet|A;1 @) - IB oi @il+ L o ;11ri;1 = 0,

)A;n Ooil 0B;^ }oil , 0"ltlij= 
ą a' O"jE*Ę'

aet|A;1@)- La,i@?)] = 0.

(2")

(2b)

(3)

] :órvnarria (3) rvidać natyclrrrriast, że clrarakterystykarni rnodelu (1) ,ą prędkości
:,:irrrożorre ay. Okazuje się, jak pokazano rv [t0], że rv ogólnyrn przypadku prędko-
i,:; clrara,kterystvk rrie rrrożna przypisać poszczególnym składowyrn wektora starrrr
- a jedyrrie różnym konrbirracjotn liniorvytn tych skladowych. Prędkości za,mlo-
:):).ę {lJ) jako rrajwiększe, są odpowiedzialrre za określerrie wa,rutlków zadlawierria
::ueplywu. Walurrki te powstają wówczas, gdy najrnniejsza z prędkości zamro-
: .:rvclr osiągrrie wartość rówrrą zero. Wtedy wszystkie wygenelowane in{ormacje
:::chodzą się tylko w jednyrrr kierunku, a tniatrowicie w dól przeplywu. Zmialy
:,,i,rametrów na wyjściu z ka,nalu nie wywołują reakcji na wejściu.

Dla modęli_falorvych opisarrych układem równań hiperbolicznych, prędkości
:'arakterystyk są skończorryrni liczbami rzeczywistymi. Układy paraboliczne po-
; "alają na przemieszczanie się zaburzeń z nieskor'rczenie wielką prędkośdią. Dla
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układów eliptyczrłych charakterystyki są zespolone. W tym przypadku to, co się
dzieje w darrej clrwili, zależy od tego, co się będzie działo. Zagadnienia na rvarutrki
początkorve opisane układem równair eliptycznych są źle sformulowane (arrg. ill
posed), [i7,18].

Wracając do arralizy nrałyclr zabltzeń zajmiemy się zagadnienietrr stabilności
modelu (1). O stabilności modelu, czyli jego zdolności tlunierria zabutzeń 6o1
po czasie t zdążającym do nieskoficzoności, decydują zespololre pierwiastki c..,(A;)

(ptzy czym ł jest rzeczywiste), które pochodzą z tozwiązania zależności dysper-
syjnej (2a). Warunek stabilności modelu jest spelniony wtedy, gcly urojona część
c..,(A") jest nie większa od zera, In,łĄu) < 0. W szczególności gdy Im(a) = 0 uklad
posiada rreutralną stabilność, tzn. że zaburzenia rozchod,ząsię bez tlrrmienia i J_lez

rvzmocrrienia.
Zależność (2) rzuca pewne światlo lta, za,gadtlierrie clyspersyjności nodeli. \Ąri-

dzimy, że dla badanej klas} rnodeli (1) występują dwa źródla dyspcrsyjności.
Jedno źródlo tkwi rv rrieliniowości równair, gd,yż A;i = A;i(ot) i Bu -_ B;i@t).
Drugie poclrodzi stąd, że wektor zervnętrznych wynruszeń C; jest funkcją wektora
stanu. Terr fakt może prorvadzić do powstania procesów ewolucyjrrych o iner-
cyjrrym clrarakterze zrrriarr skladowycli wektora stanu o1, Przykladenr tego typu
źródla może być równanie

dot __oi-o|
dt- o '

które.często występuje w moclelaclr przepływów nierównowa,gorvyclr [8]. Pizy tcj
okazji rrależy zwrócić uwagę rra fakt, że wspólczyrrniki A;; i B;i po rozwitrięciu
w szeleg Fouriera, tra,cą swoją rrieliniowoŚć. Dlatego analizując nielirriowy rno-
del przepłyrvu możerny mówić o dyspersyjrrości, która pojęciowo jest związana
rvyłącznie z równaniami lirriowyni. Jak wyrrika z szacowania rzędów wielkości
[15], wpływ rrieliniowości na prętlkość rozclrodzenia się zabltzei staje się istotrry
dopiero wówczas, gdy zmiarra prędkości przeplywu niezaburzonego na odcirrku
rówrrym dlugości fali jest tego samego rzędu co prędkość dźwięku. Dlatego w
większości przypadków dyspersyjny rvplyrv nielirriowości nrożna ponrinąć. Wobec
tego decvdrijącą rolę odgrvivają proc€sy inercyjne, których zadzialanie wyma,ga
skończonego czasu. Jak widać z równań (2) nie mają one wplywu rra prędkość
zabarzeń o rrieskończenie wielkich częstotliwościaclr, gdzie czas dzialania zmierza
do zera. Wyraźrrie jednak wplywają na propagację fal o skoficzonyclr częstotli-
woŚciach stając się tym samyrn źródlen dyspersyjności. Istrrieje przypuszczenie,
że procesy inercyjne działają za\ysze w kierunku obniżenia prędkości propagacji
zaburzeń. Stącl spotykalre za,leżności dyspersyjne otrzymal}e za pomocą metody
rrrałych zablrzeń są zawsze nrorrotorricznie rosnące wlaz z częstotliwością tak jak
to pokazano na rysunku 1. Przedstawiolre powyżej ogólne wrrioski wyrrikającąz
analizy nrałych zabrnzeń rrałożorrych na pewną klasę rrrodeli zostarrą zilustrowanre
szczegółowynri przykładarni.

(4)
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3. Analiza modelu dwuplynowego

JeclnowymiaTowe, ciągle modele przepływu dwufazowego tworzone są na ba-

rie pełrrego modelu dwupłynowego. Zakładając, że średnia w przekroju kanału
rartość iloczyrru wielkości zależnych jest rówrra iloczynowi wartości Śretlniclr i
pomijając napięcie powierzclrniowe oraz czł,ony wyższego rzędu odpowiedzialne
ra przewodzenie ciepla wzdŁtż przeplywu, możemy zapisać [19] po trzy rówrrania
bilansu, kolejno rnasy, pędu i enelgii dla każdej z faz w postaci

ft{*ooń + {{.,ułouk) - Tx = -.akpł"**,

fr{ourorul + rnftl^t pkuk) + ołprrrłff * ,rH - I|,[V1, =

= -T - .,rprr?X- akpkgcos@,

0p0
- oxń + włń

(5)

(6)

|orroror 
*+))**|,ornv,r**Ą

{ alpp(tl1, - *rT - IuI II1, =

'?)*,, (7)= Qr - akpkl,ukg cos p - alppwp(ltp ! J

dde n = #, T1,,AIVp,X,IIIp są czlonarni odpowiedzialnymi odpowiedrrio za
óftowitą *1ińi""ę masy, pęrlu i ónergii pomiędzy fazami. Powyższy model jest

cEorvicie symetryczny rvzględenr faz. Wstawiając w m,iejsce k ( od tego_rozdzia|rr

* śosujemy umowy sumacyjrrej ) ozlaczetlie .t lub G otrzymujemy bilarrse od-

1riednio dla cieczy lull gazu.
Calliowity przyrost pędu rv fazie k spowodowany oddzialyrvanienr z drugą fazą
I wyrrika z przyrostu rnasy fazy ł, jak i z bezpośredniej wyrniany pędu, rrp.

tarcie pomiędzy fazaml.
mozemy naptsac

Itl[Ill=T**Txu*ł.

przebiega rvymia,na errergii w fazie. Rośnie ona lła skutek przyrostu
przyrostu jej pędu (dE = utlp) 1 bezpośredniej wynriarry errergii

(8)

Izzy
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XI Hk = fł(ńł; * *l ł T*w*; ł Et .

Po uwzględnieniu zależtości (8), (9) można wyodrębnić czyste
errergii wewrrętrznej. Model przybiera wtedy postać

^ 0w* , 0r* 0pałP*nł ł a*p*wt n, * "oń 
_ T1 _ fł.(trrł.; _ ,ł.) =

- -Tk - a|ppg cos $,

(9)

bilarrse pędu i

(10)

(11)

0hł )hl, 0n 0uaxOł6 + akpktu* 0ł - o,ł 0l - aprup{ - Eł - Tp(up - ?{rł) +

-|(hł; - hł) -}Wr, - uk)2 == Qk* w$*. (12)

Przedstawione powyżej równania zaclrolvarria znane są już od rla,wna. I(lrrczowym
Problemem , PIZY stosowaniu tyclr rórvnań do barlania jednowyrniarowyclr przeply-
wów dwufazowych, staje się więc odpowiednie zamodelowanie procesów *ymi"ny
masy, pędu i energii pomiędzy fa,zatni, a więc określenie l*,Tii El,.

Jak wykazują badania eksperymerrtalne [20] ośroclki dwufazowe są dysper-
sYjne. PrędkoŚci rozchodzenia się zaburzeń ciśrriónia są zależne ocl częstoSci. ry-
powy przebieg takiej za|eżloŚci obliczony tra podstawie modelu dwuplynowego
[15] Przedstawia rysunek 1. Prędkość dźwięku rośnie monotoniczniu *roz , ,łę-
sto.ścią od prędkości równowa,gowej a", aż do tzw. pręclkości zamrożorrej o7, io
której zmierza asymptotycznie.

Dla fali nieskofrczenie wolno zmiennej (, -* 0) inercyjne czlony wektora lvy-
muszeń Ci Zawsze zdążą doprowa,rlzić ośrodek clo sianu lokalnej rórvrrowagi ternl-
dYnamiczrrej. Tak więc biegnąca fala porusza się poprzez kolejnó położenie"lokalnej
równowagi termodyrramicztrej. Dla fali nieskoliCzeltie szybkó zririennej (,.l -* m)
człony inerc;,jrre C; nie są w starrie zareagować i o pręclkości fali aecydu;ą ;"dvl
nie człorry nieinercyjne reprezerrtowane przez nracierze A;i i B;i. Mate"ruty.rnyn
odbiciem tego faktu jest zależność prędkości clrarakterystyk;eclynie ocl współczyn-
ników_PrzY Pochodrryclr składowych rvektorastaltu, tj. rvyrazóiv reprezerriujących
zjawiska lrieinercy.jtre

|otA;i-B;il=0. ( 13)
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]0 n2 n! łoT-*'iF'

Rl,s. 1. Typowy przebieg zależności dyspersyjnej dla modelu ciąglego puepływu dwrrfazowego.

.,k juź wspomniano wcześniej prędkość zan}Tożorra rł7 określa walurrki zacllawie-
r:a przepływu. Jej precyzyjne wyzllaczerrie jest zatenr bardzo wa,żrre. Zależy ona
_el_vnie od składrrików tóżtticzkowyclr równail zaclrowa,rria. Porlieważ równania te
lią znane, dla obliczeriia pr,ędkości a,7 wystarczy podać zależności na wymia,nę
ras;-. pęclu i energii f'k,Tk,.E; pomięclzy fazami. Wielc wska,zuje l}a to, że pro-
l :kcja nasy i przewodz€lrie ciepla, podobnie jak np. tarcie o ścianki przewodu,
; iatury swojej są plocesani irrercyjrryrni. Odparorvanie lrrasy wody, czy trarrs-
x,:,:t ciepla wymaga skoirczonego czasu. Oznacza to, że w przeplywie dwufazo-
ł iin na prędkoŚĆ za,mrożoną, będącą największą prędkoŚcią propagacji itrforma-
:_i. rvplywa jeclynie rrieirrerŁyjna wyrnia,rra pęrlu pomiędzy fazami. W takim razie
ł,i:unki określające prędkość zanlożoną, a tym samym zadlarvierria przeplywu
c ł,tfazowego, są takie same w przypadku ośrodka jednoskladnikowego i dwu-
,,r:adnikowego. Oplacowa,nic clobrej teorii rrriędzyfazorvej wynriany pędu jest za-
[,itrlien bardzo trudnyn, poriieważ zjawiska za|eżąsilnie od struktury plzepływu.
. n"zględnienie tego faktu lvymaga lozszerzenia ala|izy poza lamy modelu jed-
u,:.;,r,ntiarowego. Dokładne o}ireślenie członu wymiany pędu ?6 wydaje się być
,!i-;,:zenr do precyzyjrrego wyznaczania prędkości zamrożonej. Obecrrie jedrryrn z

l,i;częściej stosowanych modeli, który uwzględrria wplyrv wyniarry pędu, jest tzrv.
m,:'jel nrasy dołączolej |21].

4. Przegląd ciągłych modeli przepływów dwufazowych

Jak rvspomniano poprzedtlio prędkość zamlożona rrl starrowi, lv przypadku
DllŁńl_I rezollallsu, największą nrożlirvą prędkość lozprzestTzetliania się rnałyclr
la:,:rzeir lv przeplyrvie. W rozdziale niniejszynr zaprezer}towano próbę analizy
rT:,l,ł,u roznaityclr zalożeń na prędkość aj. Arraliza taka dostarcza rvielu cieka-
,r",:h informacji o falowej rraturze rrrodeli przeplywu.
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ciągłe modele przepływu dwufazowego można podzielić na jetlnoroclne -traktujące ośrodek dwufazowy jako jedrrorodną mieszaninę i rlwupłynowe -uwzg{ędnia jące ńżne prędkości obu faz (poślizg rnięrlzy fazarni). !V zależności
od równatria stanu mogą to być modele równowagowe, częściorvo rówtrorvagorve i
rrierównorvagowe.

4.1. Model dwup}ynowy rrierówrrowagowy

Model dwupłynowy nierównowagowy jest modelem najbardziej ogólnym z
badanej klasy. Dopuszcza on istnienie poślizgu pomiędzy fazami i rrie zaklada
rórvnowagi termodynarniczrrej rrriędzy fazanri. Sklada się z sześciu rórvrrafr bętlą-
cyclr bilansami masy, pędu i etrergii każdej fa,zy (I0 + 12). Dodatkorvo istnieją
oddzielrre dla pary i cieczy równatlia starru postaci

P* = p*(p,hp), (t,1)

gdzie ciŚrrierrie P jest jednakorve dla obu faz. Prędkość dźrvięku w każdej z taz
z osobrra nroŻrra wyraziĆ za, I)orlloca rvcześrriej otrrarvia,lrej za.leżltości ternrorlyna-
rniczrrej

Il
a"k = |-

l,po
(k),r

] 
'=

[(#)"_
(T)^r

]'
(15)

zakladając, że czlony rvynriany masy, pędu i energii pomiędzy fazami lie za-
'ivierają skladników rrieirrercyjrryclr (różrriczkowyclr), z wypl,owadzonej zależności
clyspersyjrrej (2) otrzymrrjemy wyrażenie na pręclkość za,nrożolą aJ w postaci

(a1 -w7)(al - wG)lU, - u,6;)2(łt1 _wt)2(atp.ł * o"rrŁ)*
L aźt uZc'

- acpL(&t - rr)' - aLpG(aJ - rc)2] = O. (16)

Zakladając porradto, iż rv darrynr rrromerrcie prędkości obu faz są takie sa,ITl€ ?06 =
LuL - u otrzynrujemy

(a1 - tu)Ą 
['", - 

,r)'ę..recĘ + ^.|r"*- (ocpt + *lp6;] = 6. (17)
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Herwiastkami powyższego równania są

aJ L,2,3,4 = w.,

a7s,s=u* gL1
Pl a!"

(18)

tłzyjmując w = 0 otrzlrmujemy prędkość fal w ośrodku nieruchomym. zależność
{l8) przedstawiono na rysunku 2 (krzywal) w funkcji stopnia zapełnienia a = aG.
l}o obliczefr przyjęto parametry odpowiadające parze i wodzie z linii nasycerria,
gnd ciŚnienierrr 2 : 106 Pa. Jak widać, w calytrr zakresie znrienności o prędkość
popagacji zabtrzeijest rviększa od prędkości dźwięku w parze a"6. Wzór (18)
$enowi swego rodzajrr śreclnią ważorrą prędkości a6 i a7. Tak więc jedynym
nchanizmem obrriżenia prędkości zamrożonej w mieszaninie dwufazowej poniżej
pędlrości dźwięku każdego ze skladrrików może być rrieirrercyjrra wyrniana masy,
Ędu bądź energii pomiędzy fazarni. Dła graniczrryclr stoprri zapełnienia prędkość
s1 ńąla do prędkości dźwięku każdej z faz, tzn. d,o a"6 gdy ac -* 1 i ael, gdy
q!J 1-

l2. Prędkość zarnrożona w funkcji stoprria zapelrrienia (u = O, p = 106 Pa)
Dlodel dwtrplynowy nierównowagovy bez masy dolączonej,
Dlodel dwuplynow5r częściowo równowa5owy bez masy dolączonej,
Nodel jedrrorodny nierówrrowagowy,

jednorodny częściowo równowagowy.

4.2. Morlel rlwupłyuowy częściowo rówrrowagowy

W modelu tym zaklada się, że jeden ze składników mieszarrirry (zalóżmy, że
nasycenia. WÓwczas równania stanu dla pary

aG _L aI
pG ' pl.

ocl_L
Pc a!" l )-

af L-t",]

"l

para) znajduje się w starrie
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reduktrją się do postaci

pG = pc(p),
hc = hn(P),

Tc = Tc(p). ( 19)

Jest to równorva,żne z zalożeniem, że wymiana ciepla w kierunku doprowa,dza-
jącym parę do stanu rrasycerria ma charakter rriebezwladnościowy (rrieinercyjnv)
i jest nieskończenie wielka. W korrsekwencji tego zalożenia, model drvuplylrolvy
uptaszcza się do pięciu rórvna,ir. Przyjęto, że rótvtraltia energii będące surrrą dwóclr
bilarrsów jest rvspólrre dla obu faz. W terr sposób Inoclel przyjrrrrrje lrastępującą
postać

{r{rurrr)+ ft{..onoto.) - f6

}us )up 0pak?k ar + ak?klDk6 + akń - lk

A
= akpkl,DkA1

- fl(to;; - tr,ł) =

-Tk - apppg cos$,

(20)

(21)

0116 0ll1,aGf,G 0t + aLpL 
0t

. .0l
-(ocrc + al,u)Ud{ fc( ll7 - h6;)

}ltę; )lt 7 0paCpGlDG-d; - a LPLIDLE - * +

- Ęr.," - 1L,L)2 - Tt(.c - ul) =

=8+wcrc*w7r1.(22|

Taki rrrodel zastosowano w kodzie RELAP 5 obliczjącvrn awarie systemu chlo-
dzenia reaktorórv a,tornolvyclr [22]. Dopuszczol.o rv rrilrr llieinercyjrrą (obok irlcrcvj-
nej) wyrnianę pędu 7'1 ponriędzy fazaIni trrvzglęrlrriając kolrcepcję masy dolączonej

T* = CaLa"rl+ + + u,c!!! -,rY], (23)
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lys- 3. Prędkość zamrożona w ftrnkcji st,opnia zapelnieńia dla modelu dwtlplylrowegO; częŚciowo równo,
tn3owego (RELAP 5) z masą dolączoną (u = 0,p = 106 Pa)
tr}C = o, (2) C - 0,r, (3) C = o,5, (4) C = m.

Gotwierdza to tezę o bardzo istotrrym wplywie struktury przeplywu na warunki
redlarviellia.

Prędkość rozclrodzelria się zabuzeń jest superp ozycią pręelkości ośrodka i
grędkości za,burzeir w ośrodku lrieruchomym. \,V plzypadku przeplywu drvufa-
rrr€go przyjęcie zelowej prędkości bałycerrtryczlrej i zerorvego poślizgu prowadzi
& zależności na prędkość rozchodzerria się zabttzeit w ośrodku nieruclromyrn.

"[et rvyriika z ob|iczeń przeprowadzonych clla clyskutowalrego moclelu, prędkość
nnroŁona a1 , z którąrózcho<lzą się za-burzenia o nieskoirczetrie wielkiej częstotli-
xści jest próstą sulną prędkości barycentryczlrej u = III)G+ (1 - r)w7 i czlollu
d niej rriezależnego co u}ożna przedstawić w postaci rówrratria

a!1,2=wtd,1t,z.

plyw pośliz$u ?r = uG - u)L na dl jest niewielki, rysurrek 4, i polega na asy-
ńryzorvaniu prędkości ól7 wzgędelrl kierunku przeplywu. W przypadku braku

:Bu (il = 0) prędkość rozclrodzenia się zaburzett w górę i w dól przeplywu
jest symetr y czr.ą zależności ą

0,1 =ysłdJ,

(24)

(25)

&1jest prędkością zmrożonąw ośrodku rrieruclromym. Dla badarrego modelu
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z masą do}ączoną (RELAP 5)

d!=

gd,zie

D + GHU(I-
!
2p

pG

|.#+(1-,, (H),]}A= P{,# -(#), _ 1,

(26)

(27)

(28)

(29)

PrzYjęcie zalożenia, że para zrrajduje się tra lirrii nasycenia prowadzi do inrrych
niż poprzednio warutrków granicznyclr w ośrodku gazowym gdy r -- 1. Na gra-
nlcy z cieczą modele nierówrrowagowy i częściowo równowagowy zaclrowują się
iderrtycznie a mialrotvicie

3 = h.c(a) - ht(yl,,'- (H) 
,rr"rr' 

- u7(71,1l7)l,

p=!(#),

co odpowiada pręclkości dźwięku w sanrej wodzie. Dla gazu (r -+ 1) otrzyrrrujemy
następujący wyrtik

Otrzynrana. w terr sposób prędkość jest rriższa od pręclkości dźwięku w parze
a?c = (#) ri wykazuje zależlość oel parametiów terrnodynamiczrrych cieczy.

Na rysunku 3 przedstawiorro zależność (26) dla C = 0 i C - ł ,o odpowiada
kolejno przepływorvi rozwarstwionemu i pęclrerzykowemu. W pfzypaclku braku
nieinercyjnej wymiany pędu pomiędzy fazami (c = 0) prędkość zamtożona a1
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icst nadal średnią ważoną prędkości
u*{nio (28) i (29). Wplyw poślizgu
rbwielki rv porównaniu z wplywem

al i a6 zdefinowanych zależnościami odpo-
pomiędzy fazami na prędkość zamrożoną jest
masy dołączonej co pokazano na rysunku 4.

Rys. 4. Pręclkość zarnrożona w funkcji stoplria,zapelnienia dla modelu dwuplyrrowego, częściowo równo-
Eatowego z lnasą rlolączoną (C = 0.5, p = lO6 Pa)
(l)"-o,(2)u-5oln/s.

4.3. Model jediror.odrry nier.ównowagowy

Zakładając, że obie fazy porlszają się z tę samą średnią prędkością ?r, ro-
zumicmy, że wymiana 1lędu ponliędzy tazani jest nieinercyjna i nieskoficzcnie
wielka. W tyln przypadku nlożellly zsumować rówtlanie pędu dla obu faz. Otrzy-
mujemy wówczas nloclel jedrrorodrry ltierównowagowy w postaci poniżej za,pisa-
nyclr rówrrair bilansu masy i elrergii oraz jedrrego równarria pędu

fi{*rl*) + ft{rrłuuł) - |ł = --a*po,*,

,}ul / . ,7w,Oplacpc 1 anl)Ę ł u{acpc 1 *1,łl) u + ń =

- -TG - TL - (ocpc ł a;pl)g cos$,

(30)

(31)



34 Z. Bilicki, P. Downar-Zapolski

0h* 0h* 0p 0paxp*# ł a*łtwff - "o# - "nrft +

- Ep - fł(ńu - h*) =
- Qp t urp. (32)

PowyŻszy uklad możrra przedstawić w wygodniejszej formie z irrrrynri rówrrarrianri
bilansu masy. Jedno równanie powstaje z sumowania bilansów masy dla obu faz a
drugie w rvyrriku przemnożerria bilansu masy dla gazu i cieczy odporviedrrio przez x
i (1-r), a następnie odjęcie. Wprowadzając gęstość mieszaniny p = arpr,*aGpG
i uwzględniając zmiany w bilarrsach ma,sy otrzymujem.y

0o a. A
*+ *(łu)=-puA, (33)

Dt
ffi = |., (34) 

l

Dw,Op Ip ot+ń=-r-pgcos$, (35)

Dlt,s Dpak:k Dt - ak Dt - 1,1, -Ił(hł; - h*) = Q* * wrt, 
'-' 

i

I
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4.4. Model jedrrorodny częściowo równowagowy

Postulując dodatkorve zalożerria do równań stanu fazy parowej arralogicztrie
jak w przypadku 4.2 możemy rczważyć model jednorodny (33 + 36) częściowo
równowagorvy. To zalożenie pozwala nam zredukować uklad równań w rozdziale
4.3 do cztereclr rórvrrair

0p a, A
ń + ń@w) = -pu ol (38)

(39)

(40)

(41)

Dr
D-
'' Dt

Dw,Op
P nt*ń

|-*+ 
(1 - Ą (*) 

^"

:{-w-

- fG,

= -T - PgcosQ,

gdzie h - łh6 + (1 - r)ha jest energią całkowitą mieszarriny i powstaje z sumo-
uania równafr energii dla każdej z faz odrizielrrie.

Zgodnie z oczekiwanierlr prędkość zatnrożona dla tego nrodelu, przy u = 0
r_rnosi

Dlt Dp
ł -- Dt=ał+wr,

,(w)

(w),
aJ: (42)

ipokrywa się z prędkością obliczorią w punkcie 4.2 dla nieskofrczenie wielkiej masy
ólączorrej, r,ysu nek 2.

Powyższy nrodel cechrrje się wielką prostotą porrieważ elirrrinuje lilopotliwe do
&eślerria czlotty wyIlriatty pęclrr i clrergii ponrię<lzy fa,zalni Txi E*.

, 
4.5. Model jedrrorodrry r.ówrrowagowy

i Ostatnirn i rrajprostszym z arralizorvarrych modeli jest model jednororlrry obu-

,ruonnie równowagorvy. Zakłada orr rrieirrercyjną i rrieskoirczenie wielką wynrianę

Irsy, pędu i errergii polrriędzy fa,zarrri, Obie fazy znajdują się w starrie nasycenia.

ITtdy rówrrarrie stanu przyjrnuje postać ł = r(p,h). Równarrie (39) z poprzed-
llĘo modelu staje się ltiepotrzeblle i nlodel przybiera postać

ll np,aw A
l ń+rń=-pwo, (43)
l

}
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Dw
Prn+

Dh
,Dt

Dla tego modelu prędkość zamtożona wynosi

al=

gdzie

?=_,
dz

Dp
Dt

@: =,-[

- pg cos $,

Q+rr.

(44)

(45)

wŁ

1
p

]',
(46)

(H) ,,* ż (#),

= ,l) = łu6(p) + (1- r)uilP')

h - h{p)
'' = 

',4rr1- 
h7@)'

Prędkość ay w tyn nrodelu jest rówtrorvażrra prędkości dźrvięku w rnodelu lrotno-
genicznynr (43+45) pozbawiotrym sił wyrnuszającyclr tzn. prawych stron rrkladu
równań. Dla tak uproszczollego rnorlelu lromogenicznego nrożenry mówić o pręrlko-
ści dźwięku ponieważ uklad tyclr rówrrafi można sprorva,rlzić do rówtratlia, falowego

0'p I 02p

1tr-Ęał=u.

Uwzględniając jeclrrak sily wyrrruszające, nrodel (43+45) tna rvlasności dysper-
syjne, gdyż lvektor C; układu rówtrafi jest zależlry ocl wektora stanu. Z tego też
względu prędkość rówrtowagorva jednorodrrego nrodelu rówtlorva,gowego tr", jest
mniejsza od prędkości zarnrożorrej. R.óżnica może być nicrvielka lub wlęcz pomi-
jalnie mała jeśli przyjmierny, ż. * = i# = 0(e),e ( 1 oIaz w: O(e) natoniast
r = |w2pffr, gdzie C, jest obrvoclern kanału. W takin wypadku jeclynym czlo-
nem porvodującyrn dyspersję bylby czlol związariy z siłą masową p9.

Przebieg a7 w funkcji a opisany równa,nienr (46) przedsta,rviono na rysunku 5.
Podobrrie jak dla rvszvstkich poprzedniclr modeli częściorvo rórvtrowagowycli, tak i
tutaj, gdy założorro, że obie fazy są w stanie lra,syceIria,, pręilkości a1 rra granicach
stosowania modelu tzn. dla aG --+ 1 i cł6 ---+ 0 jest tóżna odpowiedrrio od rr"6
i tl"L.O różrricaclł w orlrtiesieniu do {rec wsponniarro już wcześniej przy okazji
wprowadzenia założelria o tyn, że gaz ma rvła,sności pary na linii na,sycenia.

Różłice między 0,1(a6 --* i) i a"6 nrożna uważać za niewiclkie. Obie pręd
są tego samego rzędrr wielkości. Inaczej przedstawia się sytua,cja rra drugiej grarr
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: .odelu, w pobliżu cieczy. Nieciągłość na tej granicy sięga kilku rzędów wielkości.
,-ranica lervostronrrd aeL - 0(103m/s) podczas gdy granica prawostronna przy
:,śrrielriaclr około 10 barów tt,l(a -- 0) = 0(rOlm/s). Ten ogromny skok bierze
,_,: stąd, że w modelu równowagowym bardzo silnie zmienia się stopiefr suchości
.: pod wplywem zmian ciśnienia, czego nie obserwuje się w modelaclr nierówno-

. agorvyclr, gdzie r jest zamrożone. Omówiona powyżej nieciągłość w modelaclr
:,rvnorvagowych staje się poważną przeszkodą w tozwiązywaniu zagadnień ptzej-
-,ia cieczy w mieszaninę pary i cieczy na skutek spadku ciśnienia podczas prze-
; ..,-rvu rv kanale (ang. flashing). Ta wada modelu jest głównym poivodem jego
,::aniczonego stosowania w praktyce [9].

. 5. Wnioski

Wlasrrości falorve przebadanyclt podstawowych modeli ciąglyclr, jednowyrłria-
: 
",,.,r,clr 

wydają się zaclrorvywać pewtlą prawidlowość. Decvdujący wplyrv rra pręd-
-._ść rozprzestrzetriatria się zaburzeir we wszystkiclt nrodelacli nrają procesy wy-
.,arry ma,sy, pędu i elrergii zachodzące pomiędzy fa,zanri, Wymiarra rnasy oclbywa

:,.. poplzez odparorvanie i korrderrsację. Wymiarra pędu związala jest z plzeno-
,-enietn tej cechy wraz z masą trvorzącej lub zarrikającej fazy jak również poprzez
iprężenia styczrre tra powierzclrni międzyfazowej prowadzące do różnicy pręd-

, _ści obu faz. Telr sanr rvplyrv rnają rraprężenia na ściarrkaclr karralu. Wymiarra
._łrgii podobnie jak pędu odbywa się za pośredrrictwem masy jak również poprzez

" :zeplyw ciepła na granicach taz a także z zewnątrz. Wszystkie te procesy dzia-
,._;a rv kierurrku obniżerria prędkości fazowej, 1\{ogą nrieć charakter oddziaływania

: :.ieskoirczerrie dużą szybkością, bezirrercyjnie lub też wymagają pewnego skoir-
] : ]i}ego czasu działania czvli mogą być uważarre za czlony inercyjrre. Procesy bez-
l =lcyjne obu faz czy też rórvrrorvaga ternrodylarniczna, powodują obniżenie pręd-
, .ści za,rrrrożonej a tynr sanlytn ztrrniejszetrie strumienia za,dlarvielria przeplywu
: ,," rlfazorvego. procesy irrercyjtre nie wplywają na prędkość zamrożoną jakkolwiek
,,. głórvnym powodem dyspersyjrrości ośrodka względenr częstości zaburzer'r. Ob-

:ają pręclkość równowagową a tym samym prędkość fazową w zakresie rriskich
:-.-stości zabtrzeń, co uwidacznia się na rysunku 1.

Spośród analizowanycli tutaj rrrodeli największą możliwą prędkość propaga-
:.. małych zabltrzeń przerviduje model drvupłynowy nierównowagowy bez masy
: :aczonej, którego r.vlasności pokazarro na rysunku 2. Prędkość zamrożona w
: :_epływie dwufazowym spelniającym zalożenia modelu nierównowagolvego dwu-
, ,,]lowego jest średnią lvażotrą pręclkości dźwięku w cieczy i w parze i zarvsze jest
, ,.."isza od tej ostatniej. Najnrniejszą rrrożliwą prędkość propagacji przerviduje tno-
,: .. jednorodny rówtrorva,gowy, rysutrek 5, w którym plocesy wymiarry masy, pęclu
.:.ergii porniędzy fazami przebiegają bezinercyjrrie. Skutkiem tego systenr dwu-

r.l i\\,} może mieć clrara,kter d.yspersyjny tylko poprzez dziala,nie sil zewnętrznyclr
._:kty nielirriowe. Te ostatnie można praktyczrrie pominąć. Wszystkie pozostale

l ,,]ele przewidują prędkości zamrożorre mieszczące się w grarricach wyznaczo-
, ::t ptzez dwa rvspomniane powyŻej rnodele.

37
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a En /s]
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RYs. 5. Prędkość dźwięku rv funkcji stopnia zape|nicrria dla modeltr jednoroclnego, równowagolvego (2 =
1 06 Pa).

Ważrrynr rvnioskicm wyplyrvającym z przeprowa,dzonej analizy jest strvicrdze-
nie faktu, że zbliżone warunki zadlarvienia przeplywu, które mogą być latrvo zrvc-
ryfikorvane tra drodze cksperynretrtalrtcj, można uzyskać poprzez za,stosorva,tlieróż-
nyclr rnodeli szczególrrie rv zakresic niskicli stopni zapelniel}ia cr oclpowiadających
przeplywowi pęclrerzykowemu, Ozlacza to, że podobrre pręrlkości zanllożor}c a/
moŻna uzyskaĆ popTzez zastosorvarrie rnodelu dwuplyrrorvcgo z lnasą dolączoną,
nrodelu jednorodnego nierórvtlowagowego i modelu jedrroro<lncgo częściowo rrie-
rówrrorvagowego co rvyraźltie lviclać z rysunkórv 2,3i Ą. Ten fakt korrlplikuje nroż-
lilvoŚci poznawcze, Wydaje się jednak na podstarvie badali eksperyrnelltalnych
Róocreux [9r24], że decydujący wplyw na zaclrowanic się przepływu dwufazowego
PaTY i cieczy mają procesy irrercyjrrej rvynriany nra,sy. \Ąi śrvictlc porvyższego n-rodcl
jednorodny, częściorvo równowa,gowy nroże z poworlzenien opisać ilościowo za,clro-
rvarrie się przeplywu w wa,Itlrrka,clr za,tllawierria i jecltroczcśnie będzie w zgod,zie z
flzy czttą irrterpret a cj ą zj arvisk z achodzących rrriędzy fazatn i.

Praca wplynęla do Redakcji we wrześniu 1989 r.
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ZAŁĄCZNIK

Arraliza rrrałych zaburzeri

Badany jest układ równań (1)

Zalóżmy, że oiQ,t) jest rozwiązaniern układu (1). Pragnierny zbadać odpowiedź
rrkładu na male zablrlzenia, 6oi(z,ź) wprowadzorre do rozwiązania o](z,t). W tym
celu podstawiamy oi = 6oj do (1).

0oo, ł óo; ilos * 6o;
A;i@? + 6ol)--!------!- ł Ba@i + 6ą)L ł C;(oi ł 6ot,3) = 0. (Z_2)

RozwaŻana przez nas klasa modeli jest trieliriiowa. Nalożone zalrurzenie znrietri
więc również nacierze rvspółczynrrików ,4;7, Bij oTaz wektor wymuszeir Cł.Za,kla-
dając, że 6oi są nrale rozkładarny Atj, B;j i C; w szereg Taylora rvokól rozwiązalia
niezaburzonego ooi i ograniczamy się do wyrazów liniowyclr rozrvinięcia,

,ą,i@t* + at1@)ft ł C;(o1,2) = 0.

Ati@? + 6ot) = A;i@?) + ffir"rl6r^ + 0(6o|),

Bli@i+ óor) = Bli@?) + ffir"rl6o^ + 0(6o1)2,

Cło? ł 6ot, z') = C{o?, rl + ffo|, z)6o*t 0(óo;)2

(Z-I)

(Z-3)'
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Pomijając składniki rzędu 0(óot)2 otrzymujemy

[.,',t"il+ffir,r>u,*Ąu#'+|a,11,i1+ffir,r>o,^]Ę*

*ff{,r,Ą6o* - 0. (Z-4)

Uwzględrriając fakt, że oo(z,ź) jest tozwiązaniem układu (1) dochodzimy do
releżności

aoi,łff + ffr"r>u*T + H@ilm*T +

+ Btj@D+ +ffir,rlm*T *ffiorlu^T+

* ffiOr,Ą6o* = g.

Przyjnrując zaburzenia w klasycznej postaci

_ A; 1 @fl 6 
1 
iu ! R ;i @i)ój,e + w^r"r lff o * *

*ffior>#u*

- ffiOr l 6 i 6 
^iu 

e ł 7l [i(k z -c^lt)] +

* 
ffir"rlt6*6iikełp|i(kz -r,.,t)] + #rrr,z)6^ - 0.

gilńe 61jest stałą ampliturlą zaburzeii i porlstawiając je rlo (Z-5) otrzymujemy

(Z-5)

(Z.6)

(Z-7)

iS&ladniki 5 i 6 powyższej suny, zarvierające iloczyrr ó,ó-, będą rnniejsze od po-
:,fuetalych gdy amplittrda malych zabutzeń 6t - 0. ponlijając te dwa skladniki i
idridąc rorv'ńrrie przeż^czytltlik ia za|eżność (Z-7) przybiera postać
!

!

l
i

l]
}
r
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A';i(o?)6l - Ła,,ęila, +

-:lffir"rl#a^+*@il#u*

*ff^or,,;o-] = o.

Jest to jednorodny układ równań liniowych względem 6i = 6*, Warunkiem istnie-
nia nietrywialnego rozwiązania jest zerowanie się *yńacznika rnacierzy współ-
czyrrników a mianiowicie

(Z-8)

(Z-g)

|A,ion - 
Ła,,1oi1 +

-:l#@T+ff;r"rlp*
ffir"r,,v*] -0.

Stosunek liczby falowej ł do częstotliwości r.,' lna selts oclwrotności prędkości roz_
clrodzenia się zaburzeń. Powyższe rówrrarrie stanowi więc zależrrość dyspersyjn
na prędkość rozchodzenia się rnałych zaburzeń w układzie opisywanym mode-
lem (1). Jest ono wynikiem liniowej, lokalnej andiizy metodą malych zaburzeń!
Warto zwtócić uwagę na zawarte w nazwie zalożenia tej metody. Po pier
nieliniowość układu równań (1) została uwzględrriona poprzez lirriowe tozwinięcie
macierzy wspÓ|czynników ,4;, i B;1 i wektora wymuszeń Ci w szeleg Tay
po drugie sytuacja arralizowana jest w konkretrrym purrkcie przeplywu i dla
kretnego'rozwiązania o|, na które nałożyliśmy zaburzenie. Po trzecie w
optszczając człony wyższego rzęda zakladamy, że amplitudy zabutzeń są małe.
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W'ave Phenomena Occuring in Two-Fluid, Ilomogeneous Two-Phase
Flow Model

Summary

The PaPer explores features of one-dimensional wave phenornena which occrrr irr contirruous models of
łro-_Phaseffow. Special attention is placed on sources of dispersion included in the models and chockin§
mdition for two-phase flow. Ęflect9 of a specific assumption contained in the models on the propagatioi
rignall disturbarrces with infinite frequencies is studied.

B ołrrosble -fl B JIeEILE B /qpyxrłołAlcocTablx Ił oFopollFllx MoAeJIrIx
ApyxÓa3lloro lloTorca

Pestoue

llPe.ąclasneH aHaJrH3 oAHoMepBbIx BoJlHoBbrx cnoficrr, rrocToannbtx uo4elefi AByxóa3gblx noTo-
Da- O6Pau{eHo BHHMaHue Ha HcToqHHHIł AHcnepcHocTlr rro.ąelefi !t tla ycnoBt{"fl 3anupaHHn no-m'n. Ha ocHoBaHH!{ IłcnblTaHHblx r.ło4elefi npeAcTaBneHo HarrflAHo BJlllflH[e oTAerHbrx HcxoA-
-at AaHHr,tx Ha, cKoPocTH PacnPocTPaHeHMfl t4CHaĘ(eHNfi c 6ecxogerłHo 6oltsultłrtM rłacToTaM}t.
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