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ANDRZEJ MATUSZRIEWICZ

Gdańsk

Zastosowanie równania BGKW do wyznaczarńa wymiany
ma§y, €nergii i pętlu na granicy tozdńalafaz*

Zbadano pfocęsy kondensacji i parowania na płaskiej nieskończonej powierzchni cieczy, z uwzględ-

nieniem nierównowagi oraz niepełnej akomodacji masy, energii i pędu. Wyznaczono odpowiednie
strumienie na granicy rozdziału faz. Stwierdzono istnienie sprzężenia międz.y wymianą masy, energii

i pędu. Każd,y ze strumieni masy, energii i pędu w pierwszym przybliżeniu jest kombinacją liniową

strumieni masy energii i pędu w zerowym przybliżeniu.

Wykaz oznaczeń

/ - funkcja rozkładu prędkości,

ł - entalpia na jedną molekułę,
./ - strumięń w obszarze I,
j - strumień w obszarze II,

J IAl, i [l] - strumienie wielkości fizyczaej A:
A:| _ oznacza liczbę molekuł,
A:e:*mu2 - oznacza energię,

.A:pt:mut - olnacza składową
prostopadłą pędu,
'A:pz:muz - oznacza składową
równoleglą pędu,

k - stała Boltzmanna,
l - średnia- droga swobodna,

m - rnasa rnolekuły,
ł - gęstość molekuł.
P - ciŚnienie statyczne,
r :(xr, Xz, Xz),

t - czas,
7 - temperatura bęzwzględna,
r - prędkoŚć średnia pary,
-l; :(ut,t)z,ol) - prędkość molekuły,

i - prędkość najbardziej prawdopo-

dobna,

xi - Współrzędne przestrzenne,

d - w§półczynnik akomodacji, Iiczby
cząstek,

B - współczynnik akomodacji ener_

gii,

}, - współczynnik akornodacji składo,
wej prostopadłej pędu,

ó - współczynnik akomodacji składo,
wej równoleglej pędu,

,ł - współczynnik przewodnictwa cię,_

Pła,
p - współczynnik lepkości,
T - czas relaksacji.

wskażniki

i_1,2,3 - współrzędne kartezjańskie,
s - powierzchnia cieczy w równowa,

dze z parą,

- stfumień w kierunku dodatnim

osi łr,
- strumień w kierunku ujemnym

O§1 X1.

ł
!l
\
{ł
§

{

{
.1

4

n

* }l:: $,],konana w ramach problemu międzyresortowego MR,I.26, pt.,nPodstawy projekto_

*j*, - rż.:..: urządzeń energetycznych", grupa temalyczna 05.
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ANDRZEJ MATUSZR;EWICZ

Gdańsk

Zastosowanie równania BGKW do wyznaczaniawymiany
ma§y, €nergii i pędu na granicy rozdziahlfaz*

Zbadano procesy kondensacji i parowania na płaskiej nieskończonej powierzchni cieczY, z uwzględ-

nieniem nierównowagi oraz niepełnej akomodacji masy, energii i pędu. wyznaczono odpowiednie

strumienie na granicy rozdziału faz. Stwierdzono istnienie sprzężenia między wymianą masY, energii

i pędu. każdy ze strumieni masy, energii i pędu w pierwszym przybliżeniu jest kombinacją liniową

strumieni masy energii i pędu w zerowym przybliżeniu.

Wykaz oz\aczeń

/ - funkcja rozkładu prędkości,

ł - entalpia na jędną molekułę,
,I - strumień w obszarze I,
j - strumień w obszarze II,

J lA1, i [l] - strumienie wielkości fizycznej A:
A:l - ozuacza 1iczbę molekuł,
A:e:łmuz - oznacza energię,

.A:pt:mat - oznaaza składową
prostopadlą pędu,

' A: p"- -r, - ozl7aczaskładową
równoległą pędu,

k - stała Boltzmanna,
l - średnia, droga swobodna,

łn * masa molekuły,
n - gęstość molekuł,
P - ciśnienie statyczne,
l :(xt, xz,, Xz),

t - czas,
T. - temperatura bezwzg]ędna,

r - prędkość średnia pary,
-u :(ut, tsz, t)a) - prędkość molekuły,

i - prędkość najbardziej prawdopo,
' dobpa,

xi - współrzędne przestrzenne,

a - współczynnik akomodacji_ liezby
cząstek,

!3 - współczynnik akomodacji ener,
gii,

y - współczynnik akornodacji składo,
wej prostopadłej pędu,

ó - współczynnik akomodacji składo,
wej równoległej pędu,

ż - współczynnik przewodnictwa cię,
pła,

,rr - współczynnik lepkości,

T - czas relaksacji.

wskaźniki

i:1,, ż,3 - współrzędne kartezjańskie,
s - powierzchnia cieczy w równowa-

dze z parą,
+-strumieńwkierunku

O§i x1,

--strumieńwkięrunku
O§1 X1.

dodatnim

ujemnym

* prica wykonana w ramach problemu międzyre§ortowego MR.I.26, pt. ,,PodstawY Projekto-

wania maszyn i urządzeń energetycznych", grupa tematyczna 05,
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24 A. Matuszkiewicz

1. Wstęp

PodstawowYm Problemem kinetycznej teorii parowania i kondensacji jest określenie
strumieni masY, enefgii i pędu na granicy rozdziału faz. Szczególnie dużo uwagi poświę_
cono Próbom okreŚlenia strumienia masy. Pierwszym znanym związkiem tyło r"y*z"oi"
Hertza-Knudsena [1], zmodyfikowane następnie przez Schragego [2]. ostatnio coraz
częŚciej Podejmowane były próby określenia tych strumięni puez rozwiązanie równania
Boltzmanna [3, 4] lub Przez rozwiązanie równania BGKW (ńhatnagera, Gros§a, Krookai Welandera), tzn. równania Boltzmanna, w którym całkę zćrerzeń zastąpiono przez jej
model [5,6]. W PracY [3] rczwiązano niestacjonarny problem kondensacji na płaskiej
Powierzchni cieczY, RÓwnanie Boltzmanna rozwiązano metodą momentów, lato momenty
wYbrano gęstoŚĆ, strumień masy, ciśnienie i składową strumienia ciepła prostopadłą Jopowierzchni rozdziału faz. stwierdzon o, że wyższe momenty mają znikomy wpływ na otizy-
,ryywane wyniki. uwzględniono również wpływ niepełnej akomodacji masy i .r.rgii,
Pomijając ewentualną niepełną akomodację innych rvielkości fizycznych, Ze wszystkich
wYmienionYch Prac, w [4] najpełniej uwzględniono problem warunków brzejowych
na Powierzchni rozdziaŁu faz. Funkcję rozkładu prawdopodobieństwa molekuł ,ylat,r_jącYch z Pawierzchni rozdziału faz okręślono na podstawie funkcii rozkładuprawdopodo_
bieństwa molekuł dochodzących do powier zchni ra,zdziału faz, oiu, oupoartu*l. p.;;;_
Podobieństwa rozProszenia, które w ogólności możę zalężeć zarówno oo pręar.ot.i -o_lekuł dochodzącYchjak i wYchodzących z powierzchni rozdziału faz, Rozwiązując metodą
wariacyjną zlinearyzowanę równanie Boltzinanna (w jednym wymiarze),, ok..Jlonym wa-

Rys. l



Zastosowanie róWnania BGKW. . .

runkiem brzegowym, otrzymano wyrńenia analitycznę na wielkość skoku ciśnienia i tem*
Peratur} na granicy tozdziału faz. Wyrażenia te są frmkcjonałami prawdopodobieństwa
rozproszenia. Praca ta ma duże znaczęnie teoletyczne i może shnowić podstawę do dal-
szYch badń, Jednakże praktyczne jej wykorzystanie jest obecnie niemożliwe ze względu
na trudnoŚci określenia prawdopodobieństwa rozproszenia na granicy rozdziałufaz. W celu
wYznaczenia wypadkowego strumienia molekuł kondensujących się w [5] rozwiązano sta-
cjonarne równanie BGKW, w przypadku jednowymiarowym,. metodą dyskretnych pręd-
kości. w warunkach brzegowych uwzględniono tylko jeden parametr, którym był wspóŁ.
cZYnnik akomodacji masy. W pracy [6] rozwiązano stacjonarne równanię BGKW, w trzech
wYmiarach, metodami rachunku zaburzęń. Jednocześnie jednak przyjęto tutaj najdalej
idące założenja co do warunków brzegowych na powierzchnirozdziału, a mianowicie za-
kładano pełrfą akomodację wszystkich wielkoś ci fizycznycb.

Każda z wymienionych prac bbda jedynie pewien fragment problemu związanego.
z okreŚlenięm strumieni na granicy rozd,ziału faz w procesach kondensacji i parowania..
Problem jest na tyle złożony,że aby zbadaó jedną z jegs części (np. wpływ wielkości bodź-
ców wYmuszających) na|eży poczynić daleko idące uproszczęnia w traktowaniu innych
(np. warunków brzegowych). w celu gruntownego zbadania wzajemnych sprzężeń między,
wYmianą masy, energii i pędu w procesach kondensacji i parowania, jak również w celu,
ńadania wpływu niepełnej akomodacji tych wielkości na wartości odpowiednich stru-
mieni, zaproponowano poniższy model jednoskładnikowego układu ciecz*pata (rys. 1)"

Jedna PÓłPrzestrzeń wypełniona jest cieczą, drugą zaś zajmuje para. Ciecz i para toz-
dzielone są płaską powierzchniąrczdziałufaz. W półprzestrzeni, w której znajduje się para
wyróżnić można dwa obszary:

- I obszar wymiany swobodnie molekularnej" którego grubość e jest dużo mniejsza.
od dłtrgoŚci"drogi swobodnej. W obszarzę tym cząsteczki pary nle zderzają się ze sobą
i swobodnię przemierzają ten obszar. Strumień jakiejkolwiek wielkości fizycznejjest sumą
algebraiczną dwóch swobodnie molekularnych strumieni, tzn.

J:J! +J- (1i

- II obszar, ośrodka ciągłego. Tutaj głównym mechanizmem przenoszenia są zderze-
nia międzY molekułami. W obszarze tym obowiązują wszystkie'podstawowe prawa termo-.
hYdrodYnamiki, W obszarze tym strumień jakiejkolwiek wielkości fizycznej może być
wYraŻonY PoPIzez odpowiednie prawa fenomenolo§iczne (np. prawa Fouriera, Newiona,,
itp.). Na granicy tych dwóch obszarów spełniony musi być związek

. J:j (2}.

Powstaje w tym miejscu pytanie, na ile usprawiedliwione jest pomijanie zdęrzeńmiędzy
molękułami gazu w cienkiej warstwie przy powierzchni cieczy. Założenie takie można_
uzasadnić następująco: Funkcja

Przedstawia ułamek molekuł, które po przebyciu drogi x1 od ostatniego zd.ęrzęnia w dal_
szYm ciągu Poruszają się swobodnie [7]. Ustatając grubość war§twy swobodnie moleku-

25
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26 A. Matuszkiewicz

.larnej (e) dostatecznie małą, otrzymuje się gwarancję, żb zdęrzęnia między molekułami
będą w niej bardzo rzadkie. Jeśli

e11l ,

to odpowiednia część molekuł, które ostatnie swoje zdęrzenie miały w okolicach xr:e
t zmięrza w kierunku powierzchni rozdzjałufaz, d,ociera tam nie zderzając się z innymi rno-
lekułami. Z drugiej strony w warstwie tej zderzeniom mogą ulegać molekuły, które swoje
ostatnie zdęrzęnie miały w odległości

Xt}żg,

jednak ze względu na eksponencjalnie malejący charakter funkcji p(xr) tylko niewielka
ich część dotrzę tam, A zatem gęstośó zdęrzęń (tm.liczba zdęrzęń w jednostce objętości
i w jednostce czasu) maleje wraz zę zbliżanięm się do powierzchni tozdziału faz. Wybie-
rając e dostatęcznie małe, otrzymuje się warstwę, w której zdęrzęnia molekuł gazu mlędzy
sobą odgrywają drugorzędną rolę.

Jednocześnie pojawia się inny problem. W jakim przypadku dopuszczalne jest zaśtą-
pienie dokładnej funkcji rozkładu prędkości molekuł w obszarzę \

s{xr ( t

,przez fisnkcję będącą rozwiązaniem równania Boitzmana lv obszarze ośrodka ciągłego.
JÓst to możliwę do przyjęcia jeśli w obszarzę tym podstawowe parametry makroskopowe
zmieniają się dostatecznie wolno (zob. niżej warunki (25) i (26)).

2. Określenie strumieni w obu obszarach poprzez rozkład
prawtlopodobieństwa ptęrlkości rnolekuł

i

Strumień jakiejkolwiek wielkości fizycznej A(u) przez powierzchnię prcstopadłą do osi
xr, można w obszarze IIwyrazić następująco:

jLAl: d3 u u, A{o) f(o) , (3)

,gdzie f (u) jest rozkładem prawdopodobieństwa prędkości molękuł pary. Jeżeli przyjąć
oznaczenia

.|, , rf* gdy ur)O,r{q:t- cdy utśl, (4)

to.iIA]można zapisaó w powyższy sposób tylko dzięki temu, że w obszarze IIf + if - mają
tę samą postaó funkcyjną.Inaczejwygląda to w obszarze wymiany swobodnie mblekularnej.
W tym obszarue f - musi mieć taką samą postać jak na granicy obszaru ośrodka ciągłego
(rr:e), ponieważ nie ma tu zdetzeń, które mogłyby ją zmienić, Postać/+ w obszarze wy-
miany swobodnie molekularnej określona jest przez właściwości emisyjne powierzcbni

"jak i zderzenia cząsteczek pary z cząsteczkami cieczy, mechanizm których jest zasadniczo
łóżny od zdęrzęit molekuł w gazie. Jeśli znanę są funkcje f * i f- w obszarze wymiany

@

JJf
-@



Zastosowanie równania BGKW. . . 27

§wobodnie molekularnej, to strumienie J+ i
można wy t azió następująco:

-r- jakiejkolwiek wielko ści fizycznej A{tl)

s
J*lAf: ll durdu,

@

J-lAJ: tl du2du3
-@

Tym samym można znalęźó wartość wypadkowego strumienia J|A). Jednakże znalezienię
funkcji /+ jest dzisiaj praktycznie niemożliwe. Liczba parametrów potrzebnych do jej

okreśienia jest zbyt duża aby rrlożna ją było wyznaczyć eksperymentalnie, zaś wszelkie
próby teorety czne mają bat dzo spekulatywny charakter.

Jednak Liczbę parumetrów potrzebnych do określenia wymiany między powierzchnią
cieczy a parą można wyraźnie zmniejszyć wprowadzając tak zwane współczynniki ako-
modacji. W pracy tej zdefiniowano je w taki sposób, aby z jednej strony umożliwiły
wyznaczęflie wypgdkowych strumieni, z drugiej zaś pokrywały się ze współczynnikami
akomodacji określonymi w przypadku, gdy gradient temperatury i prędkość średnia pary
są róivne zeru.

Współczynnik akomodacj i liczby cząstek

J+[1] +.r-[1]ą:7ffi) Q)

gdzie wskaźnik s oznacza taki strumień emitowany z powierzchni, jati występowałby
gdyby cjęcz i pata były w równowadzę! Tak więc wypadkowy strumień masy jest równy

J[1]:fi(J"[1]+J-t1]). (8)

(5)

(6)

l duru, A(a)f + (u),
0

0

t duru, A(u)f - (u) ,

-@

Współczynnik akomodacji energii

^ J*lef+J-|efa-- J"|ef+J-Lei'
a wypadkowy strumień energii

J |ef : § (J"|ef + J- |ef) .

Współczynnik akomodacji składowej pędu prostopadłej do
zdefiniowano następująco:

* J+lprl+J- [pr] -PY: j,T;l7ĘJ,LpLf- p'

(9)

(10)

powierzchni rozdziałl faz

(1 1)

gdzie p, ozflacza składową pędu prostopadłą do powierzchni rozdzialu faz, zaś P - ciś-
nienię hydrostatyczne na granicy obszarów I i II. Strumień pędu unormowano tutaj w taki
sposób, aby w stanie równowagi był on równy zerut, anie ciśnieniu statycznęmu, jak to wy-
nlka z akreślenia (3). Na granicy obszarów I i II zachodzi równość

j |p ]- P : J u 
lp r1 + l- lp t7- P, (I2)

* W opisywanym ukladzie równowaga ozrraoza równośćtempofatury w całej przestrzęliotazu-O.



28 A. Matuszkiewicz

a jeśli weźmie się pod uwagę (l1) to można napisać następującą równość:

J |pJ-P: j [p,] -P:y(J.[pr] +J-[p1] -P). (1 3),

Współczynnik akomodacji składowej p1du pz równoległej do powierzchni razdziału faz
jest równy:

a ponieważ

. J* lprf + J- Lprf
lr- +.

J"lpr]+ J- lp,f '

J"[pr] :0,

(14}

(1 5}

(16}

to
J|p]:óJ-|p].

3. Równanie BGKW i jego przybli żone rozwiązanie

Wszystkie. strumienie wyznaczono z funkcji rozkładu, która jest rozwiązaniem
nania BGKW

row-

(; -,, Ąru, 
u, t): _'-!,*"

gdzie t jest rzędu średniego czasu pomiędzy zderzeniami, zaś f@)(r,a,t)
równania Boltzmanna w zerowym przybliżeniu, czyli

(17}

- rozwlązanlerl\

/

(18}

(19)

jest rozkładem Maxwella-Boltzmanna. Rozwiązanie równania BGKW w przybliżeniu

! 
(o, 

t,, o, t) : v 
G#)' 

!-r|- * t" - Ą')

pierwszego rzędu ma postać P]

I : f @) 

{, 
- " [+ ff ,, 

Gr* 
r, - +) 

- * n,, (r, r, - +u,, 
r,)]},

Edzię t:l,ż,3 oznacza składowe kartezjńskie,

n,,:ł -(#*%u \,

U:O-u
jest prędkością molekuły w układzie poruszającym się z prędkością
zapisany jest za pomocą umowy sumacyjnej Einsteina.

W pracy przyjęto*, że

(20)

(2I)

średnią. Wzór (19

{z2)

* W pracy przyjęto, że czas relaksacji jest równy średniemu czasowi między zderzeniami. Tym
niemniej nie jest to koniączne i wyniki nie ulegają zmianie, o ile tylko czas reIaksacji jest proporcjo-
nalny do średniego czasu między zderzeniami.

l,
L_--=)

U
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,gdzie Ó jest prędkoś cią nĄbardziej prawdopodobną
,l,

T): l'k' .

\m
(23)

4. Geometria problemu i podstawowe za|ożenia

Funkcja rczkładu prawdopodobieństwa (19) może zależeć od czasu poprzęz paramętry
n, T i u, a więc otrzyrfianę wyniki są również słuszne w przypadku niestacjonarnych pro-
cesów kondensacji i parowania,

Należy jedn ak zaznaczyć, że zmiany w czasie nie mogą być zbyt szybkie w porównaniu

zę zmiąnami potrzebnymi do ustalenia się równowagi lokalnej, która ustala się po czasie

ruędu r,
W celu uproszczenia całkowania wzorów (3) i (6), przyjęto następujące zalożenia

(rys. l) co do geometrii problemu.
Kondensacja lub parowanie ma miejsce na powierŻchni cieczy, która pokrywa się

z płaszczyz.ną (xz, xl),średnia prędkośó pary posiada tylko dwie nie znikające składowe
(jedynie us:O), Dopuszcza się zmienność parametrów n, T i ł tylko w kierunku prosto-
padłym do powierzchni rczdziału faz, ą więc składowe gradientów tych wielkości w kie-
runku x2 i x3 są równe zęru. W szczególności, co,warto podkreślić, wartośó składowej
prędkości średniej paty u2 nie zmienia się w kierunku osi x2.

Nakłada się pewne ograniczenia co do wielkości przepływu pary oraz co do wielkości
gradientów podstawowych parametrów, a mianowicie:

u!:!<< , (i:I ,2)
u

1 0u,lu,: * _:11l, (i:| .2)' @lĄ ax,

1aTlT: _ _<<l .. (Tll) 0x,

(24)

(25)

(26)

Ograniczenie (24) oznacza. że składowe prędkości przepływu pary są małe w porównaniu
z prędkością najbardziej prawdopodobną, która jest tego samęgo rzędu co prędkość roz_
r-hodzenia się dźwięku. Ograniczenia (25) oraz (26) oznaczają, że zmiany parametrów
!!i otaz T wzdłuż osi x. są małe w porównaniu zę zmianatnijakie miałyby miejsce, gdyby
prędkość przepływu oraz temperatura spadały odpowiednio od wartości fr do zeta oraz
,-.d 1do zętana odległościjednej drogi swobodnej.

Jednocześnie ząkłada się,'ze wszystkie wielkoś ci u! , Au, oraz AT są tęgo, samego rzędu.

5. Strumienie w przypadku pełnej akomodacji i z.erowych gradientów

'Warto wypisać znane wyrażenia na strumienie w przypadku, gdy powierzchnia cieczy
o temperaturze Ę styka się z nieruchomą parą o jednorodnej temperatu rze T, ptzy założę-
niu istnięnia pełnej akomodacji wszystkich więlkości. Najpierw jednak warto wypisać
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odporviednie strumienie ./". Można je otrzymaó podstawiając do wzoru (5) kolejno l:l,
n-ę:!muz, A:pt:lTlut atĄz 7+:7to)ę7:0). A więc strumień cząstek emitowanych
z porvierzchni pr7y pełnej akomodacj i

eners11

składowej normalnej pędu

P-
J"[1]:

ł2nmkr"
/

D
J"|ef: ,::_ 2kT_,

l/2nmkTn

JnLprf :źP",

-J:::,
ł2nmkT

(28}

(29}

zaŚ na podstawie powyższych wzorów i (8), (10), (l3) araz (6) podstawiając do tego ostatnie-
go

7- :7{0)@:0, T)

otrn'muje,-się, przy założęniu pełnej akomodacji, następujące strumienie wypadkowe:

Jo[1]:Ś
ł2nmkT.

.lo 1e1:*:5- zkT"_ =J: rtr,
ł2rmkT" ł2ltmkT

J oLp,f - P :+ / P : +(P"- P) .

P

(27>

(30},

(31)

(32}

Zn-iązę| (30) stanowi znaną formułę Hertza-Knudsena, wyrażającą strumień cząstek
tondensu_iącl,ch się lub parujących słuszny przy powyższych założeniach. poniżej \ily-
Pro§adzLlno ogÓlne wyrażenia na strumienie cząstek, energii i pędu w procesie kondensacji
lub ptarouania, które jak się okazuje są równe kombinacjom liniowym powyzszych trzech
strumiśLi 11'zero\^ym przybliżeniu. Fakt tenwyraża istnienie sprzężenia między wymianą
mas,;. lrtrgii i pędu, co nie ujawniło się w przybliżeniu rzędu zerowego.

6. Strumienie w obszarze II

s'sq;s,lk:e strumienie w obszarze ośrodka ciągłego możnaw zasadzie okręślić na pod-
starr-ie Ftra* tenno- i hydrodynamiki fenomenologicznej. Tym niemniej, aby móc je po-
rórrnrtg,ć z ąanościami strumieni z obszaruI, należy je określić z tym samym stopniem
dokładn"'nscl c.. i te drugie (zob. zwlązkl(24)-(26)). W tym celu wyznaczono je na podstawie
§Zoru l3l p:ą. uĄciu funkcji rozkładu (19). Pozostawiono jedynie wyrazy liniowe wzglę-
dem li. _j:ł r-:zz JI

I taL ą, :1,ui orzlbliżeniu strumienie w obszarze II wynoszą:
_ - §trE_E:iee, czrstek

j |1l:nur, (33)
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- strumień energii

, jLe):hnut_l+ , (34}.
0Xt

- strumień składowej prostopadłej pędu

jrp,J-o-1pa#, (35)-

- strumień składowej równole§łej pędu

jlp,f:-r* (36},
oXt I

gózię h jestentalpią przypadającą na jedną molekułę, ź - współczynnikiem przewodniclwa

ciepła, a p _ współczynnikiem lepkości gazu jednoatomowego. Są one odPowiednio

równe:
h=żkT ) Q7)r

i=LY! (38),
2m

oraz

F=Pt. (3q}:

7. Wyznaczenie wlpadkowych strumieni w obszarze I

Do wyznaczenia wypadkowychstrumieni w obszarze I konieczne jest obliczenie na Pod-,
stawie (6) strumieni J-|Al, podstawiając kolejno za A odpowiednie wielkości l, łmu',.
nul oraz mu,, Jak to już powie óziano wyżej, funkcja /- w tym obszarze musi być równa

funkcji/na granicy obszaru II i I, a więc moźna jąprzyjąć w postaci jak we wzorze (19).

Wykonanie dosyć długich i uciążliwych całkowań , przy zachowaniu jedynie członów linio-
rrych względ em u!, Au, oraz lT daje następujące wartości:

- strumjenia cząstek

P

ł2nmkT

- energii

Pj-L"r:--EŁ=_Lzkr-źkT Jnu|+}kr Jńlr-LkT luJ, ' 
GI}"

ł2nmkr

- składowej prostopadłej pędu

14I4l
J-lp,f:+pl t-+ "ł+Ż/T-+ ourl, G2},

LVrTl/trJJ
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- składowej równoległej pędu

12 ]J-Lpr7: -+Pl :uł+zu.l, U3)LVn ' 'J
.Strumienie te moŻna również wyrazić poprzez współczynniki transportu i entalpii

molekuły (37)-(39). Po prostych przekształceniach otrzymuje się

(44)

(45)

(52)

(53)

J-t1]: - Ł +Ł nu, +L -:: u'u' .ł2rmkr 2 ' 3łz-"kr-0*,.'

J-le]:--::ro,*! ru,l,_! l, !L+-Y: ru::łZrmkr 2 2 óx1 łzr.ń- 0*,

J,LpJ:L+-łT,,,*+ JT^#_?,'# G6)

J-lp,]:-+ń. |^ u'3 @7)łIE - 2' ax1

Powyższć cztęry związkiwraz z (8), (10), (13), (16), (27), (28) i Q9) dają następujące
"wartości wypadkowych strumieni masy, energii i pgdu:

J [1]:ą['.r'' +!,u,-1 #;ńrYJ, (48)

J|e]:B[r.*, *},u,r-.}r ^#-JT r3#1, (49)

J-lpl-,P:yl+ rr-J'+,u.+! ł#^ 
u*-', ,T1, (50)

Jlp,f:-r[+,ł*l ,?1) (5t)
LV,T ' 2' 1xlf '

gdzie Jo i !/P sąstrumieniami w zerowym przybliżeniu wyrażonymi w związkach (30),
(31) i (32), Obliczone w ten spodbb strumienie mu§zą być równe odpowiednim strumienjom
,określonym w obszatze IL A rvięc porównując prawe strony związków (33)-(36) z pta-
wymi stronami związków (48)-(51), otrzymuje się następujący układ równań:

lltl 1 
: ą[r. r,' * },,, - 

? łr#r' 
urfl 

,

aTTnullt-2 ił:oLr,t"l *| n,,o-.ł 
^ #-l* r#1,

4 óu, rj l2mkT t |zil^ar 2 nu,l-1ł Ń,:^ł|z lP-l 
" 

ttut+- , ł ń^ ń-7. ,ń), (54)
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-L,*: -ó [ł ,ł+Ł rYl,
0x t LV'T 2 0X LJ

(55)

który pozwala wyeliminować nieznane wartości prędkości średniej u otaz gradienty tej
prędkości i temperatury na granicy obszarów I iII zwyrażeń (48)-(5l) na wypadkowe
strumienie w obszarze I. Rozwiązując ten układ równań względem'

ł,lź,. -). 
ar . -! u'u' ,ru, -uuu'óxr' 3' 0x, 0x,

otrzymuje się następujące wartości strumięni na granicy obszaru II i I:

t(r 3 ljl1]:nu,:E 
to L(' 

-+P)(l-il)- * 0l] "ro tt]+

**-u, }*r,L,]-+ a(| -ż §)y #\, (56)

a: -), 
aT -1 { _+,[,(,+ł(,_-]-ł- i n7,,|LfzkT+' 0x, D[ 4 L\ 2'/\

-, 
[(, -i -)(, -;,)-:_o,],o 1,]*

1r/ 1\
-+, 

L, ('-; -),-ł -(,-+,)]#,o,\, (57)

4 0u, 1r t 1 1 \ :jIP,7-P:- 
1u ą:r|-n- ('-; F)vł2nłnłrJo[1]+

-* (, -+ ") §y Jolelff-+(,_+ł (,+ Ą,^,\, 
(58)

óu,6P
j Lp zf : - p Ńr: - 

l _ rl łffiłr(ntu 2) .

gdzie
/ I \/ l \/ 1 \ 1 3 11,:(,-; -i (,-; , )\r-z, )-ao}-ton Fl+ o*o§y.

(59)

(6o;

Strumień cząstek, strumień ciepła oraz strumień składowej prostopadłej pędu, jak
również nie wypisany tutaj strumień energii całkowitej (można go łatwo wyliczyć na pod-
stawię wzoru (3a)) są kombinacjami liniowymi strumieni cząstek, energii i pędu w zero-
wym przybliżeniu, Fakt ten wyraża istnienie sprzężenia między wymianą masy energii
i pędu, jaka występuje w procesach kondensacji i parowania. Wyrażenia te całkowicie
określają wszystkie strumienie, jakie istnieją w rozpatrywanym problemie na granicy roz-
działu faz. Jednocześnie mogą one posłużyć jako warunki graniczne dla równań ciągłoŚci,
Naviera-Stokesa i równania przewodnictwa ciepła, które spełnione są w obszarze II.

W szczególnym przypadku B : y - Q związek (56) przecho dzi w związek Schragego na wy-
padkowy strumień molekuł [2].

3 Prace IMP, z. 82



34 A. \{atuszkiervicz

8. Wnioski

'W procesach kondensacji i parowania dużą rolę odgrywają wzajemne sprzężenia między
wymianą masy, enęrgii i pędu. Klasyczny związek Schragego na strumień molekuł, nie
uwzględniający tego sprzężenia, jest słuszny jedynie w granicznym przypadku P:y-D,
tzn. gdy wymiana między parą a cieczą odbywa się z zerową akomodacją energii i składo-
wej prostopadłej pędu. W celu ilościowej oceny jakości tego przybliżenia, konieczne są
dokładne obliczenia liczbowe. Niestety wartości współczynników akomodacji wielu
substancji nie są znane. Dotychczas wiele uwagi poświęcono współczynnikowi akpmodacji
liczby molekuł, czasami nazywanemu współczynnikiem kondensacji. Otrzymywane wyniki
eksperymentalne są bardzo rlzbiężne [8]. Być może jedną z ptzyczyn rozbieżności jest
fakt, że do analizy wyników eksperymentalnych używano związku, który jest słuszny tylko
w granicznym przypadku zerowej akomodacji energii i pędu. Wydaje się, że w ocenie war-
tości współczynnika akomodacji liczby molekuł mogą odgrywać pewną rolę również
i inne wspólczynniki akomodacji.

Praca wplynęła do Rcdakcji w listopadzic 1979 f,
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BtreM IIepa3pbIBHocT}t IIoToKoB Ea rpauulle o6rracreń I r II, ycrpaulroTc, Heu3BecTHbIe 3lłaqen[fl rpa,lgłen-
ToB TeM[opaTypBI n cKopocTlr. §narogapa 9ToMy MoxEo tro,ĄcrMTaTb troToKa MoJIeKyJI, 3HeprEll E EM_
rryJlbca IIą rpaEtrqe pa3Aena (pas. eru IIoToKI( ,Bnfiorcx JmlefiEBII\ffł xovorłnaqrnr,m troToKoB MoJIeKyJI,
oneprtrtr tr trMrryJlbca B I{yJIeBoM uprł6.1rrłxemm. 3to cBuAereJIBcTByef o cylqecTBoBaEIłIł cotrpr]rexull
vexgy odnłenoM Ma@bT, 3Heprrrn r lłIvfrryJlbca B trpoqeccil( KoHAeacaqrłn n nctrapeElłr.

Determination of the Masso Energy and Momentum Tlansfer
at the Liquirl-Vapour Interface Based on the BGKW Equation

Summary

Condensation and evaporation over an'infinite plane surface of liquid are analyzed with nonc_
quilibrium and incomplete accomodation of the mass, energy and momentum taken into account.
Probability distribution function (l9) obtained as a solution of BGKW equation (17) is employed for
calculation of the ńass, energy and montentum_fluxes in regions I and II (see Fig. 1). Unknown values
of temperature and velocity gradients are eliminated using the condition of flux continuity at the boun-
dary of regions I and II. This makes possible calculation of molecule, energy and momentum fluxes
at the liquid-vapour inteiface. They are linear combinations of molecule, energy and momentum fluxc§
in the zeroth approximation which indicates the existencę of coupling between the transfer of ma§J,
energy and momentum in condensation and evaporation processes.
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