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ANDRZEJ MATUSZKIEWICZ

. 
Gdańsk

Równowagowy w§półczynnik kondensacji '-

dla maĘch kropel*

Wyprowadzono prawo działania mas dla układu kropla cieczy-para, uwzględniając 'przy tym
zeleżność napięcia powierzchniowego od promierria kropli. Pokazano w jaki sposób energia parowa-
r:a cząsteczki cieczy z kropli zmienia się w stosunku do energii parowania cząsteczki z płaskiej po-
t-ierzchli ci€czy. Następnie wyprowadzono wzór na strumień parowania molekuł z jednostkowej
pcs,ierzchni kropli i porównując go z odpowiednim wyrażeniem otrzymanym na gruncie kinetyczrrej
;;crii gazów ustalono, że współczynnik kondensacji jest taki sam w przypadku kropel, jak i w przy-
paCku powierzchni płaskiej

Wykaz oznaczeń

t98?

A-
F_
_f-

L_
l_
m-

^,-
P_
r-
T_

Y-
|/_
l1, -
x-

energia swobodna całego układu,
suma statystycznarcałego układu,
suma §tatystycma jednej molekuły,
stala Boltzmanna,
$raca,
długość średniej drogi swóbodnej,
masa molekuły,
liczba molekuł w objętości Z,
gęstość molekuł,
ciśnienie pary nasyconej,
promień kropli,
temperatura bezwzględna układu,
składowe. prędkości molekuły,
wektor prędkości molekuły,.
objętość układu lub jego cziści,
strumień molekuł,
wektor wychylenia molekuły cieczy
z położenia równowagi,
zasięg oddziałylvań międzymoleku-

p(x) - gęstość molekuł cieczy wychylo-
nyclr na odległość x,

ra - objętośćjaką zajmujewcieczyjedna
molekuła,

@ - suma staty§tyczna jednej molekuły
na jednostkę objętości,

a(y) - rozkład prędkości Maxwella,
, ), - energia parowania na jedną czł

steczkę.

wskaźniki dolne

ó - objętościowa część danej wielkości,
k - kondensacja,
l - ciecz,
p - parowanie,
r - własności pary nasyconej nad za-

krzywioną powierzchnią,
s - powierzchniowa część danej wiel-

kości,
a - pata,

co - własności pary nasyconej nad pła-
ską powierzchnią.

Wskaźniki górne

i - wewnętrzne stopnie swobody,
0 - translacyjne stopnie swobody.

larnych,
z - wspołczynnik kondensacji,
7 - napięcie powierzchniowe,

r) - energia potencjalna molekuły cieczy
rvychylonej na odległość J, ze swo-
jego położenia równowagi,

' Praca nykonana w ramach problemu międzyresortowego MR.I.26, pt. ,,Podstawy projekto-
r,iJ-; =aszlTl i urządzei energetycznych", grupa tematyczna 05.

tl3l



14 A. Matuszkiewicz

1. Wstęp

Statystyczna teoria parowania Herzfelda [1] pozwala rra obliczenie strumienia cząstek
parujących z płaskiej powierzchni cieczy będącej w równowadze termodynamicznej zpatą"
W teorii tej strumień cząstek parujących jest równy

qP*,,:ffi. (1)

Gdy układ znajduje się w równo wadze, strumień cząstek palujących równy jest stru-
mięniowi cząstek kondensujących się i na podstawie kinetycznej teorii gazów można na-
pisać [l]

(2>

Porównując równania (1) i (2) otrzymuje się wyrażenie na współczynnik kondensacji
w przypadku płaskiej powierzcbni cieczy

W literaturze [2] można spotkać stwierdzenie, że współczynnik kondensacji przyjmuje
różne wartości w frzypadku płaskiej i zakrzywionej powierzchni cieczy. Według [2],
wartość współczynnika kondensacji ma począwszy od wartości promienia kropli równego
10-6 nr szybko zmniejszać się wraz z malejącym promieniem.

Poniżej wyprowadzono prawo działania mas w przypadku układu kropla cieczy-para,
a następnie wyprowadzono wyrażenie na strumień cząsteczek parujących z jednostkowej
powierzchni kropli cleczy. Wyprowadzone wyrażenie wskazuje na to, że współczynnik
kondensacji jest taki sam w przypadku powierzchni płaskiej jak i zakrzywionej.

Analiza poniższa nakłada ograniczenia na zakres waźności otrzymanych wyników.
Ograniczenia te precyzują jednocześnie sens pojęcia ,,mała kropla". Ze względu na ptzy-
jęty model wymiany masy między fazą ciekłą a gazową, poniższe wyniki można stosorvaó
przy liczbach Knudsena

' Kr:Lrrr.
2r

co przy ustalonym ciśnieniu daje górne ograniczenie wielkości kropli. Doine ograni,cze-
nie wieikości kropli wynika z podziału energii swobodnej na części objętościcwą i po-
wierzchniową. Przy batdzo małych kroplach, rzędu 10-9 m, ilość molekuł powierzchnio-
wych kropli jest porównyrvalna z całkowitą ilością molekuł kropli i taki podział energii
swobodnej jest niedopu szczalny.

Wszystkie otrzymanę wyniki wyprowadzono przy zała'żentu równowagi termcdl.na-
micznej układu. Wiadomo jedhak, że każdy rzeczywisty proces kondensacji lub parowa_
nia zvłiązany jest z brakiem równo.wagi w układzie. Tak więc, otlz;l6ąnę tutaj wyniki
dotyczące współczynnika kondensacji można stosować dc rzeczywistych procesów tylko
przy niewielkich odchyleniach od stanu równowagi.

Wo:J|o:ą -r::: ,

łZnmkT

(3}
ói
O'"



, Równowagowy współczynńk kondęnsacji dla małych kropel

2. Prawc działania mas

Energię swobodną równowagowego układu kropla cieczy-pata można zapisać w po-,

::eci sumy dwóch składników

A:At* A", (4),

lćzie A6jest energią swobodną objętościowej części kropli cieczy i pary, natomiast l" .-

::ergią powierzchniową związaną z napięciem powierzchniorłym

A":4nrzy . (5),

{eśli przez ff, i Ą oznaczyć odpowiednio liczbę cząstek cieczy i pary rozważanego-

-iładu, a przez f, i f, sumy statystyczne pojedynczej cząsteczki cieczy i pary, to sumę,

fjt}-St!,czną całego układu można zapisaó następująco:

1§.

1r_ _ fN,fNl'-Ę,*,," " 
,

Z -rdstawowej zależności termodynamiki statystycznej

' (6)u

(7},

(8},

(10}r

::az (6) otrzymuje się

At: -kT lnF

Ę,:unek
;:ietości

At: -kTN,lnf,-kTNrlnfr+kT ln l{, !+łT lnN, !

równowagi termodynamicznej takiego układu, przy ustalonej temperaturze
jest następujący:

:0,(#,),. (9)

.]t,] ti u\yzględnieniu (4)

(2';,),,*(ffi),,,:o

'-\' lrzvpadku płaskiej granicy razdziałl faz

(#,),.,=o,

.TĄjĘ .-.iaż zmianamasy jednej z faz niezmienia powieizchni razdziału. Wówczas z wa--
*uli_: lrirr-nowagi (10) można uzyskać prawo działania massłuszne w przypadku płaskiej,,

J-.j :_, rozdziału faz [3]

ó / )\
t,lt _"expl -.,-|:n_, (ll), Ql ,\ .kT/

E"u.:l : @, i @" są sumami siatystycznymi cząsteczki cieczy i pary na jednostkę objętości,,
ll - 35tośctą cieczy, rź. - gęstością pary nasyconej nad płaską powierzchnią ciec7y,.
fi3 - energią parowania cząsteczki.



16 A. Matuszkiewlcz

Inaczej sprawa przedsta\pia się w przypadku układu kropla cieczy-para. Tutaj paro-
,wanie lub kondensacja zmieniają powierzchnię rozdziafu faz, a co za tym iózie

(#,),,,*o (12)

''Wobec tego, aby zna|eźćprawo óziałaniamas należy do wzoru (10) podstawić wzory (5)

:i (8) oraz przy różniczkowaniu uwzględnić następujące zalężności:

a

a^ł: -Ę (13)

(bo całkowitaliczba cząstek Ą+iV,:ry jest stała) oraz

a__t a

0N,  n?ńar' 
(14)

.Ponadto należy skorzystać z ptzybliżonej formuły Stirlinga

lnN!:N(lnN-1). C15)

'Wówczas zróżniczkowanie za7eilności (10) z uwzględnieniem powyższych zależności po

wykonaniu kilku przeksztalceń da w wyniku

łrmŁ+kr tn Ł+l11*2):o. (16)
ń N, n,\dr r/

Po dalszych przekształceniach otrzymuje się

f. N, ._l-- l(9*'ł\l (;)
i: Ę'*O |_ lcr rt, 1or r /J

Ponieważ objętościowa część'całkowitej energii swobodnej układu kropla cieczy-para
wy,rażona jest przez sumy statystyczne J; i ń (zob. (6)+(8)), wobec tego te ostatnie

należy obliczyć względem wspólnego zerowego poziornu odniesibnia. Z drugie1 stronY

prawo działania mas wygodniej jest wyraztó przez sumy staty§tyczne f; i fi, z których
każda obliczona jest względem swojego najniższego poziomu energetycznego przyjętego

za poziom zerowy. Związek (17) można więc przepisać następująco:

ąr*,(-#):il*ol-hff-U (18)

lub rv postaci

gdzie

o,= ł-f,:, o,: Ł rlVuVr:

są sumami stat},st},cznymi na jednostkę objętości pojedynczej cząsteczki pary i cieczy,

n,!"*n{-#7-ł(?,-'ł)1\:",, * (19)
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a n, jest gęstością czą§tek pary nasyconej nad zaktzywioną powierzchnią cieczy. wyra-
żenie (l9) stanbwi prawo dzialania mas w przypadku układu kropla cieczy-para.

W PrzYPadku barclzo dużych kropel napięcie powierzchniowe nie zależy od promienia
kropli, a więc

-0.

\\- granicznym prz.vpadku nieskończenie dużych promieni, co odpowiada płaskiej gra_
nrc1, rozdziału faz, również

2^l :o,
T

' zrviązek (19) staje się identyczny z (l l), w zgodzie z tym częgonależałoby oczekiwać.
pojawienie się we wzorze (l9) w wykładniku potęgowym dodatkowego członu zwią.

§oego z naPięciem powierzchniowym ma prostą intelpretację: Siły napięcia powierzchnio.
*eeo wYkonują pracę (odniesioną do jednej cząsteczki) związaną z infinitezymalnym
rmniejszeniem powierzchni kropli, spowodowanym quasistatycznym procesem paiowa.
::a. równą

, _4nrzy (r) - 4n (r - dr)zy (r - dr),"-W,
:o z dokładnością do wyrazów pierwszego rząda względem dr dĄe

ą idaĆ więc, że energia parowania mólekuły z kropli jest mniejsza od energii parowania
: ałaskiej powierzchni o pracę jaką wykonują siły napięca powierzchniowego przy zmniej-
tceniu powierzchni, czyli że

(20)

T":.k r.vięc pfawo działania mas v/ przypadku układu kropla cieczy -pat6 ma taką samą
frśtaĆ jak w przypadku plaskiej granicy rozdzialu faz, pod warunkiem, że uwzględni
il: zmianę energii parowania i gęstości cząsteczek pary nasyconej nad zakrzywioną po.
,n --;zchnią,

3. Szybkość parowania kropei i współczyunik kondensacji

L' podstaw statystycarej teorii parowania Herzfelda |1]1eżą następujące założenia:
iiazcia cząsteczka cieczy wykonuje, nięzależnte od innych, drgania wckół swego poło"
----nia równowagi x:0, przy czymjej energia potencjalna t(x) zależy od jej wychylenia
-- połoźedia równowagi, Jeśli cząsteczka wychyli się ze suojego połoźenia równor^agi na

,: Prace tMP, z. 82

17
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l8 A. Matuszkiewicz

odległość xo równą zasięgowi oddziaływań molekularnych, to do jej wyparowania nie
jest już potrzebna żadna dodatkowa energia.

Poniżej, na podstawie powyższego modelu, wyprowadzono wyrażenie na strumień
cząstek parujących z jednostki powierzchni kropli i przez porównanie go z wyrażeniem
na strumień cząstek parujących, obliczonyrn na podstawie kinetycznej teorii gazów, wy_
znaczono współczynnik kondensacji odpowiadający zakrzywionej powierzchni kropli.

W modelu iym ruch cząsteczki odbywa się w zewnętrznym polu o energii potencjal_
nej e(x), wobęc czego jej stan można określić ptzez dwie funkcje rozkładu: funkcję
rozkładu prędkości Maxwella

(21}

oraz gęstoŚci cząstek p(x) wychylonych na odległość x ze swojego położenia równowagio
którajest równa gęstości prawdopodobieństwa znalezienia cząsteczki w przedziale (x, x*
+dx). Z rozkładu Gibbsa zastosowanego do pojedynczej cząsteczki otrzymuje się

p(x):
*,[-P]

(22}

gdzie całkoianie rozciąga się na całą objętość dostępną dla cząsteczki cieczy (w przybli_
żeniu równą objętości kuli o pronieniu x9).-

Jeśli cząsteczka cieczy znŁjdująca się w warstwie przypcwierzchnic,,łej kicpliwychyli
się ze swojego położenia równowagi na odległość xo, równą zasięgowi oddziaływań między-
molekularnych, to do jej wyparowania nię jest już potrzebna żadna dodatkowa energia,
wobec czego energia potencjalnacząsteczki w tym punkcie musi być rórvna energii paro-
wania, tzn.

e(xg):ż", (23}

gdzie )., dane jest we wzorze (20).,
Strumień cząstek parujących z jednostkowej powierzchni kropli będzie równy

Wo: p{xł ll du2dą J duru, rp(v),
-m o

(24\

gdzie u, jest składową prędkością cząsteczki prostopadłą do rozważanego wycinka po_
wierzchni kropli. Scałkowanie powyższego wytażenia z uwzględnieniem (21)+(23) daje

,@:(#łr"-n|-ffi

Iai,'*"*ot-#]

/ kr\L
',:\r*,)

*,(-#)

Jał.*n[-#]
(25}



Równowagowy współczynnik kondensacji dla małych kropel

RÓwnanie stanu gazu doskonałego, napisane dla jednej cząsteczki ma w razważa-
nym układzie postać

l9

D2:kT.
nf

sunra statystyczna jednej cząsteczki cieczy przypad,ająca na jednostkę objętości w
przypadku powyższego modelu jest równa

(26)

(27)

(30)

(3 1)

gdzie @ijest sumą statystyczną cząsteczki cieczy odpowiadająćą wewnętrznym stopniom
swobody, zaś a! - sumą statystyczną cząsteczkipary na jednostkę objętości, odpowiadają-
cą translacyjnym stopniom swobody.

Suma statystyczna cząsteczki pary przypadająca na jednostkę objętości jest równa

a,:a| ó',, (28)

gdzie aj jest sumą §tatystyczną cząsteczki pary odpowiadającą wewnętrznym stopniom
swobody.

Biorąc pod uwagę równania (26)+(28), wyrażenie na strumień cząstek parujących
z jednostkowej powierzchni kropli można napisać następująco:

Qroo, * I 
o,*n [-#].;,

*,:ffiiyłl,,**,(_

W-:ai. P, 
.

' Q', (2rmkT)+

Ł\l -@l .

kT) J O,,
{29)

Wyrażenie w nawiasię kwadratowym w równaniu (29), na mocy yyprowadzonego uprzed-
nio prawa działania mas (19) otazwyrażenia na energię parowania cząsteczki z kropti (20),
jest równe gęstości cząstek pary nasyconej nad zakrzywioną powierzchnią. Wobec tego
strumień cząstek parujących jest równy

WYrażenie na strumień cząstek parujących otrzymane w kinetycznej teorii gazow
w PrzYPadku płaskiej powierzchni dane jest wzorerr (2). Aby otrzymać stąd strumień
cząstek parującyctr z jednostki powierzchni kropli należy ciśnienie nasycenia pą zastąpić
Przez ciŚnienie nasycenia p,, panujące nad powierzchnią zakrzywloną o promieniu krzy_
wizny r. A więc

,P,
Wo:u ^ 

-, 
," (2xmkT)a

Porównując zalężności (30) i (31) otrzymuje §ę" a:a,
czlłi taki sam wynik jak w przypadkb powierzchni płaskiej.

(32)



2a ,{, Mątuszkiewicz

wynik ten ma bardzo prostą interpretację. strumień cząstek pary opuszczalący jed-
nostkową powierzchnię kropli jest większy niż odpowiedni strumień cząstek opuszczają-
ÓYch jednostkową powierzchnię płaską. Proces parowania jest jednak łatwiejszy w przy_
padku kropli niż w przypadku powierzchnipłaskiej.(zob. (20)), tak że stosunek strumienia
cząstek parujących do strumienia cząstek opuszczających powierzchnię cieczy jest taki
sam, zarówno w przypadku powierzchni płaskiej jak i zakrzywionej.

OkuYama i Zupg [2] wychodząc z teoril absolutnej szybkości reakcji usiłowali wy_
ProwadziĆ za|eżnoŚć wiążącą współczynnik kondensacji z promieniem kropli. Otrzymany
tam wynik zdaje się stać w sprzeczności z otrzymanym w tej pracy wynikiem, mówiącym
że współczynnik kondensacji kropli nie zależy od jej promienia i jest taki sam jak w przy-
padku powierzchni płaskiej. Sprzeczność tajest pozolna i pochodzi stąd, że w cytowanej
Pracy nie uwzględniono zmienności ciśnienia pary nasyconej w zależności od promienia
krzywizny powierzchni cieczy. JeśIi utvzględni się tam, że

P,:P**,l#,,(*-?)1, (33)

to otrzyma się taki sam wynik jak we łvzorze (32) tej pracy, tzn. żę wspóŁczynnik konden_
sacji kroPli nie zależy od'promieni aktzywizny i jest taki sam jak lv przypadku powierzchni
płaskiej.

Praca wpłynęła do Redekcji w czerwcu 1979 r.
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Pannonecnrrfi xoarPQxqnelfr KonAencaqnll A,lIn MaJIbIx l{alrę"Tb

_ PesrcNłe

, CrarNcrrłqecKafl TeopIIr lłcnapeHtl, repu$eJ*ga [1] norrołłer npouseolrłrr pacqeT noToKa KaIIeJIE
ffcfiapfiol]lfixcfi c unocxoŻ noBepxHocTE )i(rrl[tocTll, a IIocJle cpaBHe}Ifi{ pe3ynbTaToB 9Toro pacqeTa
c Pe3YJIbTaTaMrł troJryqeEHETMIr ił: paĆvera noToKa Ec Kl4ueTfirtecrofi reopnu Ia3oB, no1yqaTb B§Ipa_
xefifl_ll Ha 3HaqeHIłe xos$(luqaerra Kołrlencaqlłu.

B cnyvae MaJILlx KaneIr, cIeAyeT lo6aloqrło yqIłTbIBaTb B,IrrłrEIłe IIoBepxHocTHbIx gełenrłfi, 3ro
BJIE HI4e YłreHo 4o6ael9-fl noBepxl{ocT]riIo ]Heprlłfo (5) x o6renłrroź,łacrrI cBo6oAuoń errćprurł cIlcTeMBI
KaIUUI xl4.{KocT}t-nap. Łcxoga E3 ycnoBIL TepMoAEl{a]vfltqecxoro paBI{oBecl{_fl cIIcTeMu (9), nr,negełr
3aKoH AeficTBfi.fi uacc (19).

Vcrauos.nerro, qTo 3Hepru;I trcnape}rl{, MoJTeKy.]lb] H3 KanIIł (20) uetrme 3HeprEIł l{cflape}Iflf .Mo_
JIexYnEI c Ęnocxofi noBePxgocTlr, qTo cBr3ago c yMęHLIlIeHIłeM noBepxHocTI{ I(atrJlll B npoqecce llcrrap€Hllx.
3areu, Y.ursrnarł I8MeHeIiEe 3nepr*rn Ecnape§rlfl qacTlłqbl B cłyqae raurur (20), BbItsoAuTcff Bblpaxenfie



Równowagowy współczynnik kondensacji dla małych kropel

}ra IIoToK tlacTuq ucEapr}ollułxc-f, c eArłElttl}{oft nonepxrłocr[ Kanfitr (30), norrrsyxcB npII 9ToM BbIIue-
BBlBeAeHHbIM 3aKogoM Aeficrsfir lracc (19). Źlr cpaałłerłrx BbIBeAeHHoro BBIpaxeHIłfi (30) c rupaxerłaerrł
Ha IIoToK qacTlłq rłctraprlolqExc, c egrnrłłrłofi [oBepxHocTI,I T(anJIIł, noJIyqeEHLIM !t3 rlłrrerRłecroź reopltł
ra3oB,-noIyqeHo Bl,IpaxeEl{e Ha 3HaIłeHIłe roeÓÓuquerrra KoF,rleHcaqna B cIyIIae MaJIbIx.xa[eJIb, yl ycTa-
fioBJIeHo, qTo oHo ToxAecTBeEEo c BblpaxeHfieM A".rfi cĄĘafi nrrocxofi IIoBepxHocTIl xI{AKocTR. Brrmey_
novrrryrrrfi pe3yJIbTaT o-rII/FIaęTcrI oT p$yJILTaTa fioJiyqenroro ,Ąppru{ MeToAoM r [2]. Oqepeago yxa-
3LTBaeTcr, IlTo pe3yJIbTaT B [2] 6slł 6r,l roxAecrseltrtblM c pe3yn6TaToM noJIrłeHHLIM n npegcranmerroń
pa6ore, ecrru 6sr aBTopaMil yqIłTIłBaIocb Ił3MeEeHIłe AaBJlefinrHacbllqelłHoro napa :flaĄ trcI(pfiBJIeHHoź
noBepruIocTblo

Equilibrium Condensation Coefficient for Small Droplets

Summary

The Herzfetd's statistical theory of evaporation [l] makes possible calculation of the flux of mo-
lecules evaporating from a plane liquid surface. Comparison of this ffux with that calculated within the
frames of the kinetic theory of gases yields an expression for the condensation coefficient.

For small droplets, however, it is necessary to take into account the effect of surface phenomena,
This effect is taken into account by adding to the bulk part of free energy oi the liquid droplet_vapour
system a new term relatęd to the surface energy (5). Then, the mass action law is derived from thę con-
dition of tbermodynamic equilibrium (9) for the system under consideration, It is shown that the energy
of molecule evaporation is lower for a droplet (20) than that for a plane liquid surface. This is caused
by the droplet surface decrease during the ęvaporation process. Based on the change of the molecule
evaporation energy for a droplet (20) an expression for the flux of molecules evaporating from the unit
droplet surfacę (30) is derived, The mass action law (19) is also used. By comparing expression (30)

with that derived from the kinetic theory of gases the condęnsation coefficient for small droplets is
obtained. The main result is as follows: the condensation coĆfficient is the same for both a plane liquid
surface and a small droplet. The above result differs from that obtained by another method in [2]. The
difference was caused by omission in [2] of the efiect of vapour saturation pressure above the curved
surfacę.
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