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ANDRZEJ MATUSZKIEWICZ

Gdansk

Réwnowagowy wspélezynnik kondensacji

dla malych kropel *

Wyprowadzono prawo dzialania mas dla ukladu kropla cieczy —para, uwzgledniajac przy tym
zaleznos$¢ napigecia powierzchniowego od promienia kropli. Pokazano w jaki sposéb energia parowa-
nia czasteczki cieczy z kropli zmienia si¢ w stosunku do energii parowania czasteczki z plaskiej po-
wierzchni cieczy. Nastepnie wyprowadzono wzér na strumien parowania molekul z jednostkowej
powierzchni Kropli i poréwnujac go z odpowiednim wyrazeniem otrzymanym na gruncie kinetycznej
teorii gazéw ustalono, ze wspélczynnik kondensacji jest taki sam w przypadku kropel, jak i w przy-
padku powierzchni ptaskiej. : :

™
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Wykaz oznaczein
energia swobodna catego ukladu, px) —
suma statystyczna-calego ukladu,
suma statystyczna jednej molekuty, - o —
stala Boltzmanna,
praca, b —
dlugoé¢ éredniej drogi swobodnej,
masa molekuty, o) —
liczba molekul w objetosci ¥, A -

gestose molekﬁ},

ci$nienie pary nasyconej,

promien kropli,

temperatura bezwzgledna ukladu,
skladowe- predkosci molekuly,
wektor predkosci molekuly,
objetosé ukladu lub jego czedei,
strumien molekul,

wektor wychylenia molekuly cieczy
z polozenia réwnowagi,

zasieg oddzialywan miedzymoleku-
larnych,

wspdlezynnik kondensacji,
napiecie powierzchniowe,

energia potencjalna molekutly cieczy
wychylonej na odleglo$é x ze swo-
jego polozenia réwnowagi,

Wskazniki dolne

- b =

5
|

<
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gestos¢ molekul cieczy wychylo-
nych na odlegle$é x,

objetosé jaka zajmuje w cieczy jedna
molekuta,

suma statystyczna jednej molekuty
na jednostke objetosci,

rozklad predkosci Maxwella,
energia parowania na jedna cza-
steczke.

objetoSciowa cze$¢ danej wielkosci,
kondensacja,

ciecz,

parowanie,

wlasnosci pary nasyconej nad za-
krzywiona powierzchnia,
powierzchniowa cze$¢ danej wiel=
kosci, '

para,

whasnoéci pary nasyconej nad pla-
ska powierzchnia.

Wskazniki gérne

i —

0 —

wewnetrzne stopnie swobody,
translacyjne stopnie swobody.

* Praca wykonana w ramach problemu migdzyresortowego MR.1.26, pt. ,,Podstawy projekto-

wamia maszyn i urzadzen energetycznych®, grupa tematyczna 05.

{13]



14 _ A. Matuszkiewicz

1. Wstep

Statystyczna teoria parowania Herzfelda [1] pozwala na obliczenie strumienia czastek
parujacych z plaskiej powierzchni cieczy bedacej w réwnowadze termodynamicznej z para.
W teorii tej strumien czastek parujacych jest réwny

o P, :
=1 - , (1)
gbu \/ 2nmkT

Gdy uklad znajduje si¢ w réwnowadze, strumieri czastek parujacych réwny jest stru-
mieniowi czastek kondensujacych sie i na podstawie kinetycznej teorii gazéw mozna na-
pisac [1]

B
W,=W,=u s 2)
2nmkT

Poréwnujac rownania (1) i (2) otrzymuje si¢ wyraZenie na wspdlczynnik kondensacji
w przypadku plaskiej powierzchni cieczy

@; :
e 3y

W literaturze [2] mozna spotkaé stwierdzenie, ze wspolczynnik kondensacji przyjmuje
r0Zne wartosci w_ﬁrzypadku plaskiej i zakrzywionej powierzchni cieczy. Wedlug [2],
wartos¢ wspolczynnika kondensacji ma poczawszy od wartosci promienia kropli réwnego
10~ m szybko zmniejsza¢ sie wraz z malejacym promieniem.

Ponizej wyprowadzono prawo dzialania mas w przypadku uktadu kropla cieczy — para,
a nastepnie wyprowadzono wyrazZenie na strumien czasteczek parujacych z jednostkowej
powierzchni kropli cieczy. Wyprowadzone wyrazenie wskazuje na to, ze wspolezynnik
kondensacji jest taki sam w przypadku powierzchni plaskiej jak i zakrzywione;.

Analiza ponizsza naklada ograniczenia na zakres waznosci otrzymanych wynikow.
Ograniczenia te precyzujg jednoczesnie sens pojecia ,,mala kropla”. Ze wzgledu na przy-
jety model wymiany masy miedzy faza ciekla a gazowa, ponizsze wyniki mozna stosowaé
przy liczbach Knudsena

Ko — L>>1 .
2r
co przy ustalonym cisnieniu daje gérne ograniczenie wielkosci kropli. Dolne ogranicze-
nie wielkosci kropli wynika z podziatu energii swobodnej na czesci objetosciowa i po-
wierzchniowa. Przy bardzo matych kroplach, rzedu 10~° m, ilo$¢ molekut powierzchnio-
wych kropli jest porownywalna z catkowita iloscia molekul kropli i taki podzial energii
swobodnej jest niedopuszczalny. :

Wszystkie otrzymane wyniki wyprowadzono przy zaloZeniu rownowagi termodyna-
micznej ukladu. Wiadomo jednak, ze kazdy rzeczywisty proces kondensacji lub parowa-
nia zwigzany jest z brakiem réwnowagi w ukladzie. Tak wiec, otrzymane tutaj wyniki
dotyczace wspdiczynnika kondensacji mozna stosowaé do rzeczywistych proceséw tylko
przy niewielkich odchyleniach od stanu réwnowagi.
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2. Prawo dzialania mas

Energic swobodna réwnowagowego ukladu kropla cieczy —para mozna zaplsac W po--
staci sumy dwéch skladnikow

A=A4,+A4,, 4)
adzie A, jest energia swobodna objetosciowej czesci kropli cieczy i pary, natomiast 4, — ,
snergia powierzchniowa zwiazana z napigciem powierzchniowym
A,=4nr’y. (5)
Jesli przez N; 1 i N, oznaczy¢ odpowiednio liczbe czastek cieczy i pary rozwazanego

skiadu, a przez f; i f, sumy statystyczne pojedynczej czasteczki cieczy i pary, to sumeg:-
siatystyczng calego ukladu mozna zapisa¢ nastepujaco: .

5

NogH - -
Wﬁ‘vf : e
Z podstawowej zalezno$ci termodynamiki statystycznej
A,=—kTInF (7
araz (6) otrzymuje sie ' :
A,=—kTN,Inf,— kTN,lnf,+kT1nN '+ kT InN,! (8):

Warunek roéwnowagi termodynamicznej takiego ukladu, przy ustalonej temperaturze.

abjetosci jest nastgpujacy:
04
a]\]l T,V

(Mb) +<6As> = ‘ 10y
- a]\’l d i a]Vl S ey s 'A -

W przypadku plaskiej granicy rozdziatu faz

<0As) .
N Jrv

pomicwaz zmiana masy jednej z faz nie zmienia powierzchni rozdziatu. Woéwczas z wa--
mumiu rownowagi (10) mozna uzyskaé prawo dzialania mas stuszne w przypadku plaskieje
gmamicy rozdziatu faz [3]

15 po uwzglednieniu (4)

o A i
n— expl —— :
1 (pl P kT o, ( )
pline @, 1 @, sa sumami statystycznymi czasteczki cieczy 1 pary na jednostke objetosci,.
» — gsstosciag cieczy, n, — gestoScia pary nasyconej nad plaskg powierzchnia cieczy..

ms . — energia parowama czasteczki.
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Inaczej sprawa przedstawia si¢ w przypadku ukladu kfopla cieczy —para. Tutaj paro-
wanie lub kondensacja zmieniaja powierzchnie rozdzialu faz, a co za tym idzie

04 :
( ) £0. (12)
a]Vl 2 8 S

“Wobec tego, aby znalez¢ prawo dziatania mas nalezy do wzoru (10) podstawi¢ wzory (5)
4 (8) oraz przy rézniczkowaniu uwzgledni¢ nastgpujace zaleznosci:

= 13)
ON, 0N, -
«bo catkowita liczba czastek N;+ N,=N jest stala) oraz
e (14)
ON, 4nr’n;or :
- ‘Ponadto nalezy skorzystaé z przyblizonej formuly Stirlinga
InN!=N(nN-1). ‘ ‘ (15)

‘Wowezas zrézniczkowanie zaleznosci (10) z uwzglednieniem powyzszych zaleznosci po
wykonaniu kilku przeksztalcenn da w wyniku

b 5 1 (oy 2y
kTln—+kT In —+—J=0. 16
5 N,, 6r r (16)
Po dalszych przeksztalceniach otrzymuje si¢
£ N = 1 oy Oy - =
e (17)
N et an, 6r+ :

‘PoniewaZz objetosciowa czesé calkowitej energii swobodnej ukladu kropla cieczy—para
wyrazona jest przez sumy statystyczne £, i f; (zob. (6)+(8)), wobec tego te ostatnie
nalezy obliczy¢ wzgledem wspdlnego zerowego poziomu odniesienia. Z drugiej strony
prawo dzialania mas wygodniej jest wyrazié przez sumy statystyczne f, i f1, z ktérych
kazda obliczona jest wzgledem swojego najniZszego poziomu energetycznego przyjetego
za poziom zerowy. Zwiazek (17) mozna wigc przepisa¢ nastepujaco: ’

Tt iy N 1 [(oy 2y
v = (18)
i exp( kT) N, exp[ kTn, (6r+
o, - 1 1 /oy 2y -
= = - Iy W 19
- P, eXp{ kT[ n (6r+ "):I} o =

¢ ¢
v—_V; v l_V}l

1ub w postaci

gdzie

_ 53 sumami statystycznymi na jednostke objetosci pojedynczej czasteczki pary i cieczy,



Réwnowagowy wspétezynnik kondensaciji dla matych kropel 17

a n, jest gestoscig czastek pary nasyconej nad zakrzywiona powierzchnig cieczy. Wyra-
Zenie (19) stanowi prawo dzialania mas w przypadku ukfadu kropla cieczy —para.
W przypadku bardzo duzych kropel napigcie powierzchniowe nie zalezy od promienia
Eropli, a wigc

/

0 = :
S0 w
or
W granicznym przypadku nieskoficzenie duzych promieni, co odpow1ada plaskiej gra-
nicy rozdziatu faz, réwniez

2 zwigzek (19) staje sig identyczny z (11), W—zgodzie z tym czego nalezaloby oczekiwad.

Pojawienie si¢ we wzorze (19) w wykladniku potegowym dodatkowego czlonu zwia-
zanego z napigciem powierzchniowym ma prosta interpretacije: Sily napiecia powierzchnio-
wego wykonuja prace (odniesiona do jednej czasteczki) zwiazana z infinitezymalnym
zmniejszeniem powierzchni kropli, spowodowanym quasistatycznym procesem parowa-
mia, réwna

- _Anr?y (N —4n(r—dr)’y(r—dr).
= $nr’—4n(r—dr)’]n,

o z dokladnoscig do wyrazéw pierwszego rzedu wzgledem dr daje

A v 0y 2y
7
(6r ) -

Wida¢ wiec, ze energia parowania molekuty z kropli jest mniejsza od energii parowania
faskle_] powierzchni o prace jaka wykonujq sily napigca powierzchniowego przy zmniej-

weniu powierzchni, czyli ze
0y 2
e b (l v) (20)
o ¢t '

Tak wiec prawo dzialania mas w przypadku ukladu kropla cieczy —para ma taka samg
sostaé jak w przypadku plaskiej granicy rozdzialu faz, pod warunkiem, ze uwzgledni
Sic zmiang energii parowania i pestosci czasteczek pary nasyconej nad zakrzywiong po-
wierzchnia. '

3 Szybkos’é parowania kropel i wspélezynnik kondensacji

U podstaw statystycznej teorii parowania Herzfelda [1] leza nastepujace zalozenia:
Kazda czasteczka cieczy wykonuje, niezaleznie od innych, drgania wokél swego polo-
fenia rownowagi x=0, przy czym jej energia potencjalna e(x) zalezy od jej wychylenia
z polozenia réwnowagi. JeSli czasteczka wychyli sie ze swojego polozenia réwnowagi na

2 Prace IMP; z.:82



18 A. Matuszkiewicz

odleglos¢ x, rowna zasiggowi oddzialywan molekularnych to do jej vaarowama nie
jest juz potrzebna zadna dodatkowa energia.

Ponizej, na podstawie powyzszego modelu, wyprowadzono wyrazenie na strumien
czastek parujacych z jednostki powierzchni kropli i przez poréwnanie go z wyrazeniem
na strumien czastek parujacych, obliczonym na podstawie kinetycznej teorii gazéw, wy-
znaczono wspolezynnik kondensacji odpowiadajacy zakrzywionej powierzchni kropli.

W modelu tym ruch czasteczki odbywa si¢ w zewnetrznym polu o energii potencjal-
nej &(x), wobec czego jej stan mozna okreSli¢ przez dwie funkcje rozkladu: funkcje

rozkladu predkosci Maxwella

o e
Py (2 kT) Xp[_zk:r] -

oraz gestodei czastek p(x) wychylonych na odleglo$¢ x ze swojego polozenia réwnowagi,
ktora jest rowna gestosci prawdopodobiefistwa znalezienia czasteczki w przedziale (x, X+
+dx). Z rozkladu Gibbsa zastosowanego do pojedynczej czasteczki otrzymuje sie

[-22] :
— kT ’ v 22)

gdzie calkowanie rozciaga si¢ na cala objetosé dostepna dla czasteczki cieczy (w przybli-
Zeniu réwna objetosci kuli o promieniu xg).-

Jesli czasteczka cieczy znajdujaca si¢ w warstwie przypowierzchniowej kropli wychyli
sig ze swojego polozenia réwnowagi na odleglos¢ x,, réwna zasiegowi oddzialywan miedzy-
molekularnych, to do jej wyparowania nie jest juz potrzebna zadna dodatkowa energia,
wabec czego energia potencjalna czasteczki w tym punkcie musi by¢ réwna energii paro-

wania, tzn. :
a(xo)=l,, - (23)

gdzie A, dane jest we wzorze (20).,
Strumlen czastek parujacych z _]eanStkOWQ] pow1erzchn1 kropli bedzie réwny

W,=p(xo) [] do, do gdvl v p(), | (24)
gdzie v, jest sktadowa predkoscia czasteczki prostopadla do rozwazanego wycinka po-
wierzchni kropli. Scalkowanie powyzszego wyrazenia z uwzglednieniem (21)+(23) daje

o exp(—i—j—})
Wp=<~—> J (25)

e d>x exp [-—f(—x)]
. kT

(3
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Réwnanie stanu gazu doskonalego, napisane dla ]ednej czasteczki ma w rozwaza-
nym ukladzie postaé

P, '
I kT. (26)
nl‘
Suma statystyczna jednej czasteczki cieczy przypadajaca na jednostke objetosci w
przypadku powyzszego modelu jest réwna

: &(x)
qﬁ,:@f,’g f d*x exp [_7;’17] o}, ‘ 27 |

gdzie &} jest sumq statystyczna czasteczki cieczy odpowiadajaca wewnetrznym stopniom
swobody, za$ @° — suma statystyczng czasteczki pary na jednostke objetoscei, 0dpow1adajq-
ca translacyjnym stopniom swobody.

Suma statystyczna czasteczki pary przypadajqca na jednostke objetosci jest rowna

qjv = ng dj:: s ; : (28)

gdzie @, jest suma statystyczna czasteczki pary odpowiadajacg. wewngtrznym stopniom
swobody.

Biorac pod uwage réwnania (26)-+(28), wyrazenie na strumien czastek parujqcych
z jednostkowej powierzchni kropli mozna napisaé nastepujaco:

P (T s %\ 2
R . (29)
= QnmkT)E n, ["’ & ( kT)] «

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym w réwnaniu (29), na mocy wyprowadzonego uprzed-
nio prawa dzialania mas (19) oraz wyrazenia na energie parowania czasteczki z kropli (20),
Jest réwne gestosci czastek pary nasyconej nad zakrzywiona powierzchnia. Wobec tego
strumien czgstek parujacych jest réwny
e (30)
? & 2umkT)?
Wyrazenie na strumien czastek parujacych otrzymane w kinetycznej teorii gazow
w przypadku plaskiej powierzchni dane jest wzorem (2). Aby otrzymaé stad strumien
czastek parujacych z jednostki powierzchni kropli nalezy ciénienie nasycenia p,, zastapié
przez ciSnienie nasycenia p,, panujace nad powierzchnia zakrzywiona o promieniu krzy-
wizny r. A wiec

P
W= . (3D
2rmkT)*

Porownujac zaleznosci (30) i (31) otrzymuje sie
?;

= (32)
?,

5

czyli taki sam wynik jak w przypadku powierzchni plaskie;j.

L
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Wynik ten ma bardzo prosta interpretacje. Strumjeri czastek pary opuszczajacy jed-
nostkowa powierzchnig kropli jest wickszy niz odpowiedni strumiefi czgstek opuszczajg-
cych jednostkowa powierzchnie plaska. Proces parowania jest jednak latwiejszy w przy-
padku kropli niz w przypadku powierzchni plaskiej (zob. (20)), tak Ze stosunek strumienia
czastek parujacych do strumienia czastek opuszczajacych powierzchnie cieczy jest taki
sam, zaréwno w przypadku pewierzchni plaskiej jak i zakrzywione;.

Okuyama i Zung [2] wychodzac z teorii absolutnej szybkosci reakeji usitowali wy-
prowadzi¢ zalezno$¢ wiazacq wspdlczynnik kondensacji z promieniem kropli. Otrzymany
tam wynik zdaje si¢ sta¢ w sprzecznosci z otrzymanym w tej pracy wynikiem, méwigcym
ze wspolczynnik kondensacji kropli nie zalezy od jej promienia i jest taki sam jak w przy-
padku powierzchni plaskiej. Sprzeczno$¢ ta jest pozorna i pochodzi stad, ze w cytowanej
pracy nie uwzgledniono zmjennosci cisnienia pary nasyconej w zaleZno$ci od promienia
krzywizny powierzchni cieczy. Jesli uwzgledni sie tam, ze

I foy 2y :
P=P : - 33
=i [an, <6r+ r )] - 3

to otrzyma s1q; taki sam wynik jak we wzorze (32) tej pracy, tzn. ze wspétezynnik konden-

sacji kropli nie zalezy od' promlema krzywizny i jest taki sam jak w przypadku powierzchni
_ plaskiej.

Praca wplynela do Redakcji w czerweu 1979 r.

Literatura

[1]1 A. Knacke, I. Stranski, The mechanism of evaporation. Progr. Metal. Phys. Vol. 6, 1956, s. 181 -
- 235.

[2] M. Okuyama, J. T. Zung, Evaporation — Condensation Coeﬁ?czent for Small Droplets J. Chem.
Phys. Vol. 46, No 5, 1967, s. 1580 - 1585.

[31 K. Denbigh, The Principles of Chemical Reactions. Cambridge, 1961, s. 379.

PasnoBecusiii K03)QHUEEHT KOHICHCANNN LI MAIBIX Kale/hb
Pesrome

Cratucruyeckas Teopus ncnapenus Iepudensaa [1] nossomser IPOMU3BOIUTH PACYET IIOTOKA Kanens
HCTApAIOMUXCA C IUJOCKOY IOBEPXHOCTH XHAKOCTH, a IIOCIC CPABHEHMS DE3yIhTATOB 3TOr0 DacueTa
- C pe3ysbraTaMd HOJIYYEHHBIMH H3 DacuyeTa MOTOKA MO KHHETHYECKOiL TEOPHH Ta30B, HOJYyYaTh BHIPa-

JKCHHSI Ha 3HaYcH¥e K03 QHImEeHTa KOHIEHCAIWH.

- B cnyuae manbix kamens ciieayer H0GABOYHO YUWTHIBATH BIIMSHUE MOBEPXHOCTHBIX SBICHHE. DTO
BIRSIHUE YITEHO 106aBIas MOBEPXHOCTHYIO SHEPTHIO (5) K 06BeMHON YacTi cB06O0 HOMN 3HEPIUH CUCTEMEL
Kamis JKuAKOCTH-NAap. VICXOons W3 YCIOBHA TEPMOIMHAMITYECKOTO PaBHOBECHsI CHCTEMBEI (9), BbIBEECH
3aKOH Jie¥icTBusl Macc (19). :

VCTaHOBNEHO, YTO SHEPIWs UCHADEHMS MOJEKYIb! U3 KAl (20) MeHbIne SHEPru¥ UCTIAPEHHUS] MO-
JICKYJIBI € IIIOCKOH IIOBEPXHOCTH, YTO CBA3AHO C YMEHBIICHHEM IOBEPXHOCTH KAMIY B IIPOLECCE HCITAPCHHS.
3aTeM, YUMTEIBAS U3MEHEHNC OHEPIHH HCTAPEHWS YaCTULE! B ciay4ae kamny (20), BEIBOATCS BBRIDAKEHHE
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Ha NOTOK HYACTHIl WMCIAPSIONMXCS ¢ CIUHAYHOM mosepxHocTH Xamm (30), MOMB3yACH IpH 5TOM Bbile-
BBIBEJCHHBIM 3aKOHOM JielicTeus Mace (19). VI3 cpaBHEHMS BBIBEZICHHOTO Bhipaxkenus (30) ¢ BrIpaxeHueM
Ha IOTOK YaCTHI] UCHAPAFOWIAXCS C €IMHIYHOM MOBEPXHOCTH KAy, HOJIYYCHHBIM U3 KHHETHYECKOH TEOPHH
ra30B,-1I0JIy4€HO BBIPAXECHAE HA 3HAYCHUE KOO (dUIUEHTa KOHICHCAIMH B Cllydae MallbiX Kamems, U ycra-
HOBJICHO, YTO OHO TOXIECTBCHHO C BBIDAXKCHHEM Ui CIIy¥as MIIOCKOH HOBEPXHOCTH JXHIKOCTH. Bermey-
TOMSHYTHIH PE3YNBTAT OTIMYACTCS OT PE3YNbTATA MOJIYIEHHOTO JPYTHEM METOZOM B [2]. Ouepenno yxa-
3BIBACTCH, YTO PE3YNBTAT B [2] 6511 GBI TOXKIECTBEHHBIM C PE3YIETATOM HOIYUCHHEIM B HpeJICTaBJ'IﬂeMOﬁ’
pabote, ecim ObI aBTOpaMyl YYMTHBANIOCH M3MEHEHHE NABIICHWS HACHIMICHHOTO DAapa Haj HCKPUBJICHHOM
TIOBEPXHOCTBIO. = =

Equilibrium Condensation Coefficient for Small Droplets
Summary

The Herzfeld’s statistical theory of evaporation [1] makes possible calculation of the flux of mo-
lecules evaporating from a plane liquid surface. Comparison of this flux with that calculated within the
frames of the kinetic theory of gases yields an expression for the condensation coefficient.

For small droplets, however, it is necessary to take into account the effect of surface phenomena,
This effect is taken into account by adding to the bulk part of free energy of. the liquid droplet-vapour
system a new term related to the surface energy (5). Then, the mass action law is derived from the con-

_dition of thermodynamic equilibrium (9) for the system under consideration. It is shown that the energy
of molecule evaporation is lower for a droplet (20) than that for a plane liquid surface. This is caused
by the droplet surface decrease during the evaporation process. Based on the change of the molecule
evaporation energy for a droplet (20) an expression for the flux of molecules evaporating from the unit
droplet surface (30) is derived. The mass action law (19) is also used. By comparing expression (30)
with that derived from the kinetic theory of gases the condensation coefficient for small droplets is
obtained. The main result is as follows: the condensation coefficient is the same for both a plane liquid -
surface and a small droplet. The above result differs from that obtained by another method in [2]. The
difference was caused by omission in [2] of the effect of vapour saturation pressure above the curved
surface.



