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PRAcB rNsTYTUTU MAszYN,PRzBPŁYwowYcl{
z§żyl8l

' JózEr. wIĘcKowsKI*

Gdańsk

I)}namika pewnego układu 
"t;*ffio 

z ciągtym widmem częstości

Rozwiązano ogólnię równania ruchu mostu promowego lr, zakreSie liniowYm dla dowOlnYCh

parametrów układu oraz zadanie nieliniowe pod obciąźełiem siłą skupioną w jędnym Przegubie.

tr. Wstęp

Artykuł jest kontynuacją badań nad dynamiką mostu pfomowego w opisie ciąglym

i dyskretnym t1 - 5]. Rozpatruje się §ztywne pontony, luzy obrotowę olaz płaską linię

ugięcia układu. Zakłada się również model zdęrzęnia plastycznego pontonów. HYdrome-

chanikę problemu przyjmuje się maksyrnalnie uproseczoną. Reakcje cieczy dane są SźYW-

nością na obrót i przemieszczenia pionowe, a efekty dynamiczne możla uwzględnió Po-
większając masę i moment bęzwładności masy o dodatkowe wielkości zredukowane,

Przedstawiole rorwiązanie jest rozszerzęlięm ręzultatów uzyskanYch w PracY [5j,

w której postulowano taki zułiązek między parametrami pontonów, aby most nieogra-

niczony posiadał jedną częstość drgań własnych, a każdaforma odkształceniabyłafunkcją
własną problemu. Odstąpiny od tego zńożęnia rozwiązując zagadnienie ogólnie. Wy_

kalżemy przy tym, że widno częstości drgań własnych wypełnia przedńń ograniczonY

w sposób ciągły.
Dzięki uryskaniu metody postępo.wania prowadzącej do całek ogólnych zarówno dla

układu swobodnego jak i częściowo zlvartego (po interwencji więzów), można szukaĆ

analitycznych i łumerycznych rorwiązań różnych zadań a.ząaczeniu praktycznYm. Roz-

wiązano szczególne zadanie wzrostu strefy zwarcia pontonów pod działaniem siłY sku-

pionej ptTy zerowych warunkach początkowych. Jest to przykład uproszczonego modelu

rozładunku statku na tymczasową przystań lub prom w strefię brzegowej.

Uzyskanie rczwiązania w ogólnym ptzypadku, bęz aarnlcęnia żadnych ograniczeń

na parametry mostu pozwoli na ptzygotowanie eksperymentu welyfikującego zakres

stosowalności rozpatrywanego modelu oraz ana|izęjakościową i numeryczoą zachowania

się układu przy innych obciążeniach zewnętrznych.

* Instlut Okrętowy Politechniki Gdańskięj.
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94 J. Więckowski

2. Formy drgań i częstości układu swobodnego

Niech 41 (J:0, tl, *2,..., *oo) oznaczają pionowe przemieszczenia przegubów
łącącycb, pontony mostu (rys. 2.1). m - będziemasą pontń, k - sńywnością hydro-statYczną na Ptz-emieszczenia pionowe. Jeżeli 2b oznacza odległość między .ąri.Óoi*l
przegubąmi, / - odtegłość środka ma§y pontonu Qącznie , 

^rJązredukowan{ 
od finii

Prostej Ęcącej dwa sąsiednie przeguby tego samego pontonu, / _ moment bezwładności

Rys. 2.1. §chemat fragmentu mostu promowego
P-przegub, z-zdretzak

ma§y pontonu względem środka masy, z - sztywnośó hydrostatyczna na obrót, to mo-żemy wprowadzić wielkości zredukowane

-Lf_

bz,

-, I+l2ml_

Eb,

RÓwnania rucbu mostu swobodnego przy nie stykających się pontonach i bez obciążeniabędą [5]

m+i _ ,*-i , , ^-i .. , K+L K-i, K-L-a-q;+-łi*r+- ą s,_r+-; q,+=: q*r*Tqj_t:0, (2.2)

j=0, +1 , ż2,...*a.
SzukamY rozwiązań harmonicznyeh w czasie z częsiością rll, ogtańczonych dla wszystkichj.Postulując

qj:Cjei'',
j:O,t1 ,.,,,XQ,

otrzymujemy nieskończony układ równń algebraicznych względem ci z parametrem co:

,, -,ff -," +)+ cje _,, r:1 * r, _,(T _,, * 
;' ) 

: o, (2.4)

(2.1.1}

(2.I.2)

(2.3)

j:0,*1,...,*co.
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Dzięki temu, że fracleru współca7nników układu (2.4) jest pa§mowa i posiada trzy linie,

równoległe do przekątnej głównej otrzymamy równanie charakterystyczne drugiego

stoinia względem r postulując

(2.5}

(2.6),

lesttzeeząocąnrisĘ, że dlatych wartości a, dla których równanie (2.Q posiada Pier-
wiastki rzeczylviste i różne od jedności, rozvłięańa są zawsze nieograniczone. OdrzucamY

te tozvłiązania, nie mogą one bowiem opisywaó dopuszczalnych ruchów układu. V/ Po-
zostaĘcb przypadkach wygodnie jest zapisaó razwięańa równania Q.6) w postaci

9$

Ci:Ari,
gózie A - §tała dowolna. Równanie to ma postać

,, *rK+i- r1_@+!)r+ 1:o.
K-L-a'(m-I)

, | 1,2: -x 
+Ł- alQm +!> *r-ł <?_'i __b 

(5.-,?) 
.

K-L- a'1* _i)*- |x _L_ a'ą* _i)l

Ronriązania te są zespolone jeźeli

,,.(-'"(} ,*),.*(+,;)
Poniewaź, jak łatwo sprawdzić, jest wtedy |r,|:t 1;:1,2), otrzymatiśmy ronłiązania
ograniczone i przedzia| (2.S) jest przedzińem kwadratów częstości drgań własnYch.

W skrajnych punktach tego ptzedziału mamy pierwiastki dwukrotne. Dla az:Klrn'
jestr1,2:l, a dla a':i-li je-st r1,2:-1. Nie wszystkie rozvliązania układu Q.Ą są

wtedy ograniczone. Dla prrypadku pierwszego mamy

(2.7>

(2.8},

(2.9),

(2.10},

(2.11.1),

(2.I1.2),

(2.11.3}

Ci:A i Ci:Bi,

J:0, + t, X2,,.., * co ,

Cj--A(-Dj otaz Ci:B(-t)jj,
j:0, +I,X2,... *oo,

Rozwiązania ograniczone w przypadku (2.10) odpowiadają ,,czystytrl" drganiom pio,

nowym mostu, a rorvłiązańa ograniczone w przypadku (2.9) ,oczystym" kołysaniom,

wzdfużnych pontonów.
Pierwiastki rr,, zapisajemy w posteici trygonometrycznej

r1,2:cos ęłisin q ,

Ą dla drugiego

: arc cos 1 (co2) ,

r+L-a'(m+i)

gdńe

x(ra2)=- x-L-a2(m--t)
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'(f):r* ę(x):,o,

lLl
'(7J:o* 

?(x):n.

Można również wykazać, że gdy K|m*i§,to funkcja1 nie posiada asymptoty piono-'wej w domkniętYn Przedziale (2.8). Istotnie, miejscem zerowyrn mianownika w ilorazie,po prawej stronie równania (2.11.3) jest

^ K_L
41':- vm*I

Funkcja 7(a2) ma następujące własności w przedziale (2.8)

-,G-+)

; i prosto sprawdzić, że albo lewa, albo prawa strona nięrówności podwójnej

5'Ę,+ 
Q.u)mm-II

nie jest spełniona.
Dodatkowo

(2.1ż.l)

(2.12.2)

, (2.t3)

(2.1,6)

(2.17.1)

d2:*Xkl)2):2 (2.15)
da2 |rc-i-az(m_'t11'

jest staĘo znaku w przedziale (2.9), a to świadczyo że 7(.l.2)i również p(o) są monotoniczne
w tym przedziale.
" MoŻemY teraz skonstruowaĆ ogóIrre romłłiązanie dla drgań swobodnych z ustaloną.
częstością a;:

Qi: AtrieŹ'' + Arr]rei'': Ar"i(at+id 4 nręi(@t- je, _

=a,ć'G**) *or"-"G_+ł,
At, A, są stałYmi dowolnYmi, Rozwiązania (2.16) opisują fale harmoniczne ptzemieszcza-jące się w przeciwnych kierunkach z prędkością (w ilosciactr pontonów na sekundę)

, Y:9
a

,Jub, jeżeli odiegłqść międry,ptzegubami jest 2b, w

2bo,: 
,. (2.17.2)

PoniewaŻ częŚĆ uecrYwista i urojona relacji (2.16) spełnia równania ruchu, trgólna całka
równania jednorodnego będzie:

Q i : Q ta) |A r sin ut + A, cos cof] + a z0)[B, sin rol * B, cos alf], (2.18)
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gdzie

arU):cosfp,

órfi)=sin;p

§ą parzystą i nieparzystą (względem 7) foriną drgań swobodnych.

(2.19.1)

(2.19.ż)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Fouriera parzy§tej

(3.6)

, 3. Rozwiązanie zagailnienia początkowego

Dla wyjaśnienia sposobu tozvlipania zadańaprzyjmujemy , że zadana jest pocątkowa
forma odksaałcenia d$) parzysta względem j i spełniająca warunęk

f=+o'L-{aę"Y'<*co.
i=-a

Poszukujemy takiej 
. 

funkcj i A2Ąco), aby

@2

§ erąa1 o rę1 p (a)) dal : d(j),
o1

Niecb
j:0,*1,.,.,tco.

,KnLari=-<@;=_;
rnI

i wprowadiżmy funkcję odwrotną do funkcji (2.11) w ptzedziale co e(aya2).Funkcja taka
ze względu na monotoniczność w tym przedńale istnieje. Otrzymamy

[X"o.'9+ Lrio'!1r
,:n@):| ' ' |:

| 
,,,*r' !+i "i"'! ]

:[Krl - 
"", er-!r1 -"". Olr.

|_ n(l +cos ę)+I(L-cos p) J
zmianie aniennych w całce (3.2) z @ na q i przy założeniu (3.3)

fi

l erla @n [o (p)]' cos7 ęd ę : d (j),
o

J:0,1,2,..,,+@.
Relację tę można traktować jako regułę obliczania współczynników
funkcji

AzLa@)}LO(ę)J'.

7 Fraee IłP. z. 81
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Korzystając ze znane9o wzoru nb współczynniki rozwinięcia otrzymamy

W przypadku, gdy

(3.7)

Podstawiając funkcję A"(a) do (2.18) przy At:Bt:Bz:O, całkując w granicach Q)b c02,
a na§tępnie przechodząc do zmiennej p, otrTymamy rozwiąz?nie spełniające ządąlę v,/arunki
rozkładu ptżemieszczeń początkowych w chwili l:0

2da @

A2@): 
=* tł d(O)+ | d(n) cos (n p(a))].
ft CLCD n=l

1r
4i: - d(O) | cos(a (p) t) cos j p d p ł,7cJ

0

n@ X

* ; Erd @ 
)cos(O(p) 

t) cos nę cos j p d ę,
o

j:0,1 ,2,,.., +@.

"LKnai: _ <--ąi
Im

- + Ż,"*' IĘ#cosjpcos nę d9,
o

n,- *i, trlf 
"os(O(p) 

r) si n(n ę) sin(j rp) d p,

o

2 @ Tsin@(a\t\ql:i,ł n(r)J _ó-s n(nq)sinQę)dę,
o

J:0,1 ,2,,,., +@.

(3.8)

(3.9}

(3.10.1}

(3.10.2}

(3.10.3}

należy We wzorze (3.8) całkować od rt do zera. Postępując analogicznie można uzyskać
romliqzańa dla zadanego, parzystego, początkowego rozkładu prędkości e(j) oruz ń*
paruy§tych pocątkowych rozkładów przemieszczeń s a) oraz prędkości ż (.7). Otra7namy
kolejno 

r
1 f sin( Q(o\t\qi:i "(0)J ś2ó- cosjQdrpł

OczywiŚcie tomńązania można napisać również w postaci zbiorcze| gdy zadane są
dowolne początkowe rozkłady przemieszczeń , U) i prędkości p (7) spełniające warunti



Dynamika pewnego ukladu łańcuchowego...

gwarantujące rozwijatność na szereg Fouriera funkcji typu (3.Q, tzn. warunki

+ó +@

f, 1pln1;'<+.o, ) (r(n))'<+oo. (3.11)

Przypadków odstępstwa od założenia (3.1l) nie będziemy rozpatrywali w tej pracy.

4. Ruch mostu pod działaniem siły skupionej (pierwsze zaterzenle)

Rozwiążemy problem niejednorodny z jedną siłą uogólnion4 Qo w węźle zefowym,
stałą. Jest to, jak wspomnieliśmy we wstępie, przypadek uproszczonego modelu rożadunku
statku.

Znajdziemy ronłiązanie niejednorodnego układu Q.2) ptzy Qo*a i Qi:O (J: * l, ...,
*co). Sprowadza się to do rozwiązania układu równań algebraicznych

99

K+L_ K-L_ K_Ź_
2 So+ 4 Sr+ 4 a-t:Qo,

dr:d -r,
K+L_ K_L _ K-L_

,4l+ o di_t*-4 Ói*r:O,

j:1 ,2,.,. , -| @ .

(4.1)

(4.2.1)

(4.2.2)

Rozwiązanie jesi

gdńe

4.-ĘQo,
VKt

,= _Jr-{!.' Jr+{i
Dodając to tozvłiązanie do ogólnego tozłłiązania zadania jednorodnego i spełniając zeroJile
warunki początkbwe otrzymujemy

Qi:QoFit), (4.3.1)
gdzie

1 r 1T
F.;(t):-7 _,l F'- _ | cos(O(p)t)cosQ9)łlp-

{Kru ,u 
*
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Potrafimy tetaz wyznaczyć siłę Q6 potrzebną do wystąpięnia zderzenia w czasie t od po-
czątku ruchu (t:0). Równanie więzów interweniujących w pierwszyrn zderzęniujest [5]

qt-2qo* q-lł2pgb:0 ; (4.4)

9o ozn.acza tu maksymalny względny kąt obrotu dwóch sąsiednich pontonów. Wyko-
rzystując parrystość rozułiązań, {qr:q-r) obliczamy z równania (4.a) siłę Qo w zależlości
od czasu, a z rclacji (4.3.1) prędkości ątr) i ą\ ) przed zderzeniem fiednostronne granice)

t1 - 
Qobvo-Ro61-r14' (4.5.1)

{4.5.ż)

(4.5.3)

.1- ) Fo(r)
4o ': Qo b 

ĘU)_ F 1(Ą'

./-\ F,(r)
4\ ': (ł'o b FoG)llG)'

Impulsy pierwszego zdęrzęnia wyznaczamy stosując procedurę opisaną w pracy [5],
Wpierw wyznaczamy impulsy uogólnione, odpowiadające kolejnym współrzędnym i równa_
niu więzów (4.4). Następnie wyznaczamy skoki prędkości z równań ruchu (2.2) scałko-
wanych w otoczeniu chwili zderzenia i z warunkrr zgodności ruchu z więzami; po zderzeniu
mnożniki Lagrange'a dla impulsów uogólnionych. pomijając szczegóły rachunku przy-
toczymy jedynie wyniki końcowe obliczeń impulsów wewnętrznych pierwszego zderzenia.

Wprowadźmy oznaczęnie

(4.6)

Impulsy ścinające T, (i:0, 1, . . ., + o) wyznaczamy z tównań ruchu pionowego kolejnych
pontonów

Źo:0,

I+u d
;--0('-'Qo _ (Fo-Fr),5-a clt

i:t,2,..., -1-6.

w zóętzaka zerowym:

l+a d

(4.7.I\

(4.7.ż\

(4.8.1)

-IT,:- m,2

Impuls podłuzny Śo wystąpi tytko

-b

Impulsy podłużne
zerowym

So-2 
h 

mQo 
ęl_sę_ay-dtVo-Fr),

występują we wszystkich przegubach. W obciążonym przegubieN,

- b l+a r Ah (I-d\21 dNo:m7ao 6_$ę_a;V- p lń )a (Fo-F,), (4.9.1)
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N inł

a w pozostałych przegubach

- / I-ą '-' ! (ro-or),Ni:ńmQo{ąa| ' 
at

(4.9.ż)

. i:t,Ż, ..,, *oo.

SiĘwewnętrzneprzedpierwszymzderzeniemsprowadzająsiędosiłtnącychipodłużnych
w przegubach łącącychpontony. Jak wiadorno zpracy t5] siłY te w przypadku cłlr:61;l"

,ą ,tuł. pomię dzy zdetzeiiami. .w przypadku at*cDz §ą one zńeżle od czasu, Najprościej

vyzvezyć siły tnące Ti z r6wlań ruchu pionowego pontonów

(4.10.1)

pamiętając, że

lim Ę:6.
i* +.9o

(4.1o.ż)

(4.10,3)

-* _Qo,o -T
oraz

Równania (a.10) są dane w postaci rekurencyjnej, a współrzędne i przyspieszenia uogólnionc

są znane z rcmiązań (4.3\.

siły podłużne przed pie rwsrymzóerueniem możn aw,yznaetyć z równań ruchu poziomego

kolejnych pontonów. pioste postępowanie, którego nie przytaczarny pr,owadzi do łvyniku

mA ,.
N i:v; Q i,

_l:0, t!, Ł2,,.., *oo.

Rys. 4.1. Dodatnie skierowanią sił wewnętrznych i impulsów

(4.11)
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5, ImPulsY zderzenian ruchu i siĘ wewnętrzne w przypailku strefy zwarcla zlożoae z 2ng
pontonów

RÓwnania ruchu układu w Prą,Pad|o, gdy aktualna strefa zwarci a otacza§ymetrycznieprzegut zerowy i zawiera 2no poatonów są zgodnie z pracą [5], po wykorzystaniu pa-rzy§tości przemieszczeń q1 względem l:

ę, " 
* -ry) b, *+d,,, *, + 

?, o K *5:I) o, + 5j q o, + 1 : Q 
'(n 

o) 
; _'f ,i," *, {ff łi 

^" 
* 

" 
*Ę'ó, +! s * *, ** n 

^ 
*, ** o, : Qr(n o))",

(5.1.2)
m+i - , ^-i ,, , ^-i ._. x+L K-L K.'L-ż- Ci+ -v Qi+t+ ą rii_t*-:-!- sl+':; qi*r+'+ Qj_t:o, (5.1.3)

j:ng*2,noł3,..., *@,

Qr(n o) = Qg *ry |@ g + 1) (n r+ 3) (2no + 3) +

* (ng - 1)(n9 - 2)(2no _ 3)] +ry po b (2 + n?o),

Qr@o):T qob(z+n3);

D1 oznacza tu wspóhzędną uogólnioną strefy
uogólnionymi przegubów w tej strefie reiaclą

gdzie

i jeżeh ozĄaczymy ptzez

(5.2.2)

mrarcta powiązaną ze współrzędnymi

(5.2.1)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Można teraz zastosować do opisu zderzenia odpowiadającego ptzyłączenia następnejpary pontonów do strĄ zwarcia procedurą opisaną * piu"y [5], rozpatrują";"jloi"
1ołowe mostu ze względu na symetrię. ptzytocrymypodstawowe rormuĘ i wyniki końcowe.Dodatnie skierowania sił wewnętrznych i impulsów podano na rysunku 4.1.Przyłączeniu pontonu między przegubami no i no'1-1 odpowiada interwencja więzów

Qt:Dt- 9ob(2+t2),

i:0, t1, *2,..., żllo.

Q,o+ 1 - D 1: - (nfi + 2ng+ 3) p, b

/Ą"=sI"Jr-br-J,
gdzie (-) o,"lacza lewostronną granicę w chwili zd,etzenia, a a liczbęwedług wzoru (4.6),to otrzyma,my kolejno:
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- przyro§ty prędkoŚci w cbwili zderzenia

afi,:==-- ]- , -' [(1 ł2no)(L-.o)+ń/Y'"'
(1+2no)(1#"nl-o+ao)tąf;,_ (5.6.2)Óal: -fia2nol1r

j:nołl , ng*Z, ... , ł- co i

' - impulsy ścinająee przeguby w strefie mtatcia

2 2j 

-,ąvł

Tj:-mft|Tfi(_sĄAY"6,
j:1,2r ",,flo]

- impulsy ścinające poza strĘ rwarcia

Ł^*,: _L _!P!P *N,:,i G.7.2>lno+l 2 |(1+2nd(l-ą)+2]

i:!,2,..., *O 
''i _ impulsy w zdqzakach wzdłuż całej strefy zv,larcia (powiększonej) do zderzaka n6

ś,:Ł7t,+zĘ*r+ ...+2i,o+i,"*)*ł6ą**r-ab;|, (5,8).,l-h 
{

j:0,1n2,.,,,ngi

- impulsy podłużne w przegubach strefy twatcia

y_ ). mA lĄo
N;: S;ł;- 

t(l +2ĄX1 -d)+2]'
i:0, 1 ,2, .,. , f,o

otu po7a tą strefą

Ńno+t: _Y!ĆX#*p';'/Ą", (5.9.2)

i:!,2,..., ł@

Lby zrrdreźó siły wewnętrne oraz ruch układu rozwiążemy układ (5.1) jednorodny

postuluj ąc r ozvtiązania harnoniczn e

(5.6.1)

(5.7.1)

(5.9.1)

(5.10.1)

(5.10.2)

Dt:Coet't,

Q,o+1-Cleb"

.i:trż,..., *s.
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otrzYmuje się wtedY nieskończony układ równań algebraicznych, którego rozwiązaniemjest

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

a dla tej wartości

(5.15)

C i : A|(p + r r) r, - (p + r r) r r1,

j:0, 1,2,,.,, *@,
11, 12 wznaczamy według relĄi Q.?), Ajest stałą dowolną, natomiast

o=ar" 
K + K + L_ ć(hr* + m +i)

K-L*ć@:b 
-Rozwiązanie (5.11) jest względem 7 ograniczone, gdy lr,l:1, a ta zachadń, gdy

", (-io (:, +)** (;, _,9).
Zbadanry, czy rcmłięaiie (5.11) moźe być ograniczone dla innych af . Mńe to byćtylko wtedy, gdy czynnik p.+r,:,, gazie |i|<.i Y;J;;e *ilv oczywiście |p|<r. rutjednak być nie może. Jedyny* *ozli*}rn pierwiastkien j.eańgo z równań rl*p:§(i:1,2)jest

,.2 L_+rrox* - i-4re*'

_ a"i+ nn+le:- --:Ę:?- (-1=+ lpirt.
Ptzedziń częstoŚci drgań własnych dła układu ,waftego pozostaje więc niezmienionyi sprowadza się do przedziału (5.13).

znajdając całki szczególne od niejednorodności Q, i Q, i dodając je do rozwi ęania(5. 10), otrzymujemy rozvłiąr.anie ogolne

Dt:Coei't +Go.

Lng+i:Ciei@'+EBi_,,

j:t,2,,,,, *co.
Stałe Go i E obliczamy zrclacji

Go: 2Q,@ ł LK (2 + il + j Q + ilJ - 4Q,{n o) (K - L)
K2LG + 4n ł(2 + il _ 41rjr6 + 4^a:Ńł\1 _ §)

- L_ 4QrfułLK(1+4nł+i,7-zgr(no)(K-i.)
Kr[(l+4no)Q+il_q@''

natomiast / według relacji (4.2.2).

(5.16.1)

(5.16.2)

(5.17.1}

t5.17,2}
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Części rzeczywiste i urojon§ rczvłiązań(5.16) są też całkami problernu. Po uwzględnieniu,,
że

r1,2:cos P*isinrp (5.18},

i wykonaniu licznych przekształceń oraz po dodaniu części rzeczywistej i urojonej roz--
wiązań (5.16\ z nowyrni stałymi dowolnymi Ar, Ar,, otrzymamy

Dl : sin g |_A, cos cllt + A, sin aif + G r, (5.19.1},

Qno+-: -[sin((_l -1) ę+ p sinUp)] [,4, cosal/* Arsinatf +EPi-t. §.19.2)l,

Rozwiążemy zagadnienie pocątkowe, gdy dane są początkowe przernieszczenia ciągierr
ńżnych od zera wartości O| i qł,* i, natomiast wszystkie prędkości są równe zero. Zadanie,,

sprowadza się do rozwiązania względem ,4(al) układu równań

105;

Jrr(rl 
sinpdrł:D2-Go,

@2

J,łrlco;1sin(a-D q\+ p(a) snj9f d.:Efi-'- 1Xo+i,
@1

j:I,2, ..., * €.
Nień K/łn < i,li ęprrypudek przeciwny będzie się tylko róźnił przestawienienn granic,
całkowania,po przejściu na zniennej p). Wprowadźmy oznaczenia

fr

I AJa ?DJLa @)J' sin j ę d łp : d{j),
o1

i:l ) lm
J-rr-, tr., l w

r
t nrw @)jLg @)7' p @ (ę)} sinj ę d rp 

= d(j),
82

] J:1,2r ",, * @,

Z własności szeregów Fouriera wynika wprost, że

2a
A,la (d]La @)f' : ł Z ari> sin j 9,

TE n-l 1

A 1|tl (fif|9 (,p)7' p (a {ę}) : + Ź, d, (j) sin j ę .

RugLrjąc iloczyn Arś)' z tego układu otrzymany
@@

LZ, d(j)siniqf p(aQfi): Z arilsinję.
j=1 1 j=l 2

Ozlaczmy płrzez
ćr:hPi-t - Qono*i,

j:l, żr..., *@,

(5.20.1},

{5.20,2)ł

t5.żl.t}"

(5.2t,2b

(5.ż2.t\,,

(5,22.2b,

(5.23),

(5.24y,
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.ontedy równania (5.20.2) można zapisać \il po§taci

Cl=dQ-7)+d{j),
1"2

j:tr2r..., *@,
,:ptay czym Ą(0):0.

Rugując z równości (5.23) d (j) za pomocą relacji (5.2r, podstawiając
2

p (O (d) :zng - (2ng * I) cos p

(5.25)

(5.26)

:i stosując znane elementąrne wzory |a rczkJad iloczynu funkcji trygonometrycznych na
:§llltrQ, otrzymujemy równanie (5.23) w postaci

E,r}[?sin(.1 + 1) Q *2n, "loi,ł-Ęsin(7- 1) r]: Ź ć1 sinj p . (5.n)

'lMlłnika stąd rekurencyjny nieskończony układ równań. ptzez przyrównanie współcąnr_
-aików przy funkdach liniowo:niezal eżnych

2-4n^
d,(2) : - TTń c i 7|ft; d,(1),

d.(j + 1) : - #"e, * #h d,0 +#, du - 1) .

lPierwsza wartośó d(1) jest wznaczona relacją (5.20.1) i wynosi

' O(1) =Dor - Go ,

o,:+§ rrr;l i cos (o(p; r) sinJp sin qilry)+ Gg,

.Postulując, że dQ) są znanymi rcmńąr.ańami układu (5.28), (5.29), zaajdńemy funkcję
1

A{a) z relacji (5.22), a następnie z (5.t9.2) tozvłiryalta spełniające zadane pocątkowe
:{|axunki dla przemieszczeń i zerowe warunki dla prędkości. wlmiki końcowe obliczeń
są następujące:

(5.28)

(5.29)

(5.30.1)

,8,o* r: | Ź,Y' ?#{ cos (o (e) r) sin (K+ 1) p snj pit q -

-Zno l sjmk gsinjęcos(a6lĄa9-
o

, -1 
- 2n oj r*,o _ t) cp sin j ę cos (a 1q1 t) a ę} - 

"ff 
- r,

oJ

k:lr2,..., *co.

(5.30.2)
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W analogiczny sposób można rozłłięać przypadek, w którym zadane są zetowe
warunki pocątkowe (l:0) dla przemieszczeń, natorniast warunki początkowe dla
prędkości są na ogół niezerowe, ale spełniające warunek

(D?)'+ L kI,ń'<*oo.j=t

Warunek ten gwarantuje ciągły rozkład gęstości funkcji własnych na widmie częstości.
Odstępstwo od tego kryterium będzie analizowane w osobnej pracy.

Rozwiązania w przypadku niezerowych prędkości początkowych są

107

k:l,2,..., *@.

CiągwartościŻ(ilwyznaczasięzukładu(5.28)podstawiając d(il+d(i) z wartością począ-
tkową 1 1 1

2 :, ,. . f sin(o(ę)t\ .Dt:i Lrd(j) ) i#sinj psinrpdrp,

o

2 ś j.,., f2n +1i$,r(g2(e)łrio(k+l)psinję ,_!l,o+Y:- L aV)1-,"otł nii,,",t 2 )Tdq-

^ i sinkęsinjpsin(O(p)r) 
"-2no l ' '='r -. ' "' 'd(0-"J a@)

o
-fr
I-Zno f sin(k-l)psinjpsin(rz(e)4 , l

2 J O(p) 'J
o

il1:bI
L

Ć;: - Q|o*i,

j:I,2,..., *co.

(5.31)

(5.32.1)

(5.32.2)

(5.33)

(5.34)
oraz stalymi

Fotrafimy teraz metodą sklejania rozvtiązań od zdetzeńa do zderzenia wyznaczyć
kolejno: czas zóetzenia z pontonem no*I przytączającym się do strĄ zvtxtcia z równąnia
więzów {5"4), paramett lYno różnicy prędkości s:;}, i Df ) w chwili zderzenia z rela§i
(5.5), skoki prędkości óDb óqj zrclacji (5.6) i impulsy zdęrzeniazrclacji (5.7) do (5.9)

Siły wewnętrzne nie są stałe między zderzeniani. Siły tnące Trwyznaczamy z tównań
(4.10), tzn. równań ruchu pionowego kolejnych pontonów. Pewne uproszczone forrnuły
uzyskuje się dla strefy zwarcia dzięki istnieniu jednej współrzędnej D, dla całej strefy
{ptatrz relacja (5.3)). Otrzymujemy w tym przypadku formułę

T :To-r(mD, +KD.)+ Pno+nfi+j=Y" jr7roi,
, J=r

r:! r2, ... , łflo
8o oztlacza, że sĘ tnące w strefie zwarcia są trójkami finiowo zależle.

(5.35}
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§iĘ w ńqzakaęh,w7aaezany z równąnia ruchu obrotowego pontonów po wyrugo-
waniu z nięo sił podfużnych równaniem ruchu postępowego poziomego:

i'qr*L-''i'*iQi+t: * -{ {r,- r,*, )-(Tt*Tt*), (5.36)

i-0, 1 ,2, ..., *oo.

Dla i:rro-1mamy tylko jedną niewiadomą w tym równaniu §,o-1, gdyż Ęo:0 (brat
styku); Pozostdłe siły obliczamy zatem wzorem rekurencyjnym przy obniżaniu wskazni_
ków

s,:*(ł* ł-;+f P 'i't':q' *iŁi!;|*r,-,, (5.37)

i:! ,2, ,.. , llo- 1 .

Wiemy przy tyfr,, że

Ęo:0. (5.3S)

Przy wykorzystaniu relacji (5.3) dla strefy nłarcia formuły upraszczają się do postaci

_ b 1- b2§,:r(ł+ 7i*r)* Si* r 
_ 

T 
Lqo, (2i+ 1),

i:'!,,2, ..,, lto-l. (5.39)

siły podłużne w przegubach znajdńemy z równania ruchu poziomego pontonów

md ,.,
2b 

(qi* t- 4):Ni+ 1-Ni+ Si* §,*, , (5.40)

i:0, 1 ,ż, ..., * co.
Łatwo wykazać, że

' 
^,_mA"J\r:TTQi, '(5.41}

i:ro,noł1,..., *@

w strefle mtarcia, po wykorzystaniu relacji (5.3), otrzymamy formułę rekurencyjną

Ni:Ni+1+(S,-S,+1),

i*O, 1 ,2, ...,fto_!. (5,4Ż)

Wartości startowe do obliczeń są oczywiście

" ml ..Noo:6Q-no, (5.43.1}

Ęo:o, (5.43.2}

Pozostałe wartości §, obliczamy z wzorv (5.39),
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6. Przykłail liczbowy

Dyskusję numeryczną problemu obejmująą wznaczeńe ptzemieszczeń, prędkoścj,

impulsów wewnętrznyih jak również sił wewnętrznych przedstawimy w osobnym opraco_

waniu. Tutaj zajmiemy sii 3eaynie zbadaniem gęstości rozkładu funkcji własnych pobudzo_

i j,o,,

D:2,053m br:2m c2-ł3,1l

L:2,03m h-t,2m A-0,6n
m-4905 Ns2m'2 [":]- s'l
bi- szerokość mosttl

I 1 n4 | t.s l0' .3.101 4.r04 5. ,0"

0),1 B,00 6,00 8,00 a,0o 8,0a

tD2 16,87 l4,t3 10,27 8,s5. a,o4

Ńartości dgłkretne 
$7o 

porosrono ttnia ciqgŁą

l._? Ns2

0,2

Rys. 6.1. Znormalizowana gęstość tozkładu funkcji wlasnych dla współrzędnej 4o

nych siłą.skupioną. Zgadnie , *:y""T (4.3) moźemy napisaĆ

n,:Ł[r - |cosror.?lal)dcłll, (6,1)

r/ri l- J, J

gdzie

j:0, 1,2, ..., +@

(ó.2)
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będziemy nazywali gęstością rozkładu funkc| własnych. Funkcję 7Qa2) iiczymy wedługrelacji (2.11). Łatwo sprawdzić, że dla o)@.ł otaz @--łQ); funkcje 5:; posiadają graniceniewłaŚciwe, Całki niewłaŚciwe z tyń funkcji jednak istniJją. roJł.li-y zatem przedział

J. Więckowski

b:ż,M1m b,:2m br- 8m
l:Z,Olm h=1,2m A:0,6m

m= 30Oa NsZ ^-2 [c^;]: 5-t

T
l |.n? 5.t03 | .iOĄ 2.t7a

G)1 |a,229 0,229 |a,229 !0,229

tD2 5j,27 23) 468 17,384 1 ?,603

lo4 N,z

= 1,104 Ns2
Nartości dgskretne i3,o prtłrrono Iinią ciqgŁą

l; 5.i03 rys2

0,105

'VL aJ

e)z
Rys, 6,2, Zloiąalizowana gęstość rozkładu funkcji własnych dla współrzędnej 46

(@t clłz) na if jednakowej długości ptzedńałów r, (r:l, 2, ,.., Ą i obliczanry ciągi liczb

J 1,o

!,O

ś;,,= J E,(a)da,
I.

j:0, 1, 2, .,., *co, r: 1,2,..., N.
Znormahzujemy każdy ciąg {ś;,J,7:co[§t, według wzofu

(6.3)

(6,4)
l _ Ęr,,
§j, r: -.---r;-, .max lś;. sl

J-= 1,2, ... .,]v

ciąg {il, J dla ustalonego j i ustalonego i/ informuje o wielkości udziału ,,pzczki,,funkcjiwłayrń pobudzonych z częstościń aeI,.
obliczenia wykonano dla współrzędnych qo i 8t ptzy różnych parametrach geome-trycznych układu i przy zmiennym, momencie *ńłaanos"i pontonu. przyjęto podział



E
łiń

t,0

b+ł,053n b,*2m br_8m
!* 2,03m h:1,2m A *0tólrl

mo 4905 NsŹ m-? [t^sf=s'?
br* szerorość mo:tu

Nartaści dgskretne Ś3,t potlczonq

I-5.'04 N52

.

ciągta.

b - Z,affim br- 2m

I_2,03m h-1,2m

7n - 3000 N s2 m-2 t -]
b, * szerokośĆ mostu

hp-6m
A -0,6n

pó|(ączono linią ciągłą

I:5,103

p3 Ns2
* 0,2

i: l.n+ Ns? * ą286

* 0,397I: 
'.lO4Ns?

1*3;toł Ns?

- 0,'8

I: ?lo4 N5?

-1,0

= 2.104 N 62
Nartośct ayskretne 

i,t

= |.l04 N$2

Ę{ toJ-_{r?

(^) ł

I= l.t02 N s?

I= 5:n3 Ns?

_ 0,4

1=2.104 Ns2

- 1,0

N-sŻ

Fys. 6.3. Znormalizowana gę tość ło?Ęa{} |unkcji wła nych dta współrzędnej {r Rys. 6.4. Zngr,mali7opaqa 8ę tośó r9Ąad9 funkcji wlasnygh dla wspót,:zędnei q1
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'PPłdzińl: Śolt Oz) na 20 częŚci. Wartości szeregu Fouriera wę wzotze (6.2) obliczano
z dokładnoŚcią do 20 wYrazów. Całki (6.3) liczono rnetodą trapezów również zakładając
Podńał Przedńńu całkowania (względem 9) na 20 części. WYniki obliczeń podano 

-na

rysunkach 6.1 ,6.4, gdzie zamieszczone są wszystkie dane wyjściowe. Kazdej krzywej
odPowiada ocąYwiŚcie inna wartość a4. Aby zachować jednń" przejrzystość rysunków
rrarysowano wszYstkie krz}rwe w jednym przedńale. Obliczenia wykonano na maszynie
cyfrowej K-202.

Jak widaĆ to z rysunkólv, zarówno dla7:j jak i7:1, unormowane gęstości rozkładu
Posiadają ekstrema dla Przedziałów skrajnych przylegających do częstoś ci as1 ial2 (kolysa_
nie Pionowe i wzdłtlŻne pontonu). 'W'e wszystkich analizowanych przypadkach największąjest gęstoŚĆ w Przedńale I1,t(j:0,1). Gdy @z+Qł rośnie l€r,*l,, j=o,1,, i zbliża się dojedności. Mimo znikomej ńżńcy rniędzry częstościami *, i *, i'przypadku przedstawio-
nYm na rysunku 6.1 dlagęstości {o,. gęstość dla wewnętrznych przedzińów I,(r:2,...,§- 1) jest rzędu a,2+0,4, a więc daleka od wartości skrajnyń równyctr lub zbliżonych
do jedności

szczegółową anahzę numeryczną problemu przedstawimy w osobnym artykule.
.,Prea wp}ynęła do Redakcji w maju 1979 t.
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Crarsl ffiil'1eTcfr nPoAreffEeM PaIIbI]Ie BbmofiE€IlIlBIx pa6or [2 - 5J u racaercx c;ryqaĄ xor.qa trapoM-'sHfi }rocT xaPaKTePIł3YeTcx 6o.rree qeN{ o.Ąxot .racrorofi co6grnenrlx xoJreoamft. .{orasrrnaercx, yto
'CIIeXTP qacTOT 3aIIOJrE'leT TOrAa Auana3or (co1, a2), rPe rPaiure qrrcToTu oTBęqaIoT BeprncaJlrlroMyE ropE3oFraJlbEoMy xaqaĘarM oAEHoqEoro IIoH,roEa.

Pemerrr n o6ulełr rłAe YPaBEeIrn ABurKeIru, r nnueiiNołr npegene, a TaKxę cffylrag Earpy31tr cocpeAo_rose'FoE cffroft IIPE HYJleBBnr Eatlźtł§HbD( ycnoBtr x u r Sase Bo3pacTalgrr 3oEbI cIUIoqeEE noRToIloB.B xasecrse nPeABaPETęJIBEofi qficIenuoż nrrłrocrpaqrn upo6rrewrr [peAcTaBJIeEbI pacEpeAerIeEEI
'IIJIoTEocTtr co6crselfrBx ÓYBxqd B .qtralla3one (rot, coz} łJIfi paccMarpzBaeMo6 gaAaluf E KoopAmaTq6 (Irłecro 4pznorłcenrx cr.rrrr) a qt (puc, 6.1 + 6.4),
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on the Dynamics of d Chain System Having a Continuours Spectrum of EigeŃrequelicies

Summary

The paper, following ęar]ier works [2 - 5], deals with a,casę of a ferry-bridge with more than one

eigenfrequency. It has bęen shown that the frequency spectrum is continuous over the range (al1,

al2), where the limit frequencies correspond to the heaving and longitudinal rolling of a single Poatoon.

The general solution of the equations of motion has been found for the linear range. Also the solu-

tion wa§ given of a case of loading with a concentratecl force at zero initial conditions and in the Phase

of increase of the pontoon contact zono.,
Eigenfunction density distributions over the range (al1, ol2) for the problem tmder consideration

and gJneralized coordinate 4o (force location) and q1 have been de{erminęd for a preliminary

numerical example.


