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JOZEF WIECKOWSKI*

Gdansk

Dynamika pewnego ukladu laicuchowego z cigglym widmem czestosci
wlasnych

Rozwigzano ogolnie réwnania ruchu mostu promowego w zakresie liniowym dla dowolnych
parametréw ukladu oraz zadanie nieliniowe pod obciazeniem sila skupiona w jednym przegubie.

1. Wstep

Artykut jest kontynuacja badan nad dynamikg mostu promowego w opisie ciaglym
i dyskretnym [l - 5]. Rozpatrujé si¢ sztywne pontony, luzy obrotowe oraz plaska linig
ugiecia ukfadu. Zaklada si¢ réwniez model zderzenia plastycznego pontonéw. Hydrome-
chanike problemu przyjmuje si¢ maksymalnie uproszczona. Reakcje cieczy dane s sztyw-
noscig na obrét i przemieszczenia pionowe, a efekty dynamiczne mozna uwzgledni¢ po-
wickszajac mase i moment bezwladnosci masy o dodatkowe wielkosci zredukowane.

Przedstawione rozwigzanie jest rozszerzeniem rezultatow uzyskanych w pracy [5],
w ktérej postulowano taki zwiazek miedzy parametrami pontonéw, aby most nieogra-
niczony posiadat jedna czesto§¢ drgan wlasnych, a kazda forma odksztalcenia byta funkcja
wlasna problemu. Odstapimy od tego zalozenia rozwiazujac zagadnienie og6lnie. Wy-
kazemy przy tym, ze widmo czgstosci drgan wlasnych wypelnia przedzial ograniczony
w sposéb ciagly.

Dzieki uzyskaniu metody postepowania prowadzacej do calek ogélnych zaréwno dla
ukladu swobodnego jak i czeSciowo zwartego (po interwencji wigzéw), mozna szuka
analitycznych i numerycznych rozwigzah réznych zadafi o-znaczeniu praktycznym. Roz-
wiazano szczegblne zadanie wzrostu strefy zwarcia pontonéw pod dziataniem sity sku-
pionej przy zerowych warunkach poczatkowych. Jest to przykiad uproszczonego modelu
roztadunku statku na tymczasowa przystan lub prom w strefie brzegowej.

Uzyskanie rozwiazania w ogdélnym przypadku, bez narzucenia zadnych ograniczen
na parametry mostu pozwoli na przygotowanie eksperymentu weryfikujacego zakres
stosowalnoéci rozpatrywanego modelu oraz analiz¢ jakosciowa i numeryczna zachowania
siec ukladu przy innych obcigzeniach zewngtrznych.

* Instytut Okretowy Politechniki Gdanskiej.
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94 J. Wieckowski

2. Formy drgan i czesto$ci ukladu swobodnego

Niech ¢; (j=0, +1, +2, ..., to0) oznaczaja pionowe przemieszczenia przegubéw
Iaczacych pontony mostu (rys. 2.1). m — bedzie masa pontonu, k — sztywnoScig hydro-
statyczna na przemieszczenia pionowe. Jezeli 2b oznacza odleglo$¢ miedzy sasiednimi
przegubami, 4 — odleglo§é §rodka masy pontonu (lacznie z masa zredukowana) od linii
prostej laczacej dwa sasiednie przeguby tego samego pontonu, / — moment bezwladnosci

e 2| 0 5
e -
7 7 -
0
1
P B ‘f P
b
2b —— o

Rys. 2.1. Schemat fragmentu mostu promowego
P — przegub, z — zderzak

masy pontonu wzgledem Srodka masy, L — sztywno$¢ hydrostatyczna na obrét, to mo-
Zemy wprowadzié wielkosci zredukowane

L :
LEZ?, , 1)
v . I+4%m
Fe - (2.1.2)

Réwnania ruchu mostu swobodnego przy nie stykajacych sie pontonach i bez obciazenia
beda [5]

m+1 m—1I R K+i K- I K|
TQj+TQj+1+T‘1j-1+TQj+TQj+1+TQj—1=O, (2.2)

j=0,+1,42,...+oo.

Szukamy rozwiazan harmonicznych w czasie z czgstoscia w, ograniczonych dla wszystkich j.
Postulujac '
=€, %, 2.3)
j=0’ ili 28008, iw,
otrzymujemy nieskoriczony uklad réwnafn algebraicznych wzgledem C; z parametrem w:

v ~

K-L .,m-I K+L ,m+] K-L ,m-1I
Cj+1( 2 -’ 2 )+Cj( 5 —w? 3 )+Cj—1( 2 —w2—2—)=0, 2.4
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Dzieki temu, Ze macierz wspélczynnikéw ukladu (2.4) jest pasmowa i posiada trzy linie
réwnolegle do przekatnej gtéwnej otrzymamy réwnanie charakterystyczne drugiego
stopnia wzgledem r postulujac

Y C=Ar, (2.5
gdzie A — stala dowolna. Rownanie to ma postaé

E+l—o I
r2+2—i—“ﬂ.) $i=0 (2.6)
K—-L-o*(m-1)

Jest rzeczg oczywista, ze dla tych wartoci , dla ktérych réwnanie (2.6) posiada pier-
wiastki rzeczywiste i rézne od jednosci, rozwiazania s zawsze nieograniczone. Odrzucamy

te rozwiazania, nie moga one bowiem opisywaé dopuszczalnych ruchéw ukladu. W po-
zostalych przypadkach wygodnie jest zapisaé rozwiazania réwnania (2.6) w postaci

2 2
(r1’2=_K+L o*(m+I) 2\/((»1 L)(K-o’m) @1
K-L-o*m-I)" |K-L-o*(m- |

Rozwiazania te sa zespolone jezeli

wze(min(L K) max<£ E)) : (2.8)
I m I m

Poniewaz, jak latwo sprawdzié, jest wtedy |r|=1(i=1,2), otrzymalimy rozwiazania
ograniczone i przedzial (2.8) jest przedzialem kwadratéw czgstosci drgafi wiasnych.

W skrajoych punktach tego przedziatu mamy pierwiastki dwukrotne. Dla w?=K]m
jestrys=1,a dla @ —-L/I jest r;,=—1. Nie wszystkie rozwiazania ukladu (2.4) sg
wtedy ograniczone. Dla przypadku pierwszego mamy

Ci=4 1 C-h, (2.9)
j=05 i_la iza--'siwy
a dla drugiego
C;j=A(-1y oraz C;=B(-1)}, (2.10)
=0, £ £ too
~ Rozwiazania ograniczone w przypadku (2.10) odpowiadaja ,,czystym” drganiom pio-
nowym mostu, a rozwigzania ograniczone w przypadku (2.9) ,,czystym” kolysaniom:

wzdiuznych pontonéw.
Pierwiastki r, , zapisujemy w postaci trygonometrycznej

ry,=cCos ptising, (2.11.1)

gdzie
=arccos x(0?), 2.11.2y
K+L—ao*(m+I)

= = (2.11.3)
K-—L—o*(m-1)

reH)=—
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Funkcja y(w?) ma nastepujace wlasnosci w przedziale (2.8)

x(£)=1$qo(x)=0, , (2.12.1)
m -

i | ,
x(—f)=0=»¢(x)=n. (2.12.2)

Mozna réwniez wykazaé, ze gdy K/m;&i/f , to funkcja y nie posiada asymptoty piono-
“wej w domknigtym przedziale (2.8). Istotnie, miejscem zerowym mianownika w ilorazie
‘PO prawej stronie réwnania (2.11.3) jest

o = = - 13

1

“i prosto sprawdzié, ze albo lewa, albo prawa strona nieréwnosci podwojnej

s oK.l ]
— << (2.14)
m m—I [
‘nie jest spelniona.
Dodatkowo
K L
b5 - (_ —7
= e (2.15)
dw? [K-L-o*(m-D}*

 jest stalego znaku w przedziale (2.9), a to Swiadczy, ze y(w?) i réwniez p(w) sa monotoniczne

W tym przedziale.

* Mozemy teraz skonstruowaé ogolne rozwiazanie dla drgan swobodnych z ustalong
- czestodcia :

qj=A1 i“{ eimt+A2 "é eithAl ei(cut+j(p)+A2 ei(wl‘—j(p)E
s e S il (2.16)

-4y, 4, s stalymi dowolnymi. Rozwiazania (2.16) opisuja fale harmoniczne przemieszcza-
_Jjace sie w przeciwnych kierunkach z predkoscig (w ilosciach pontonéw na sekunde)

v T (2.17.1)
L ¢ 7
lub, jezeli odieglosé miedzy_ przegubami jest 2b, w
e 2.17.2)
@

Poniewaz czesé rzeczywista i urojona relacji (2.16) spetnia réwnania ruchu, ‘ogoélna catka
rownania jednorodnego bedzie:

4;=P()[4; sinwt+ 4, cos wt]+ D,(j) [B;sinwt+ B, cosmt], (2.18)
J=0,£1,42, .., +oo, '
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gdzie ,
?,(j)=cosjgp, (2.19.1) .

D,(j)=sinjo , (2.19.2)
s3 parzysta i nieparzysta (wzgledem j) formg drgafi swobodnych.

3. Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego

Dla wyja$nienia sposobu rozwiazania zadania przyjmujemy, Ze zadana jest poczatkowa
forma odksztalcenia d(j) parzysta wzgledem j i spelniajaca warunek

n=+co

Y (dm)’<+o. 3.1)

A==

Poszukujemy takiej funkcji 4,(w), aby

JA4x(@)®,(jo(0)do=d(j), (3.2)
j=0,+1,..., +e.
Niech -
2 K 2 L
D1 =E—<W=— 3.3
m 1

i wprowadzmy funkcje odwrotna do funkcji (2. 11) w przedziale o € (w;,®,). Funkcja taka
ze wzgledu na monotoniczno$¢ w tym przedziale istnieje. Otrzymamy

3
Kcosz—§l+isinz—2¢i

2 o ST o
mcos® —-+1sin® —
2 2

[K(1+cos ¢)+E(1—cos rp)]% 3.4)
- m(1+cos ¢)+f(1—cos ?) ' :
Po zmianie zmiennych w calce (3.2) z w na ¢ i przy zalozeniu (3.3)

g 4,[Q(9)1[2(9)]) cosjede=4d(j), (3.5)

=012, ,F®.

Relacj¢ te mozna traktowad jako regule obliczania wspolczynmkow Fouriera parzystej
funkcji

A[2(p)1[R(p)T - - (3:6)

7 Prace IMP, z. 81
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Korzystajac ze znanego wzoru na wspdlczynniki rozwinigcia otrzymamy
2 do o ‘
Az(a’)=‘1?70')‘[%d(0)+ ZI d(n)cos(ne(w))]. (3.7

Podstawiajac funkcje 4,(w) do (2.18) przy 4, =B, =B, =0, calkujac w granicach w,, w,,
a nastgpnie przechodzac do zmiennej ¢, otrzymamy rozwiazanie speltniajace zadane warunki
rozkladu przemieszczen poczatkowych w chwili =0

qj;%d(O)fcos(Q((q)t)cosjq2d¢+

+—j~ f d(n)jcos(ﬂ(go)t)coanocosjquq:, 3.8)
n=1

=012 .. +tow,
W przypadku, gdy
=w? 3.9
nalezy we wzorze (3.8) catkowaé od 7 do zera. Postgpujac analogicznie mozna uzyskaé
rozwigzania dla zadanego, parzystego, poczatkowego rozkladu predkoéci e (j) oraz nie-

parzystych poczatkowych rozkladéw przemieszczen g (j) oraz predkosci 4 (j). Otrzymamy
kolejno

q,-=~i-e(0)f§i—ll@—(¢—)t—)cosj¢d¢+ :

2(p)
2 & [sn@(p))
+;n; e(n)f—-?i@r— cosjpcosnpde, (3.10.1)
2.2 r
i ‘;1 g(n) | cos(Q(p)t)sin(ng)sin(jp)dy, (3.10.2)
=-7-t2—— 2 h(n)upm;f(—gm'sin(nw)sin(j(o)d(p, (3.10.3)

0
=012, .. ~Fo.

Oczywiscie rozwigzania mozna napisa¢ réwniez w postaci zbiorczej, gdy zadane sa
dowolne poczatkowe rozklady przemieszczeri r(j) i predkosci p (j) spelniajace warunki
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gwarantujace rozwijalnosé na szereg Fouriera funkcji typu (3.6), tzn. warunki
+ o + o0
Y (p(n))’<+oo0, Y r(n)’<+oo. (3.11)

Przypadkéw odstepstwa od zatozenia (3.11) nie bedziemy rozpatrywali w tej pracy.

4. Ruch mostu pod dzialaniem sily skupionej (pierwsze zderzenie)

Rozwigzemy problem niejednorodny z jedna sila uogélniona Q, w weZle zerowym,
stala. Jest to, jak wspomnieliSmy we wstepie, przypadek uproszczonego modelu roztadunku

statku. .
Znajdziemy rozwigzanie niejednorodnego uktadu (2.2) przy Qo #0i Q;=0(j==1, ...,
+ 0). Sprowadza si¢ to do rozwiazania ukiadu réwnafni algebraicznych :

Kbl k- F k-
5 o+ 7 4 2 g-1=%o, (4.1)
Z11=§-1,
K¥l kojg K~F
> q;+ 3 qgj-1+ ) q;+1=0,
! J=1’23' s T 00
Rozwiazanie jest
p '
g;=———=05s, (4.2.1)
KL
gdzie
ﬁ=_\/K—\/L_ (4.2.2)

JE+JE
Dodajac to rozwiazanie do ogdlnego rozwiazania zadania jednorodnego i spelniajac zerowe

warunki poczatkowe otrzymujemy
4;=0:F{1), 4.3.1)

gdzie
-] T
|7 [costatorncostinnds-

1
s

(432)

T n=1

e ]
== 3 ﬂ”fCOS(Q(rﬂ)t)coswn)coswj)dw}

J=01 2 I
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Potrafimy teraz wyznaczy¢ site Q, potrzebna do wystapienia zderzenia w czasie ¢ od po-
czatku ruchu (¢=0). Réwnanie wigzOw interweniujacych w pierwszym zderzeniu jest [5]

q41—24o+q_1+2p,b=0; 4.4

@o Oznacza tu maksymalny wzgledny kat obrotu dwéch sasiednich pontoﬁéw. Wyko-
rzystujac parzysto$¢ rozwiazan (g, =¢_,) obliczamy z réwnania (4.4) site Q, w zaleznosci
od czasu, a z relacji (4.3.1) prqdkoéci 4571 457 przed zderzeniem (jednostronne granice)

%b :
e L 45.1
- i G

(=) Fo(t) 2
do =1%o b Fo(t) ___F_l(“‘t) > (45.2)

e F (1)
=) 1 X 3,
q5 —%bFo(t) o 4.5.3)

Impulsy pierwszego zderzenia wyznaczamy stosujac procedure opisang w pracy [5].
Wpierw wyznaczamy impulsy uogélnione, odpowiadajace kolejnym wspéirzednym i réwna-
niu wiezéw (4.4). Nastgpnie wyznaczamy skoki predkosci z réwnan ruchu (2.2) scatko-
wanych w otoczeniu chwili zderzenia i z warunku zgodno$ci ruchu z wiezami; po zderzeniu
mnozniki Lagrange’a dla impulsow uogolmonych Pomijajac szczegoly rachunku przy-
toczymy jedynie wyniki koficowe obliczefi impulséw wewnetrznych pierwszego zderzenia.

Wprowadzmy oznaczenie

=\/m \/I

= - (4.6)
\/ m+ \/ I
Impulsy $cinajace Tv‘, (i=0, 1, ..., +o0) wyznaczamy z réwnan ruchu pionowego kolejnych
pontonéw :
T,=0, . 4.7.1)
e o
Ti=2_ 3“‘&‘“ 1Qo—‘(Fo Fy), |
el o S (4.7.2)
Impuls podtuzny 5’0 wystapi tylko w zderzaku zerowym:
= b 14+a d
Se=2—mQy——————(Fy—F,). (4.8.1)

h (1-a)*(3—0) dt

Impulsy podtuzne N ; wystepuja we wszystkich przegubach. W obcigzonym przegubie

zerowym |
v b 1+a 4h (1 a)?
e s e i 49.1

g th°(1—a)2(3—a>[ B ite dt( g £ e
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Rys. 4.1. Dodatnie skierowania sit wewnetrznych i impulsow ‘

a w pozostatych przegubach

1—a

°3 .y

A od
Nz=§EmQ o 1:l“t‘(Fo—F1)a \ (49.2)
i=1,2,...,+oo.

Sity wewnetrzne przed pierwszym zderzeniem sprowadzaja si¢ do sil tnaeych i podiuznych
w przegubach laczacych pontony. Jak wiadomo z pracy [5] sity te w przypadku w; =m;
sa stale pomigdzy zderzeniami. W przypadku w, # w, sa one zalezne od czasu. Najprosciej
wyznaczyé sily tnace T; z réwnan ruchu pionowego pontonéw !

U e A
—2’(‘1i+1+‘1i)+3‘(qi+1+q,i)=Ti—Ti+1,' : (4.10.1)

; i=0, +1,+2,..,F®©
pamigtajac, ze

T = % (4.10.2)
2
oraz
: B T,=0. | (4.10.3)
i+ 4+

Réwnania (4.10) s dane w postaci rekurencyjnej, a wspdlrzedne i przyspieszenia uogoinione
sa znane z rozwiazan (4.3). ‘
Sity podiuzne przed pierwszym zderzeniem mozna wyznaczy¢ z réwnan ruchu poziomego
kolejnych pontonéw. Proste postgpowanie, ktoérego nie przytaczamy prowadzi do wyniku
mA 4. :
Nj:%'qf’ (4.11)

7=0 Bl B2 b0,
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S. Impulsy zderzenia, ruchu i sity wewnetrzne w przypadku strefy zwarcia zloZone z 2n,
pontonéw

Réwnania ruchu ukladu w przypadku, gdy aktualna strefa zwarcia otacza symetrycznie
przegub zerowy i zawiera 2n, pontonéw sa zgodnie z praca [5], po wykorzystaniu pa-
rzystoSci przemieszczen g; wzgledem j: - :

m+I)\ .. m—f.. i) Kof :
(2”om+T)D1+T‘1no+1+<2noK+ 5 )D1+ > Tno+1=01(no),

; (5.1.1)
m+7,, m—1I . m=7 - K+L k-1 Kol
T‘]no+1+T¢1no+2+—4-—D1+ano+1+—4—°qno+z+ 7 Dy =0Q,(ny),

- ‘ (5.1.2)
m+1I .. m—Iv‘. m—f.. Kl e Kol
- Qj+~———4 Qj+1+*4 gj-1+ 3 q;+ 2 i1+ N 2;-1=0, (5.13)
J=ne+2,n,+3, ..., +00, : ’
gdzie :
Koy,b
Q1(n0) =00+ —2— [(no+1) (o +3) (210 +3)+
K+L
+(no—1)(ny—2)(2n,—3)] + Pob(2+nd), (5.2.1)
2
K1
Qa(fo)=—— pob(2+nj); (5.2.2)

D, oznacza tu wspbhrzedna uogdblniona strefy zwarcia powigzana ze wsp6trzednymi
uogolnionymi przegubéw w tej strefie relacja '

4;=D;— 0, b(2+i?), (5.3
i=0, £1, 42, ..., +n,.

Mozna teraz zastosowaé do opisu zderzenia odpowiadajacego przylaczenia nastepnej
pary pontonoéw do strefy zwarcia procedura opisang w pracy [5], rozpatrujac jedynie
_polowe mostu ze wzgledu na symetri¢. Przytoczymy podstawowe formuly i wyniki koficowe.
Dodatnie skierowania sit wewngetrznych i impulséw podano na rysunku 4.1.
Przylaczeniu pontonu migdzy przegubami ng i ny+1 odpowiada interwencja wiezéw

Gno+1—Dy=—(nf+2n,+3) @o b (5.4)
i jezeli oznaczymy przez .
AVpo =455 — D7, ’ (5.5)

gdzie () oznacza lewostronna granicg w chwili zderzenia, a « liczbe wedtug wzoru (4.6),
to otrzymamy kolejno: :
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— przyrosty predkosci w chwili zderzenia

2

oD, = AV,
A 2n)—)+2] "
(14+2n)(1—) =
50— - J (1+nn)AV”l’
G R0 0%

J—ny b, t2, . koo
— impulsy §cinajace przeguby w strefie zwarcia
2j i

L R

j=1,2, ceey 110;
— impulsy §cinajace poza strefa zwarcia

'51 - m (14+2n0)(1+a) H
mtl= o [ n (=0 +2)

=12 . oo

(5.6.1)

(5.62)

(5.1.1)

(5.7.2)

— impulsy w zderzakach wzdhuz calej strefy zwarcia (powigkszonej) do zderzaka no

g

v b v v ~ ~ I A - . b
Sj='l;(7}+27}+1+---+2n0+ Tno+1)+“2*(5qrno+1’5D1) e

j=0, 1, 2, ssu gy no;
— impulsy podtuzne w przegubach strefy zwarcia

..ol AV,
Ny=S4— :
b [(L+2n0)(1—a)+2]

e

oraz poza ta strefa

= md (1+2n,)(1—) o
Nno-H:'—— 2 o ?
2b [(1+2ng)(1—0)+2]

i—=1 2 .. 0,

(5.8)

(59.1)

(5.9.2)

Aby znalezé sily wewnetrzne oraz ruch ukladu rozwigzemy uklad (5.1) jednorodny

postulujac rozwiazania harmoniczne
D 1 = Co eim‘ 5

it

q;lo+j=cje )

j—=1, 2. =, £ 00,

(5.10.1)
(5.10.2)
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Otrzymuje si¢ wtedy nieskoficzony uklad réwnas algebraicznych, ktérego rozwiazaniem
jest

Cj=A[(P+"z)"1“(P+7'1)"2], : » (5.11)
J=0,1,2, ..., + o0,
T1, I2 Wyznaczamy wedhug relacji (2.7), 4 Jest stala dowolna, natomiast

4noK+K+i~w2(4no m+m+.7)
K—L-o*m-1)

]

P (5:12)

Rozwigzanie (5.11) jest wzgledem j ograniczone, gdy |r,|=1, a to zachodz, gdy

K I K L
o’e (min (— . 7) , max (-— : —v)) (5.13)
e I m 1

Zbadamy, Czy rozwigzanie (5.11) moze byé ograniczone dla innych w?. Moze to byé
tylko wtedy, gdy czynnik p+r,=0, gdzie I <1. Musi byé wtedy oczywiscie |p|<1. Tak
jednak byé nie moze. Jedynym mozliwym  pierwiastkiem jednego z réwnan r,+ p=0
(i=1, 2) jest

=
= {:—4"—“5, (5.149)
I—4nim
a dla tej wartosci
4n3+4ny,+1
=— <-1 >1. 518y
-1 = lel S

Przedziat czestosci drgan wlasnych dla ukladu zwartego pozostaje wiec niezmieniony
i sprowadza si¢ do przedziatu (5.13).

Znajdujac catki szczegélne od niejednorodnodci Q, i 0, i dodajac je do rozwiazania
(5.10), otrzymujemy rozwigzanie ogdlne

D, —€.eP i, (5.16.1)
o+ =Cre™ L EI- 1, (5.16.2)
=52 . o

Stale G, i E obliczamy z relagji

Gy 2 [KQ+F)+ L2+ )]~ 40,(n0)(K~T)
- KLU +410)(2 + B)— 11+ KL [6+4no(2— f)] + L2(1 — )

(5.17.1)

. 40,(no) [K (1 +4ny)+ L1-20,(n) (K — L) ‘
K[(1+4n0) 2+ )~ 11+ KL [6+4n(2—B)1+ L3(1—p)

(5.17.2)

natomiast f wedlug relacji 4.2.2).
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Czgsci rzeczywiste i urojone rozwiazan (5.16) sa tez catkami problemu. Po uwzglednieniu,.
%e :
e ry,,=C0s p+ising (5.18):

i wykonaniu licznych przeksztalceni oraz po dodaniu czg¢sci rzeczywistej i urojonej roz-
wigzan (5.16) z nowymi staltymi dowolnymi 4,, 4,, otrzymamy

D =sin p[A4; coswt+ 4, sinwt]+Gy, (5.19.1)
Guo+;=—I[sin((G—1) o+ p sin(jp)1[A4, coswt+ A4, sinwt] +EF~'.  (5.19.2)-

RozwigZzemy zagadnienie poczgtkowe, gdy dane sa poczatkowe przemieszczenia ciagiem
réznych od zera wartoéci DY i q,ﬁ,+ ;» natomiast wszystkie predkosci sa réwne zero. Zadanie- '
sprowadza sic do rozwiazania wzgledem A(w) ukladu réwnan

j A (w) sin godw DY —G,, (5.20.1)

@1

?Al(w) [sin((G—1) ¢)+p(w) sinjpldo=ER ' —qp . ;. (5.20.2)@

j=1.2. .. %,
Niech K/m<f,/f (przypadek przeciwny bedzie si¢ tylko roznil przestawieniem granic:
catkowania po przejSciu na zmiennej ¢). Wprowadzmy oznaczenia

j)Axmw)J [2(p)] sinjpdy=d(), (5.21.1)

' j=4,2, 4+ ®
oraz

zA1[9(¢>3[s?i¢>3'p<a(¢>) sinjgdp=d(), (5.21.2)

y=1,2, .., + o

Z whasnosci szeregéw Fouriera wynika wprost, Ze

ALY =— 3. d()sinjs. (5221)
AT @)= 5 d() sinio. (5:222)
Rugujac iloczyn 4,2’ z tego ukladu otrzymamy
[ 3 dsinelo(@(p)= 3 dCsinjs. (523
Oznaczmy przez - |
C=BF = ahu ) (5.24%

J=1.2:- o
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‘wtedy réwnania (5.20.2) mozna zapisaé w postaci .,
’ C,=d(j—-1)+4d(), (5.25)
1 xit o
j=1,2,.., +00,

przy czym d;(0)=0.
Rugujac z réwnoéci (5.23) d (j) za pomoca relacji (5. 25), podstawiajac

P (Q(¢))—2no—(2no+1) cos @ (5.26)

4 stosujac znane elementarne wzory na rozklad iloczynu funkcji trygonometrycznych na
sume, otrzymujemy réwnanie (5.23) w postaci

@ vl_
5 (j)[
ji=1 1 A

‘Wynika stad rekurencyjny nieskoriczony uklad réwnan przez przyréwnanie wspélczyn-
nikéw przy funkcjach liniowo-niezaleznych

2 i W wel
29 Sin(j+1) p+2n sinjp— — nosin(j—l)(p]: Y C;sinjop. (5.27)
/ j=1

2 - 4"0
d(2)=— C d(1),
1( ) 1+42n, +1+2n0 1( )
_ (5.28)
~ 4’10 l—zno
d(j+1)=- C; d(j a(j-1).
e Ao
Pierwsza warto§¢ d(1) jest wyznaczona relacja (5.20.1) i wynosi
1
d()=Dj-G,. (5.29)
1

Postulujac, ze d(j) sa znanymi rozwiazaniami uktadu (5.28), (5.29), znajdziemy funkcje
% :

Ay(w) z relacji (5.22), a nastepnie z (5.19.2) rozwiazania spelniajace zadane poczatkowe
wvarunki dla przemleszczen i zerowe warunki dla predko$ci. Wyniki koricowe obliczeri
53 nastepujace:

2 © n
D1=? Y. (d(j) f cos(Q(p)i)sinjpsin pdp)+G,, - (5.30.1)
11770
Z = 2no+1 . o
“Ino+k="— thi(J){ 01 fcos(Q(¢)t)s1n(K+1)¢sm] pdp—
i 0
—2n, | sink gsinjpcos(Q(p)t)dp— , (5.30.2)
3 ;
- i=0n

2 J sin(k—1) psinjgcos(2(p) t)dgp}—-Eﬂ"'1 :

(1}

k=12, . ‘Lo
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W analogiczny sposéb mozna rozwiazaé przypadek, w ktérym zadane sa zerowe
warunki poczatkowe (¢=0) dla przemieszczen,, natomiast warunki poczgtkowe dla
predkosci sg na ogdl niezerowe, ale spelniajqce warunek

O+ 2 .. \ (5.31)

Warunek ten gwarantuje ciggly rozkiad gestosci funkcji wlasnych na widmie czestosci.
Odstepstwo od tego kryterium bedzie analizowane w osobnej pracy.
Rozwigzania w przypadku niezerowych predkosci poczatkowych sa

S22 sm(Q(qo)t)
_?jglcf(J)J‘ 20) sinj psin pdo, (5.32.1)
0

_% i ‘11( ){2n +1J’gin(9(¢)t)sin(k+1)¢Sinf¢d

Q)
0

5 J‘sinkqosinjqosin(g(gp)t)
—2n
(1]

d —
a(p) .

_1=2n, f sin(k~1) psinjpsin(@(9)1) w} , (532.2)

2 Q(p)
k=1,2,.., +0.

o

Ciag wartosci d( J) wyznacza si¢ z uktadu (5.28) podstawiajac d(/) d(_]) z wartoscia pocza-
tkowa !
cf(j) =D} (5.33)
oraz stalymi .
Cj= _égu+j! (5.34)
j=1,2. .., +o.

Potrafimy teraz metoda sklejania rozwiazan od zderzenia do zderzenia wyznaczyé
kolejno: czas zderzenia z poatonem ny+1 przquczajqcym SiQ do strefy zwarcia z réwnania
wiezéw (5.4), parametr AV, réznicy predkosci ¢<;; i DY) w chwili zderzenia z relacji
(5.5), skoki predkosci 6D, Jq ; Z relacji (5.6) i impulsy zderzenia z relacji (5.7) do (5.9)

Sily wewngtrzne nie sg stale migdzy zderzeniami. Sity tnace T; wyznaczamy z réwnan
{(4.10), tzn. réwnan ruchu pionowego kolejnych pontonéw. Pewne uproszczone formuly
uzyskuje si¢ dla strefy zwarcia dzigki istnieniu jednej wspélrzednej D; dla calej strefy
(patrz relacja (5.3)). Otrzymujemy w tym przypadku formule /

j=(n—1)
1 To—r(mD1+KD1)+[2n0+no+ Z ]2](00 (5.35)

r=1,2,..., no

co oznacza, ze sily tnace w strefie zwarcia sa tréjkami liniowo zalezne.
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Sity w zderzakach wyznaczamy z réwnania ruchu obrotowego pontonéw po wyrugo-
waniu z niego sit podiuznych réwnaniem ruchu postepowego poziomego:
I'q.i+1_.q.i yqiv1—4;

h
. +L > =3(Si—si+1)~(7;‘+Ti+1)’ (5.36)

i=0,1,2,..., +.

Dla i=n;—1 mamy tylko jedna niewiadoma w tym réwnaniu S, _;, gdyz S,;=0 (brak
styku). Pozostale sily obliczamy zatem wzorem rekurencyjnym przy obniZaniu wskaZni-
kow

b 3 b "; '"“i e e
Si=_]1‘(7}+7}+1)+7[1q+12 q+Lq +12 qi]+Si+13 (5.37)

i=1,2, ceey ﬁ0-1.
Wiemy przy tym, ze
S,,=0. (5.38)

Przy wykorzystaniu relacji (5.3) dla strefy zwarcia formuly upraszczaja sie do postaci
2

b Lo b
i=‘;(Ti+ 7’i-y1)+si+1—§‘L¢o7{(2l+1),
b oo ' (5.39)

Sily podluzne w przegubach znajdziemy z réwnania ruchu poziomego pontonoéw
m4 .. i :
Eg'(qi+1'"Qi)=Ni+1_Ni+Si'—Si+1= (5.40)

i=0.1.2... . +0.
¥ atwo wykazaé, ze

md ..
N;=—gq,, 5.41
3 2b qt ( )

i=ny i, Fb. . teoo : e
W strefie zwarcia, po wykorzystaniu relacji (5.3), otrzymamy formule rekurencyjng

Ni=N;, 1 +(5i—8i41),

fe 13 agl (5.42)
Wartofci startowe do obliczen sa oczywiscie
md ..
Noy=—p no> 5.43.1
T (5.43.1)
Snp=0- (5.43.2)

Pozostale wartosci S obliczamy z wzora (5.39).
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6. Przyklad liczbowy

7 D‘yskusjq numeryczng problemu obejmujaca wyznaczenie przemieszczen, predkoéei,
impuls6w wewnetrznych jak réwniez sit wewnetrznych przedstawimy w osobnym opraco-
waniu, Tutaj zajmiemy sie jedynie zbadaniem gestosci rozktadu funkcji wlasnych pobudzo-

v )
&0 ]

b=2,053m =2m By=8m

06- | =2,03m h=12m A=0,6m 1410 ns®

pmaons e e o= c

b,= szerokos¢ mostu

076- g
104 {15100 | 300 | 404 | 508
wyl 800 | 800 | 800 | 800
ws| 16,87 413 | 1027 | 895 | 8,04
06 - : - :
Wartoscl dyskretne 5}—0 potgczoro linia clagla .
0,2 A
2/ ST
I=110%Ns/
O}O ‘L— T T T T T T T T 'ﬁ—"f’—"—"’_‘ T T T T
\
\ S

Rys. 6.1. Znormalizowana gestos¢ rozkladu funkcji whasnych dla wspoOhrzednej go

nych sita skupiona. Zgodnie z rozwigzaniem (4.3) mozemy napisaé

w2

4= Qo_v[ - Jcosthj(w)dm],
VKL

@y

j=0,1,2 ...+,
gdzie

d
— 20 T (x(@?)

EjE%[1+2n§1 B cos(np(w))] \/1—X2 cos(jqo(cb)),

j=0. 1.2, + 2

6.1)

6.2)
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bedziemy nazywali gestoscia rozkladu funkcj
relacji (2.11). Eatwo sprawdzié, ze dla o—a
niewlasciwe. Calki niewlasciwe z tych funkgj

1 wlasnych. Funkcje X(@?) liczymy wedtug
1 oraz w—w; funkcje Z; posiadaja granice
1 jednak istnieja. Podzielimy zatem przedziat

Vi Jl
JJ‘,O
1,0
] b=c085m p=2m b,= 8&m
081 | (=203m h=12m A-—pbm
m= 3000 N’ m?  [w]= s @0,749
110° | 510° | 0% | 210 =2104Ns2
0,6 =
w; 10,229 | 10,229 | 10229 | 10,229
23 4 73 2,603
w, | 53,27 ,468 | 17,384 | 12, ®0477
0,4 i - e
Wartosct dyskretne S’j o Petaczono linia ciagtg
0,315
0,2 1
@005
I=1'ns
0,0

S

o

Rys. 6.2. Znoi*malizowana gestos¢ rozkladu funkcji wlasnych dla wspolrzednej g,

{w;, ,> na N Jjednakowej dlugosci przedzialéw 7, (r=1, 2, ..., N) i obliczamy ciagi liczb

¢ir= [ Ei(w)do, (6.3)
I S

=0,1.2, ., 1o r=1,2.. N

Znormalizujemy kazdy ciag {¢; }, j=const, wedlug wzoru

£,
e e e 6.4
$ir max ]f"s, L
N

S=1.2,

Ciag {E j.rt dla ustalonego j i ustalonego N informuje o wielkosci udziatu »>paczki” funkcji
wlasnych pobudzonych z czgstosciami w € 7., ’
Obliczenia wykonano dla wspélrzednych ¢, i ¢, przy réznych parametrach geome-

trycznych ukiadu i przy zmiennym momencie bezwtadnoéci pontonu. Przyjeto podzial



0,962 dla I=5-10%Ns?
10 g

b=2053m b=2m D=8m
08+ l=2,03m h=12m A=06m
m=4905 Ns?m™2  [co)=s"*

b, — szerokos¢ mostu

0,6+ Wartodcl dyskretne gj i polatzong linig ciagtq

04
I=5-10% Ns?

: 404 N2
0,2 I——.-\3'O Ns

f

sl {)’2 i

I=110% Ns? / ~ 0,286
— 0 I=1-104 Ng? 0

_uagt et e
ok T=310" s
~ 0,749
~ 0,81
I=510"Ns? ,

"—'1,0 i %"'07’

Rys. 6.3. Znormalizowana gestos¢ rozkladu funkcji wiasnych dla wspélrz§dnej 0

1.0 4
: b=208m bm=2m by=ém
(=203m h=12m A =06m
0,8 m = 3000 N&’m?  [w] s
b, — szerokesc mostu
0,6 Wartosct dyskretne = potaczono linig ciagta
! I=2"GI‘N5? 51,1 ety q g
AmEE R
o I=1:104 No?
0,27
I=110° Ns*
T T e T T \ T T R ——ff
1% ,_..%‘\ J
\.,._..7- 1/\ — ; E
I=110°Ns?
g T )
J 0’4 2
I=110" Ne*
— 0,6
1=2:10* Ns?
A 0’8_
e 1;0_

Rys. 6.4. Znormalizowana gestosé rozkladu funkcji wlasnych dla wsg(;lm;dneé 91
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przedziatu {w,, w,> na 20 czgsei. Wartosei szeregu Fouriera we wzorze (6.2) obliczano
z doktadnoscia do 20 wyrazéw. Calki (6.3) liczono metoda trapezéw réwniez zakladajac
‘podziat przedzialu catkowania (wzglegdem @) na 20 czeci. Wyniki obliczen podano na
rysunkach 6.1 - 6.4, gdzie zamieszczone sg wszystkie dane wyjsciowe. Kazdej krzywej
odpowiada oczywiscie inna wartodé @,. Aby zachowaé jednak przejrzystosé rysunkow
narysowano wszystkie krzywe w jednym przedziale. Obliczenia wykonano na maszynie
cyfrowej K-202.

Jak wida¢ to z rysunkéw, zaréwno dla Jj=0jak i j=1, unormowane gestosci rozkladu
posiadaja ekstrema dla przedziatéw skrajnych przylegajacych do czestosci , i w, (kolysa-
nie pionowe i wzdhuzne pontonu). We wszystkich analizowanych przypadkach najwigksza
jest gesto$¢ w przedziale 1; 1(j=0, 1). Gdy w,—w; rosnie lrf,-, NI’ J=0, 1, i zbliza sie do

_jednosci. Mimo znikomej réznicy miedzy czestosciami w, i w, w przypadku przedstawio-
nym na rysunku 6.1 dla gestosci &o.» gestosé dla wewnetrznych przedzialéw 7, (r=2, ...,
N—1) jest rzgdu 0,2--0,4, a wiec daleka od wartosci skrajnych réwnych lub zblizonych

-do jednosci. . :

Szczegélowa analize numeryczna problemu przedstawimy w osobnym artykule.

~Praca wplynela do Redakcji w maju 1979 r.
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Aunavmxa HeKOTOpPoll HemOIHOI CHCTEMBI
€O CIUIOIHBIM CHEKTPOM COGCTREHHEIX YACTOT

Pesrome .
i
Craths ABJISETCA NPONICHEEM PAHBIIC BBLINONHEHHBIX paboT [2 - 5] i xacaetcs criyyas, Koraa napom™
"HBIE MOCT Xapakrepusyetcss Gomee 4em ORHOM 4acTOTOH cOOCTBEHHBIX KONMeOaHmiL. JokaspiBaercs, uro
“CIICKTp 9aCTOT 3aNONHAET TOIAA AMANa3oH {®:, @,), Ihe KpaiiHAe YaCTOTEI OTBEYAIOT BEPTHKAILHOMY
H TOPA30HTANIBHOMY Ka4YaHHUsSM OJUHOYHOrO MOHTOHA.,
Pewenst B 06IIeM Bulie yPABHCHAS TRIKCHHS B JIAHEHHOM HPEZele, a TAKKE ClIydail HATPY3KH COCpeo-
TOYEHHOH CHJION TIPH HyJICBBIX HAYATHHBIX YCIOBMAX ¥ B da3e BO3pacCTaHUA 30HEI CIUIOYEHHS IOHTOHOB,
B xauectse npemBapHTensHOM uMCICHHO! HIIIOCTPANAN NPOGIEMEI IPEACTABIEHEI PACHPENECHAS
-IVIOTHOCTH COOCTBEHHBIX (QyHKIMH B OManaszoHe {@1, ©;) DS paccMaTphBaeMO 3amauy u KOODIOHHAT
o (MecTo npunoeHEs CHIED) ¥ gy (pHC. 6.1 = 6.4).
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On the Dynamics of 4 Chain System Having a Continuous Spectrum of Eigenfrequencies

Summary

The paper, following earlier works [2 - 5], deals with a case of a ferry-bridge with more than one
eigenfrequency. It has been shown that the frequency spectrum is continuous over the range <o,
w5, where the limit frequencies correspond to the heaving and longitudinal rolling of a single pontoon.

The general solution of the equations of motion has been found for the linear range. Also the solu-
tion was given of a case of loading with a concentrated force at zero initial conditions and in the phase
of increase of the pontoon contact zone.

Figenfunction density distributions over the range {®,, w,) for the problem under consideration
and generalized coordinate g, (force location) and ¢; have been determined for a preliminary
numerical example.

FRLE



