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PRACB IN§TYTUrU MASZYN PRZEPŁYWOWYCH
?Jszyr8l

JANUSZ STELLER

Gdmsk

Opłw cieczą idealną układu profiEi unieszczonych rnięilzy ściankarń
równolegĘmix

Znany z literatury algorytm-rozwiązujący postawione w tytutę zagadnienie metodą osobliwości
zestawiono zpropozycją jego k'ombinacji z metodą odwzorowań konforemnych, Zastosowanie odwzoro-
wania konforerrrnego w postaci wykładniczej zaproponowanej ptzez Prosnaka [6] pozwoliło kilka-
krotnie skrócić czas obliczeń.

1. Wprowailzenie

Mimo od dawna prowadzonych badań modelowych płatów nośnych w tunelach prze-
pływowych, dopiero w ostatnich latach opublikowane zostńy numeryczne metody wy-
znaczania opływu cieczą doskonałą układu profili umieszczonych między ściankami
równoległymi [6+8]. Ich rozwój zvłiązany jest z rosnącym zainteresowaniem relacją między
czułyrni na tozkJad ciśnień w przepł}wie potencjalnym pararnetrami aero- lub hydrody-
namicznymi płata w tunelu i w warunkach przepływu nieograniczonego.

W niniejszej pracy dokonano zestawienia rozwiniętej ptzez Jacoba i Stęinbacha metody
punktów osobliwych z ptzedstawioną w dalszym ciągu nodyfik acją, wykorzystującą pewne
odwzorowanię konforęmnę.

2. Metoda puŃtów osobliwych

2.1. Podstawy teoretyczne

Wspornniany na wstępie algorytm Jacoba i Steinbacha [8] stanowi wariant metody
Martensena [5], w której pole przepływu ptzez u?Jad profili traktuje się jako super-
pozycję pola przepływu niezakłóconego otaz na|.ożonego na kontury profili razkbdll
wirów. Uwzględnienie wszystkich ptzyczynków prowadzi wplo§t do równania

v (x, y) : v o(r, y) + +rĘ § 
r,t",>r" 7#łdo, ł const,

Kt

(2.1)

* Praca wykonana w ramach problemu międzyresortowego MR. I. 26, pt,,,Fodstawy projekto-
wania maszyn i wządzeń energetycznych'o, 81up& tematyczna 07.
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J. Steller

góńey(x,7) - funkcjaprąduprzepływusuperponowanegowpńnkcier:(x, !\,Vo (x,y)-
futcja prądu przeptywu niezakłóconego w punkcie §:(x,./), o, - punkt bieżący na

konturze Kl i-tego profilu (i:'!,,2, ... Ą, y{o)do, - natężenie wiru na odcinku |or, o1ł
*dorl, r(s,a) - odległość punktów s i a,.

Martensen wykazń, że y;(o,) jest jednocześnie prędkością stycznądo konturu w punkcie

o, w ptzepływie superponowanym. Jeśli s:(x, y) jest punktem położonym na jednym

z konturów K1, to tóżnicrkowanie równania (2.1) w kierunku stycznym do konturu wraz
z żądańem pelvnego rozldadu (w szczególności znikania) składowej normalnej prędkości

prowadzi do metod opisanych w pracach [3, 4]. Różniczkowanie w kierunku normaln5łm

do konturu wtaz z żądańem znikania składowej stycznej po jego stronie wewnętrznej

prowadzi do metod opisanych w pracach [1, 2, 8J. Jeśli przepływ niezakłócony odbywa się

wzdłuż prostoliniowych linii prądu, to otrzymuje się układ równań całkowych

gdzie ur(s) jest prędkością styczną do ł-tego profilu w punkcie Jł:(xł, !*), n* - jed-

nostkowym wektorem normalnym do ł-tego profilu, natomiast Z_ cos u, V- sin c - skła,

dowymi wektora prędkości przepływu niezakłóconego.
Dyskretna par ametry r.acja

xt' =x*(,ł!,) i yIP = yr@IP),

gdńe p:6,!,...,2Nk-t, ,p(ł':{p!l,ło)rr, natomiast 2Ę jest liczbą pnnktów na k,tym
konturze - prowadzi do układu równań liniowych względem znriennych ąr0)

ątrJ** Ę *§ą(or)ln;f , doę -zY- łrr(yocosa-xlsina),
K,

ł #;,ą " 
|H),Ił :Zv-(xf;] cos a +yf;) sin c),

(2.2)

(2.3a\

(2.3)

gdzie kropki nad współrzędnymi oznaczają różniczkowanie względem parametru p,

p:v i k:j.

w,"=u,(x[e), y§l) JDP]'+ t FT,

-rffi, lr+vlubk*l,,

KIf)= 2N1-1

I r[i",
r!=O
,l*|

(2.3b)

Pochodne funkdi f:f(ę') o okresie 2n, zadanej w 2N węńach ęo_pxlN (l:0, l,...,
...,ZN-I), znaleźś można z równania

iu:'\' r,;u*,, gdzie r-t+:*t#)
v=1

(2.4,

Z tónęnania (2.2) wynika jedynie żądańe, by x(q) i y(ę) były funkcjami o okresie 2r
i ciągłycb, nieznikających równocześnie pochodnych. Obliczenia nrrmeryczne potwietdzają,

że ze względu na wykorzystywany wę wzorze Q.4'1 rozkład §ouriera, szczególnie wskazana
jest parametryzacja zilustrowana rysunkiem 1.
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Rys. 1, Z.alecane sposoby panmetryzacji profili o mało wygiętej (a) i wyraź.nie wygętej
(b) tinii szkieletowej

Z awagi na spełnione toźsamościowo związki
2N 1-1 2Nl-t 2Nl-t

E r[ir': I i[r': I y[j):0,
p=o p=o p=o

równania układu (2.3) są zależne. Rezygnacja z równań zawierających współczynniki

ą(tD or* żądanie zefowania się prędkości na ostrzach (warunek kutty-żukowskiego)
prowadzi do układu jV:Ę QNi-1) niezależnych równań postaci

góńe p-1, . , . , 2N*- 1n natomiast k: t, 2, ..., L
7* izględll na dużąliczbę niewiadomych warto zastosować al§orytm iteracyjny Gaus_

sa_§eidela, polegający na rozsłiąZywaniu układu równań partiami dla k:1,2,...,I
prTy wynaczonych z poprzednich obliczeń rozkładach prędkości na ProfilaCh o indekSie

i*k.Dalszeskrócenie czasu obliczeń można uzyskać [2] interpoĘąc co drugą niewiadomą

wji) wzorem

12Nl-t

ł ń "Ę, "[Y'rlJ' 
:2v-(i:IP cos a+ y!ł) sin o),

łji) : $( * rvjiŁ. + g}łŁ, + 9w,"f;), * w,P;.).

W rezultaoie układ równań (2.5) sprowadza się do układu

' 
* "'i' lę*(ii'lr[ł :27_(*f;)cosa+lfi)sina),

i +l| 1v=2,4,6,...

(2.5)

(2.6)

(2.7\

ldńe p:!, 4, 6, . .. , Ni _ 1.

6|{;i:6tłi+*(-K[,iŁ3+9/<[,Jl1+lr!,;}r-r[7}.;. (2.8)

Wietkości występujące w równaniach (2.6) i (2.8) nńeĘ traktowaó jako okresowe

względem dolnych indeksów. Okres ten równy jest liczbie punktów na odpowiednim
:profilu.

ż.2. Przepływ mięrlzY ściankami równo|egĘmi

Geometria przepływu wtaz zobowiązującą dla potencjału zespolonego zasadą symetrii

§chwarza sprawia, że zarysowany na łystępie problem opływu układu .I profili umieszczo_
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nych między ściankami równoległymi jest równovłażny zagadnieniu wyznaczeńa
przepĘwu pruez f,apt7,emienną palisadę przedstawioną na rysunku .2. z rysunku
wynika również znapzenie górnych indeksów przy zmiennych xo, !, i vlru.

F,

pola
tego

1x!-;7;;--
-utz | (;Ę4
l (::7o,-,
i <?r,

,3Hl? 
|--i-

Rys. 2. Szkic do algorytmu Steinbacha

Korzystając z będących rezultatęm symetrii takiego układu związków

x,il(i)-"{'), yi1('): +H _y::),

xf,2 (i) - rG) , ył2 (i): + H + y!) ,

xf,3(i)-rtł, yut'(D: +2H_yG')

...itd.

wfi t tł - - wli), r*' ('} :rI?,w,j3 (i): _ 
"tD

gdzie i: l, 2, ,. . r, v:0, 1, ., . , zNl- !,
łafwo spostrzec, źe w układzie równań
cierzowe K]/" współczynnikąmi

rtL- r'j,+
@I

n= l
(- 1)"0{';-'i) 1-ęG,+ni'l1 , (2.9)

gdzie

k (t,źni) _ n if ę*f - x|\ - *ylęr<'l * , jłil1
"ly--'W

oraz przyląć d:0o.
W PracY [8] stwierdza się, że celem uzyskania zadowalającej dokładności 11ależy za-

nrYczzj uwzględniĆ 30 - 40 wyrazów szeregu (2.9). Dalsze zwiększenie dokładności można
uryskac szacując resźę'szeregu elementarną całką względem indeksu n [10].

..,itd.,

natomiast tI jest odległością ścianek tunelu,
liniowych Q§} wystarczy zastąpić elementy ma-
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3. Metoila kombinowana

§umoryanie szeregów (2.9) wydłuża algorytm i wpływa niekorzystirie na cza§ obliczeń.

Prezentowan r ńżej metoda nie zawiera tego rodzaju niedogodności, a jej dokładność

zale&,poza błędami zaoktąleń,jedynie od liczby uwzględnionych punktów na konturze

oraz sposobu rozwiązywania układu (2,5),

V/ łalsąrm. ciągu punkty położone w zespolonej płaszczyźnie przepływu ozp.aęzaaę

będą syrrbolem ,:p+io, natomiast punkty w płaszczyźnie pomocniczej _ syrrbolem

z:x*iy, Odwzorowanie konforemne

z:exp(żrc@lt),

gdńe t:2H,przeprowadz,apalisadę z rysunku 2 w układ 2/profili umieszczonych symetrycz-

i1e względem osi liczb rzeczywistych (rys, 3). przepływ równoległy przy Re a,_} _ oo

transformuje się w umies7§zole w pocątku układu współrzędnych fuódło o natężeniu

Q,:Ynt,natomiast przepływ równoległy ptzy Re co + @ * w upust umieszczony'w z=@

16].

.=e"p(lIa/ł)

Rys. 3. odwzorowanie konforemne palisady naprzemiennej w §ymetryczny uklad profili

'Wykorzrystanie symetrii otrzymanego układu porwala zapisać układ równań (2,ł
w postaci

(3.1)

gdzie elemenĘ macierzowe K,lY] zostńy określone równaniem (2.3b), natomiast

oę,-il:_ryfj\rli)-rl)-rf)O!i)+yl). (3.1a)Jt}j":zW'

@
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dwl _",(i) x§D-;,al
dz 

|, =,1;l + iyg) 
- *'n 

G1TT (r1,5r'
natomiast pr@kość w płasr.czyźńe'przepływu - wzorem

dW _ n ..,.,,(*l')i§a + y§')il;ł) + i(i[')y§i) - xf''/!l)
d@ -E "'- ,

gdzie al = H lo (r1 ) + ry§') | n, natomiast l/ jest potencjałem zespolon5łm.
Wynik obliczeń nie mieni się, jeśti w równaniu Q.§ przyjąć Q:2lt, a następnie po_

mnożyć wyrażenie Q.3) ptzez Y-H!x. Prędkość stycmaaó pioru,r"mieszczonego^ loięłzyścianka,ni równoległ5mi wyraża się wówczas równaniem

Z tównania (2.3a) wynika, że prędkość zespolona w płaszezyźńe z wyrażasię wzorem

(3.2}

(3.3)

u!?:V-wIi' /t(ilD)'+(/§')"]. (3.4)

Rys. 4. Wrażliwość kawitacyjna profilu NACA 2418
I - kłzyva dośńądczaha, 2 - krzyva tcofotycaa (bez wplywu ś"ianet)..s - knrywa t€orcłcaa(,rzopły

Y tunclu)

4. Wyniki numeryczne

OPisanY w PoPrzednim rozdńńę algorytm był wielokrotnie sprawdzany na maszyniecyfrowej ODRA t2o4 obltczeńa dotyczyły pojedynczego profiń oraz układu 3 profiliNACA 2478 o cięciwie !20 mm umieszczonych międryściankami równoległymi. 7ało-
Żona w trakcie obliczeń geometria odpowiadała ich położeniu podczas taox kawita-cyjnych prowadzonych w tunelu przepływowym Zakłada Dynąmiki Cieczy IMP PAN.

/ NA:A 24/8
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\M wyniku obserwacji zjawisk zachodącyah na pojedynczym płacie stwierdzono"
uptzednio [9] lvyrźne przesunięcie doświadczalnej krąrwej wrażliwości kawitacyjnej
wąględem krarwej teoretycznej, uzyskanej z modelu przepływu nieograniczonego ścian-
ka;rri (rys. a). Obliczenia algorytmem z poprzedńego rozdzińa pozwoliĘ usunąć tę nie-.
zgodność, wskazując jednocześnie, że ich rcnlltaty - w zakresie stosowalności modelu
ciecąy doskonałej - są bliskie rzeczywistości.

lr0

ą5

Cr,

-l
?

1,0

j

cŃprał;/ą

ż§ ł

\..z -/
x/,

I
w

\,'ffi\/llYłi
i

o

-40

-ą§

-f,§

Rys. 5. Rozkład ciśnienia na profilu
2418 (a:3o)

' - przepływ uieoeraniczony ściank&ni, 2 .-
w tunelu licńoy metodą punktów osobliwych,3 -

w tuaelu liczoay metoą kombilowaną

NAcA,

pzepbr
pruplyv

Na rysunku 5 zestawiono przykładowo rozkład ciśnień na profilu w przgpływie między
ścianka.mi liczony metodą kombinowaną oraz ,,czyst{' metodą punktów osobliwych
zrozkładem ciśnień w przepływie nieograniczonym. Wpływ ścianek jest wytaźly. Z druslię3
§trony rvtaca uwagę zgodność wyników obu metod, jakkolwiek obliczenia algorytmem
z łozdńńl 3 trwały ponad trzykrotnie krócej od obliczeń ,,czystą" metodą punktów
osobliwych.

Dobrą ilustracją wpływu ścianek jest również rysunek 6, przedstawiający rozkład
ciśnienia na trójpłatowej palisadzie profili NACA 2418. Okamje się, że przy malych
kątach odchylenia cięciwy od osi tunelu, wpływ ten ogranicza się do powierzchni po-
łożonych najbliżej ścianek. W związku z tym, o ile przepływ nie jest istotnie zakłócony
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Rys. 6, Rozkład ciśnień na układzie 3 profiIi NACA 2418 (a=0.)

J - profil w palisadzio nieskończonej, ? - profil w palisadzio trójpłatowej umieszczonej między ścianLami równolcgtyml
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zjawiskami (oderwanie, kawitacja) zachodzącymi na sąsiadujących ze ściankami tunelu
powierzchniach skrajnych płatów, możrra uważać, żę płat środkowy pracuje w warunkach
zbliżonych do warunków panujących w palisadzie nieskończonej.

5. Uwagi końcowe

Uzyskane rezultatynie tylkopotwierózaląużyteczność opisanego wcześniej algorytmu,
ale wskazują na celowość prób łączenia metody odwzorowań konforernnych oraz punktów

: osobliwych ptzy rcmłiązywaniu zagadueń płaskich. zysk czasowy w stosunku do ,,czys-
tych" metod odwzorowań konforemnych lub punktów osobliwych może okazać się tutaj
bardzo znaczny.

Praca wpl5męła do Redakcji w styczniu 1980 r.
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oro6paxeffi. flpuveuenue ronSoprrłnoro otodpaxerłux z+exp(nzlH), rAe f/ - paccToxutre cTeIIo&
IIo3BoJIEJIo trptrBecTtr upo6rrełry x o6tęxaano cumvrerprłxoż cEcTeMBI 21 upo(Prłeń c trcToIrEExoM

IioMeqeEEoM B Hatlajle cucTeMbl (oop,Ą6gaT, a Taxxe us6exaTl Ę)y,ąoeMKoro cyMMupoBanafi gJIeMemoB

pr.{oB otrpeAeJlrlorqrx ros(!(Prłr1nexrrr pemaelrofi cEcTeMbI ypaBnelid.

1l



J. Steller

S'low of PerfectLi,quid tbrough a System of Proffles Placed between Parattel Watls

Summary

The algorithm as presented by D. Steiobach [8] in wbich the Martensen method was adopted
fot determination of the velocity distribution in a system of -I profiles between parallel walls - tboĘ tystem having been regarded a§ a paft of alternating grid of blades - is compared to its combioation
witb the method of conformal representations. By ńe conformal representation z+exp(tgzlĄ,
ńcre .ĆIis the distance between the walls, tbe problem was reduced to that of a flow throueb-a §yB-
metric sYstem of 2l Profiles with tbe §orrrce at the coordinate s}stem origio. Tedious su--;ni of con
tributions to the coefrcients of the set of equatioirs solved could ttus te avoided.
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