
P o L § K A A K A ó E M:I A N A U K
IN§TYTUT M ASZYN PRZEPŁYWOWYCII

, PRACE
trNSTYTUTU 'MASZYN

PRZEPŁYWOWYCH

TRANSACTIONS

oF TI{E IN§TITUTE or,r"rrnp_ruow MACHINERY

80\

wAR§zAwA-pozNAŃ tset
sTwow WYDAWNICTWO Kow



PRACE INSTYTUTU MASZYN PR.ZEPŁYWOWYCH
poświęconę §ą publikacjom naukowym z zakresu teorii i badań doświadczalnych
w dziedzinie mechaniki i termodynamiki przepływów, zn szczególnym uwzględ-

' nieniem problematyki maszyn przepływowych

*

THE TRANSACTIONS OF THE INSTITUTE OF FLUID_FI-oW
MACHINERY

exist for the publication of theoretical ąnd experimental investigations of all
aspect§ of the męchanics and _thermodynamics of fluid-flo,w with special reference

to fluid-flow machinery

RADA REDAKCYJNA-EDITORIA.L BOARD

TADEU§Z GERLACH. HENRYK JARZYNA. JBRZY KRZYŻANOWSKI
§TEFAN pERycz.woJcIEcH pIETRAszKIEwIcz.RoMuirp ruzYnBws§

K.AzlMIBRz §TELLER (PRzEwoDNIczĄcY - oIiAIRMA.N).RoBERT szEwALsKI
JÓZEF ŚMIGIELSKI

KoMITBr REDAxcYJltY - §xEcuTIvE EDIToR§

IKAzI]§,lF;Rz §TELLER - RBDAKToR - BDIToR
woJctEcH PIETRAszKlEwIcz. zENoN zAI(RzEw§Kx

ANDRZEJ ŻABICKI

REDAKCJA - EDITORIAL OEFICE

Instytut Maszyn Przeplywowych PAN
ul. Gen. Józefa Fisrera 14, 80-952 Gdask, skr. peztow8 62l, tel. 41-12-7,|

copyrisht
by Pń§twow€ tilydawnictwo Naukow§

Warsawą 1981

printed in poland

ISBN 83-o1_02692a

IssN 0079-3205

PAtrISTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE _ ODDZ'IAŁ W POZNANIU

Nakład 340+90 egz. Ark, wyd. 10. Ark. druk. 7,5 Papier druk. §at. kl, V
709 70X1Oocm. oddano do składania 26 kwietnia 1980 r. Drukukończono

w lutym t981 r. Zmówienie u 486/34, T-2l778, Cęna zł 4o,-

DRUKARNIA UNIW,ER§YTETU tM. ADAMA MICKIEWICZA W POZNANIU



PRAcE INsTYTUTU MA,§zYN PRzBpŁYwowYcrt
l98t Zcszyt 80

KAZIMIERZ RUP*

Kraków

Określenie pola temperatury i pręrlkości cieczy w rurze kołowej prry
termicznych warunkach brzegowych drugiego rodzaju

W pracy określono ustalone pole temperatury i prędkości cieczy w zakresie przepływu laminarnego,
realizowanego w furze kołowej. Niejednorodność pola temperatury płynącej cieczy spowodowana jest

Śkokową zmianą strumienia ciepła na ściance. W rozważąniach uwzględniono zmiany dynarnicznego
współczynnika lepkości wraz ze zmianą temperatury.

Zagadnienie nieizotermicznego przepływu cieczy sprowadzono do rozutiązanla nieliniowego rów-
nania różniczkowego o pochodnych cząstkowych (zagadnienie Neumana). Ponadto, w rozważaniach
wykorzystano koncepcję grubości telmi§żnej wilr§twy przyściennej. Przebieg obliczeń zilustrowąno,
prrykładami liczbowymi.

Wykaz ozl^ezeh

a =7ol(cr,po) współczynnik wyrównania
temperatury,

- bezwymiarowy pąrametr riwzględniający
zmianę współczynnika lepkości cieczy wraz
z tćmperaturą,

- ciepło właściwe cieczy przy stałym ciśnieniu"

- współczynnik strat tarcia,

- ciśnienie statYczne,

- strumień ciepła na ścianie rury,

- parametf nastawialny,

- wspóhzędna,

- promień rury,

- temporatura bezwymiarowa,

- temper&tura,

- prędkość cieczy,

- prędkość średnia,
* współrzędna bezwymiarowa,

x - współrzędna,
/. - współrzędna bezwymiarowa,
a - współczynnik wnikania ciepła,
ó - bezwymiarowa grubość termicznej warstw;r

przyściennej,
tl - pozotna zmienna całkowania,
.t - współczynnik przewodnictwa cieplnego,

l - dynamiczny współczynnik lepkości cieczy,

ć - pozorna zmienna całkowania,
p - gę§toŚĆ cieczy,
Nu :2r"ąlX - liczba Nusselta,
Re :Op\r"lp - lipzba Reynoldsa.

Indeksy:

0 - dla X:0,
§ - na ściance rury. t

9,

t
p
q*
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f
ft
T
t
a
o
X

1. \ilstęp

W przypadku nieizotermicznego przepływu cieczy o nieuformowanym polu prędkoŚcij

i temperatury występuje zrlaczlla trudność ptzy artalitycznym całkowaniu układu lÓwnań,

różniczkowych opisujących taki przepływ, zwłaszcza gdy uwzględnia się zmiany własnoŚci,

fizycznych cieczy wraz ze zmianą temperatury. Uwzględnienie zmian własności fizycznYch.

* In§tytut Aparatury Przemyslowej i Energetyki, Politechniką Krakowska.
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":32 K. Rup

.,eieczy, a w szczególności zmian współczynnika lepkości, z uwagi na jego silną zależność
od tempelatury staje się w praktyce konieczne.

Zlane analityczne rozwiązariia,ścisłe [1], opisujące podobne przepływy, udało się
uzyskać jedynie przy zaŁożeńu niezmienności rvłasności frzycznych cieczy wtaz z tem-
peraturą,

Również ptzy założeniu niezmienności wspomnianych własności cieczy uzyskano
,w 

[2, 3] tozvłiąz,ania numeryczne tozważanego problemu. Natomiast numeryczną analizę
podobnego przepĘwu (warunki brzegowe pierwszego rodzaju) przy założeniu zmienności
współczynnika lepkości przedstawiono w [4].

'W pracy zastosowano d,a razvłiązania postawionego zagadnienia metodę uśredniania
poprawek funkcjonalnych |5,6,7l. Metoda uśredniania poprawek funkcjonalnych jest

analityczną, wewnętrzną metodą ptzybliżoną rozwiązywania równań różniczkowych,
,całkowych i różniczkowo-całkowych. Idea przewodnia wymienionej metody polega
w ogólności na zastąpieniu samej poszukiwanej funkcji (lub jej pochodnej), ciągłej w pew-

nym, obszarze, ptzez jej średnią całkową w tyrn obszarze. 
l

Omawiana mętoda charakteryzuje się, w porównaniu z innymi analitycznymi metodami
przybliżonymi, względną łatwością wyznaczalia funkcji aproksymującej rozwiązanie
-ścisłe oraz możliwością wyznaczenia dowolnego, n-tego przybliźenia. Ponadto warto
zaznaczyć, że metoda uśredniania poprawek funkcjonalnych eliminuje intuicyjny wybór
funkcji aproksymującej rozwiązanie ścisłę,

Otrzymane w pracy wyniki porównano z innymi dostępnymi w literaturze tozwiąza-
niami przybliżonymi [8, 9]. Zależność funkcyjną zrnian współczynnika lepkości cieczy
wtaz z temperaturą przyjęto do rozyłażań w podobnej postaci jak w [4,9]. Z,ależność ta
jest charakterystyczna dla większoścl cieczy, a z:właszcza olejów rnineralnych w zakresach
temperatur do 370 K.

ż. Lnaliza pola temperatury cieczy

Zagadńeńe ńeizotęrmicznego przypływu cieczy przez turę kołową o staĘm strumie-
riiu cieplnym na ściance rozwiązano przy następujących założeniach:

1) przepływ cieczy jest ustalony, laminarny i charakteryzuje się osiową symetrią,
2) roz|<ład prędkości w przekroju wejściowym jest paraboliczny,
3) ciecz posiada w przekroju wejściowym stałą temperaturę,
4) brak jest wewnętrznych źródeł ciepła,
5) pomija się wpĘw pola sił masowych jako małych w porównaniu z siłami powierz-

.chniowymi (ciśnienia) i siłami lepkości,
6) wpływ przewodności cieplnej cieczy wzdłuż osi przepływu jest bardzo mały w po-

równaniu z przewodnością ciepła w kierunku normalnym do kięrunku przepływu,
7) ciśnienie w cieczy jest stałe w przekroju poprzecznym rury,
8) zmiany prędkości cieczy w kierunku przepływu są małe {0UlOx<OU|ćr).
Uwzględniając wymienione założenia, równania energii i ruchu cieczy możla uapisać

[l0,1l]
0t a 0f 0t1U-: ,-lr-l,
0x r 0r| ?rJ

(1)



Określenie pola tcmperatury i prędkości cieczy w nuze kolowej ...

Układ równań różniczkowych (1), (2) wtaz z zależnością funkcyjną, opi§ującą zmiany
współczynnika lepkości ciecry z temperaturą i warunkami granicznymi w postaci

t ar .,aU1 dp

7 u|'u1,1 a, J= dr,

[":"", -).!:rł,Io,lat|r:0, :_-:0,
Idr

/(x:0, r):to,

[": "", 
U:0,

lau
[":O, Ń:0,

ę,

(3)

(8)

(4)

(5)

determinują jednoznacznie pole temperatury i sprzężone z nim pole prędkości cieczy.
Dla ułatwigria, układ równań różniczkowych (1), (2) sprowadzono do jednego równa-

nia różniczkowego nieliniowego. Ponieważ współcąłnnik tepkości cieczy jest zależny od
nieznanego pola temperatury, prędkość cieczy wyzrnczamy całkując równanie Q), Pr:ry
wykorzystaniu warunków (5), w sposób następujący:

,la 1ilof tU-__-:-l dt.
2 dx J p(t)

I

Prędkość średąia wynosi

o:-ź*i,[i Ł,rf*. (7)

Or
Wykorzystując (6) i (?), prędkość bezwymiarową cieczy można zapisać

f§' f 1-o,
u r! J lł(t) ,
.:_-
)rl 'A to f§

I"I Iftat]a,

. 
TV' celu,uogólnienia dalszych wprowadza się wyrażenia bezwymiarowe

l-_X a
r zt ż-- rI r" 2gr,'t"
I

| ,:t-l,Ir"
3 Prace IMP. z, 80
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y K. Rup

Wlrażenia (9) sprowadzająpoczątek układu wspóhzędnych na ściankę rrrry,. Podstawiając
(8), (9) oraz temperaturę bezvrymiarową

1y

łJtr-llLI+r,),,
oo

Zależnośó funkcyjną współczynnika lepkości cieczy od temperatury prryjmujemy
w postaci

':,1==. (12}
. Fo l+bT

W wyrazeniu (12) wartość stałej D jest,zależna od rodzaju cieczy oraz od rozwńanego
przedńńu temperatury. Z,a|eżlość (12) charakterystyczna jest dla dużej grupy cieczy,
a zufiaszcza olejów mineralnych t9, 11,127.

Podstawiając (12) do (11) otrzymujemy równanie energii cieczy w postaci bezwymiaro-
wej

y

J (t-łXt +bT)dą
0 aT 1 aT azT

----|-
aX- - l- y ay -af ',1 y

ł_f (t-y)t_[(t-łXt +bT)dąf dy

t-toT:i nr"Q
do równania energii (1) otrzymamy

i+-
o '#:**[,,-r#] (11}

(14)

(15)

Rórvnąnię różniczkowe (13), przy warunkach granicznych (14) i (15), rozwiązalo za
pomocą metody uśredniania poprawek funkcjonalnych, przy wykorzystaniu pojęcia gru-
bości termicznej warstwy przy,ściennej 15,6,77. Układ współrzędnych celowo przesunięto
z osi rury na ściankę, aby ułatwić dalszy tok obliczeń.

Wprowadzając do rozważań grubość termicznej warstwy przyściennej wykorzystujemy
ponadto warunki

Warunki graniczne (3) i (4), po uwzględnieniu (9) i (10),'można zapisać
'taT

iy:0, -;-:-1,l0y
{laTly:l , _ -n[' 0y -"'

Ę(0, y):0,

(10}

(13)

[l:6(Ą, T:0,
łar
[l:ó(X) 

, a, 
:O.

(16)



Określenie pola temperatury i prędkości cieczy w rurze kołowej ...

Grubość termicznej warstwy przyściennej jest funkcją jedynie zmiennej ńealeźrrj X,
która w tozważanym przypadku jest bezwymiarową współrzędną mierzoną w kierunko
przepływu. Wprowadzając pojęcie grubości termicznej warstwy przyściennej, rozwią3anie

równania różniczkowego (13), przy warunkach (14), (15) i (16), przeprowadza się w dwóch

obszarach przepływu oddzielnie. W pierwszym obszarzę mamy nieuformowany proc€s

wymiany ciepła, który trwa do momentu, gdy grubość termicznej warstwy przyściennej

osiągnie wartość ó: 1. W drugim obszatzę występuje bardziej uformowany proces wymiany

ciepła i wówczas grubośó termicznej warstwy przyściennej traci sens.

Zgodnie z ideą przewodnią zastosowanej metody równanie (l3) aproksymuje się

w pierwszej fazie równaniem

a2T,- :qt(X),
0y,

y

J (t-ł)(t +br)dą

2ó- 62 l lo i t, _r,)r i (1-ą)(1 + bT)d,af dy

x #-*#\o-r>or. (18)

Całkując dwrrkrotnie (l7) otrzymuje się rozkład temperatury w pierwszej fazie

Il
|' : ; qJX)y' *qrr(X)y+ etz(X), 0śyśó,
t , (19)

[r:o. ó<y<t.

Ponieważ (19) ma spełniać warunki brzegowe (14) i (1ó) dokładnie (metoda wewnętrzna),

zatem po wykorzystaniu drugiego warunku (14) i warunków (16) otrzymamy

I Qn: - 7, S"rr: -Ł ,
2

Podstawiając (20) do (19) mamy

(17)

gdzie
ó

0

1

u(X): L

4I
o

(20)

r:+ a,(x)6,[,_*]',

1r:o, 
L

Wykorzystując ponadto pierwszy z warunków (14),

w pierwszej fazie można zapisać w postaci

0śyśó,

óśyś1.
pr zybliżone p ole temperatury

(21)

cieczy

rG, ń:+, [r=#]', 
0(yśó,

T:0, óśyśt.
{ż2)



K. Rup

Podstawiając następnie (22) do (l8) otrzymujemy po scałkowaniu

s,8):# 
{[rrlu'-fir'*

; |t 
+ ; r20- 15ó + 6ó2 _ ó3)_| 

\L--

*,Ł^u- *uj(*,' - * r. **, r)1+ *-
-[*,-* u,** u, * *,, (*u-| u,* j]o,,)] ;, H- *

Porównując {2l) i (zz)otrzymujeny Q3)

n,(&:#. Q4)

wykorzystując Q$ równanie różniczkowe (23) można przekształcić do postaci

1^
t + ń bszQo- 15ó + 6ó2 _ ó3) :

:$,,-i o*Łu,*+r.(#-* *#-)1#. Q5)

Rólvnanie różniczkowe (25) całkuje się przy następujących warunkach brzegowych

X:0, ó:0 (26)

[+r'-+ a'+ja*+
- ó')

1 ^/I3 I7 47 _\-l
+rra'(ń-180ó+3360 6' )]dó, (27\

Ieżeli założYó w (27\ wartość parametru ó:0, co jest równozaaczne założelia o nie-
zmienności własności frzycznyah ciecry wtaz z temperaturą, otrzymuje się

*: 
};(10ó3-6ó4+ó5). (28)

RÓwnanie (28) podaje zależnośó ó:ó(r) w postaci uwikłanej. W przypadku niezmiennych
własności cieczy i niezależnych od zmian temperatury, uzyskano w [8] przy podobnych
założeniach, za pomocą metody Targa*Ślezkina następuj ącą zależność:

*:'n('-+)



Określenie pola temperatury i prędkości cieczy w rurze kołowej ...

Dla porównalia przytoczono w tabeli l kilka wartości X dla zńożonych wartości d
wedfug (28) i (29).

Ze wz§ęda na dużą pracochłonność przy analitycznym całkowaniu wyrużenia QĄ,

"ulftoyanie 
wymienjonego wyrażenia przeprowadzono na ęlektronicznej maszynie cyfro-

Tabela 1

X wg (28) X wg (29)

37

Lp.
1

)

4
5

(30)d6,x=,J
o

/, 16800ó2- 17808ó3+56 56ó4 - 423ó5X:Jł dó,

0,05
o,2o
0,40
0,60
1,00

l 0,000010
0,000589
0,004l39
0,012l68
o,041667

0,0000t0
0,000640
0,004907
0,0l5840
o,066661

wej ODRA 1204.Do obliczeń numerycznych zastosowano metodę Simpsona. Szczegółowe

obliczenia wykonano dla dwóch wartości parametru ó, a mianowicie
alb:9 (nagrzewanie się cieczy od ścianki rury), wówczas

1680ó2 _ 302 463 _257664 + 42365

224|3a+ 180ó2- 135ó3 + 54ó4_9ó']

B|b: -0,9 (chłodzenie cieczy od ścianki rury)

(31)

Jak już wspomniąag, w drugim obszarzę przepływu pojęcie grubości termicznej rvar-

stwy przyściennej traci sens fizyczny. Podobnie,jak dla pierwszego obszatu, punktem

Tabela 2

X ws (30) X wg (31}Lp.
1

J

J

4
5

6
7

8
9

10

11

0,050
0,10o
0,20o
0,300
0,40o
0,50o
o,600
0,70o
0,800
0,900
1,000

t0,999564.10-6
90,740410.10-6
73,008395.10-5
23,57ż648.10-4
51,980582.10-4
93,108309. 10-ł
14,658570. 10- 3

27,154204.to-3
28,682156. 10- 3

37,107285 . l0- 3

46,278514.10-3

10,016548.10-6
77,134341.10-6
57,315969.10-5
18,008701.10-4
39,792761.1o-4
72,486346.10,ł
11,679748.10-3
17,280395.10-3
24,0006ó5.10-3
31,738340.10-3
40,345071.10-3

wyjściowym jest równanie (l3). Równanie różniczkowe (l3) przy warunkach brzegowycb
(l4) tozwiqano w drugiej fazie również za pomocąmetody uśredniania poprawek funkcjo-
nalnych.
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Zgodńe zideą
fazie równaniem

gdzie

a2T

- 
:Lz(X),

oy-

przewodnią wymienionej metody równanie (13) przybliża się w drugiej

aT 1 a7-)

ax+ l_ y urI{0 -y)dy, (33)

Całkując dwukrotnie (32) mamy

' 
:+ qz(X) y2 + qrr(X) y+ Qzz(X), 0śyś1.

it Ji,-olt, +bT)d?l
cz(x):zl 1--_-r )-

l lł J (t -ylt J (1-ł)(1 +bĄdafdy
d(o o

(32)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

WYkorzYstując warunki brzegowe (14) wyznacza się parametry nastawialne, otrzymując
ostatecznię

16, y):+ y' - y*qzz(X), 0śyś1.

Aby wyznaczyć nieznany parametr azz(Ą w równaniu (35) podstawiamy je do (33). Po
wYkonaniu całkowania otrzymujemy w rozułażanym przypadku proste równanie różńcz-
kowe, z którego wyzłacza się qrr(Ą. Ma ono postać

Po scałkowaniu (36) mamy

Stałą C w równaniu (37) wyznacza się z warunku spójności rozwiązań w pierwszej i dru-
giej fazie.

Ponieważ pierwszy obszar przepływu osiąga kres w momencie, gdy grubość termicznej
warstwYPrzYŚciennej wynosi ó:l, a odległość od początku układu współrzędnych wynosi
Xr, zatnm Porównując pole tennperatury dla pietwszego i drugiego obszaru otrzymujemy
na granicy obszarów przepływu warunek

Qzz(X)-4 -

qzr(X): X+C,

X:Xt, Err:L.z-ż,
'Wykorzystując warunek (38) w (37) mamy

,ii,,z(x):4(x- x,)*+ .

Następnie, podstawiając (39) do (35), otrzymuje się poszukiwane pole temperatury w dru-
giej fazie

r q, y) :' | - yf2 + 4 (X - x r),

Ponieważ w drugiej fazie pole temperatury i prędkości cieczy mającharakter uformorvany,



Określenio pola temperatury i prędkości cieczy w rufze kołoweJ ..,

własności cieczy w tozv]iązanilJotrzymanym w pierwszym przybliżeniu nie mają większego

wptylyu na sam proces wymiany ciepła. ,
Wyznaczając liczbę kryterialną Nusselta określa się proces wymiany ciepła w Prze-

pływającej cieczy. Odnosząc współczynnik wnikania ciepła do początkowej różnicY tem-

peratur, liczbę Nu można zapisać [8, 11] w postaci

N u: 2r"q* (41)
,ł (r" - lo)

Fodstawiając do (a1) wyrażenia określające temperaturę bezwymiarową otrzymamy

2 / ć.T\|
Nu: - rrrol,.all,=.

(42,)

"Wprowadzając do (4ż) wyrażenia (22), (14) i (15) otrzymamy dla pierwszej fazy

4Nu_--.
ó(x)

1 . b62r 1 , y2 2y'.!y' tyo1
!- r!'+TLr-;y-- d*T a*ł*- +ł]

3. Wyzmaczenie pola pr$kości cieczy

określone pole temperatury cieczy w pierwszej i drugiej fazie jest sprzężone odPowied-

nio z polern piędkości cieczy, Wprowadzaląc wyrażenia bezwymiarowe do (8) otrzymuje

się
y

J (t -ł)(t +bT)dlt
o

1y
ł J (t -y) t J (t -ł)(t +br)dą\d,y
00

Poniervaż pole temperatury cieczy w pierwszej fazie opisane jest dwoma wyrażeniamr

{2ż), zatemrównież i bezwymiarowa prędkość cieczy będzie miała dwie Postaci, w zaleŻ,

ności od postaci wyrażenia opisującego pole temperatury. W szczególności będzie

U
20

(43)

dla 0śyśó

(46)

dle ó<yś1,

(44)

(45)
2U

U
2U

,-ł,,-+ę-Ł,)

+ 
- łrb ó2 (2o -1 5ó + 6ó2 - ó3)
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Bewymiarowa prędkość cieczy w osi

UI
ZUlr=,

rury w pierwszej fazie wyniesie

+-:bó,(1_-}-ó)
(47)

w drugiej fazie rozuliązania prędkość bezwymiarową cieczy wyzf,aczamy również z wy-
raŻenia (44), tylko wyrażenie opisujące pole temperatury yy onrawianej fazię mapostać

ll

Elł.o.a
1,0

] o,u

0.6 ,

0,4

frĘr r r | |

0 0,0.' 0,02 0,03 0,0+ x
Ryą 1. Przebieg zmian bezwymiarowej prędkości Rys.

cieczy wńłuż osi przepĘwu
1 - rozwiązani€w[9l,ź - rozwiązaniewpracy

(40). W konsekwencji, po podstawieniu
kość cieczy w rurze kołowej w drugiej

w przekroju poprzeczn1rrn rury l

(a0) do (44), otrzymujemy bezwymiarową pręd_
fazie

U
2U 11

T+ e b+?b(X_XL)

dla 0śyś1.
BezwYmiarową Prędkość cieczy w osi rury w drugiej fazie rozvłiązania otrzymujemy

z wyrażenia (48) w postaci

Ul
-l}al,=,

i-+ b+zb(x_x)

11
T+ 6 

b+zb(X-XL)
(49>

Dla zobtazowania preeprowadzonych torvłażań wykonano przykłady liczbowe. Uzy-
okane wYniki liczbowe przedstawiono w sposób graficzny na rysunkach 1 i 2. Do obliczeń

(48}

;-# b62(2a-$8+6ó2-ó3)

, * 
*," * *b,' - r - *,1*, Q 

- r,.) [łrx-x,}-;]

o.0' I l l l l

0 0.2 0,1 0,6 0,0 9 .10

2. Rozkład bezwymiarowej prędkośti cieczlr
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ptąjęto dwie różne wartości parametru ó, określającego zmianę dynamioznego vrspół-
czynnika lepkości cieczy wraz z temperaturą. Wybrane wartości parametru ó wynoszą
9 i -0,9. Pierwsza wartość parametru opisuje, zgodnie z zależnością (Iż), nagrzewanie
cieczy od ścianki rury, n&tomiast druga (}: -0,9) - chłodzenie cieczy od ścianki rury..
Mając stabelaryzowaną zależność funkcyjną ó:6(Ą (wydruki elektronicznej maszyny
cyfrowej), przedstawiono na rysunku 1 przebieg zmian prędkości cieczy wzdłuż kierunkrr".

przypływu, a na rysunku 2 rozkład prędkości cieczy w przekroju poprzecznym rury.
Przekrój ten jest oddalony od początku układu współrzędnych o odległość X, taką, że,

d(Ę:6,3. w celu przedstawienia analizy porównawczej niektórych wyników uzyskanych
w niniejszej pracy ppytoczono również na rysuntu L rozńązańe przedstawione w pracy

[9]. Należy zaznaczyć, że w pracy [9] rozważano podobny problem za pomocą metody
Karmana-Pohlhausena tylko w pierwszej fazie rozwiąz.ania.

4tr,

ą00

f Reo

a0

00

*0

Rys. 3. Przebieg zmian iloczynu współczynnika 2a

strat tarcia i liczby Re przy przepływie cieczy
w rurze kołowej

l - romiązmiew[9],2 - rozwiązaiiewpracy

'-? -ź
b.-09

4':

b=00

\

-4--- L

b-9

0,02

(51);

Współczynnik strat tarcia przy nieizotermicznym przepływie cieczy, której własności-
fizyczne zależą od zmian temperatury, dla przepływu realizowanego w rurze kołowejl

wznacza się z zależności [8, l0, 1l]

f: _!," dp

pT d-' (50)'

Podstawiając (?) oraz uwzględniając wyrażenie bezwymiarowe w (50) otrzymamy

8ł-
J-ń

J (t -yl t J (1 -ł)(1 + bT) dqJ dy
oo

Podstawiając dp (5l) wyrażenia opisujące pole temperatury (22) otrzymuje się po'wykona*
niu całkowania

l_Re^1 1 
^-'-" ł+ i bóz?0_15ó+6ó2 _ó3)8 240

(52},
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WYrazenie (52) oPisqje zależnośó współczynnika strat tarcia dla pierwszej fazy rczwiąza-
nia.

Dla drłrgiej tazy rozwiryania wyrażenie opisujące zależność współczynnika strat tarcia
otrzymuje się podstawiając (40) do (51). W przypadku gdy wartość parametru ó:0, !yy-
rażenle (52) łatwo sProwadzić do znanej zależności charalcterystyczlej dta przepływu
'izotermicznego. Liczba Reynoldsa w (51) i (52) jest wznaczona dla wańości wielkości
.frzycznych cieczy w temperaturze 

'o.Przebieg zmianiloczynu współczynnika strat tarcia i liczby Reynoldsawzdfu:ż kierunku
'PrzePłYwu cieczy ptzedstawiono na rysunku 3. Na tym rysunku przytoczono również,w,celu porównania wyniki przedstawione w pracy [9]. )

Podobnie jak na rysunku 1 również na rysunku 3 przedstawiono krzywe zależności dla
;trzech wartości parametru ó, a mianowicię: b:9, b:0, b: *.0,9.

4. Uwagi końcowe

Zastosowanie metody uśredniania poprawek funkcjonalnych do rozwiązania posta-
wionego w Pracy zagadnienia przepływowocieplnego umożliwiło uzyskanie wyników cha-
'rakteryzującYch się znaczną prostotą, łatwością w praktycznynr stosowaniu oraz nie_
wielkim odchyleniem od rozńązań otrzymanych za pomocą innych metod przybliżo-
nych.

W PrzYPadku nagrzewania ciec4y rozwiązanie w niniejszej pracy otaz w [9] są niemal
identYczne w całym obszatze pierwszej fazy. W drugiej fazietoz*viązaŃa otzymane pole
źemPeraturY cieczy w pierwszym przybliżeniu nie zależy od zmian własności fizycznych
,cieczY wtaz z temperaturą. Natomiast pole prędkości cieczy jest w pierwszym przybliżeniu
'w drugiej fazie rozwiązańa zależne od zmian własności fizycznych cieczy (por. wyrażenia
(40) i (48). Można zatem powiedzieć, że pole prędkości w większym stopniu uzależnione
jest od zmian własności fizycznychcieczy wraz z temperaturą niż pole temperatury.

W PrzYPadku przepĘwu rozważanych cleczy ptzęz ogtzewaną sta-hm strumieniem
rurę kołową maksymalna prędkośc cieczy zmniejsza się o ponad 20\ (w obszatz:ę xxxr)
'w stosUnku do Prędkości przepływu izotermicznego. Nieco mniejszy wpływ zmian włas_
-noŚci fizYcznYch cieczy wtaz z temperaturą na zmianę prędkości cieczy, w stosunku do
PrzePĘwu izotermiczleeo, można zauważyć w przypadku octńadzania cieczy odbierającej
staĘ strumień ciepła od ścianki. Fodobne oddziaływanię zmian własności fizycznych
cieczY wraz ze zmianą temperatury obserwrrje się dla zależności iloczynu współczynnika
strat tarcia i liczby Reynoldsa od bezwymiarowej współrzędnej x (rys. 3).

Praca wpĘnęła do Redakcji w lutym 1979 r.
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Pegłoue

B rłacrogrqeź cTaTbe paccMaTptrBaeTc, nprł6nn;xeurrr,rft arranłrg EeltoTepMuqecKoro, cTartrłIoxap.

Horo, JIaMaHapHoro Teqerrłfi Brrotoroscrofi xn{KocTll e xpyrloB rpy6e.
flpegnorroxełro, qTo nrroTnocTb TeIIJIoBoro noTo(a Ha cTeHKe xpyrrroft rpy6r,r 6yger nocroxrrłoń

llo ,ĄJlEHe.

Herrurłeżrryro cI{cTeMy ypaBnenrilź olucblBalolqyrc rerr:roo6łrerr B noTo(e ,ł{]łA(ocTIł (yparrrerrue

"ąourxerrrłfl a sueprrrrł) cpeAóuo Ao oAIroIo terumeżrroro Alróóeperłqlłalbuoro ypagnelłlłfi. floc.rreAnee
ypaBuęfifle pemeno IIpIłMeHm MeTo,ą ycpeAlrerrłx SyuxqaouaJlbnblx ilollpaBox.

flprłveuxx 9ToT MeToA MbI pa3AerlręM qeJloe [pocTptlncTBo Teqenł, n rerrroo6uerła rła repvrrvecxrłfi
gaqansgrrt yqacTox r o6nactr cta6rłalcrłponalłEoro rennoo6vęrra.

B repwłecrtoM HaqaflbuoM yIacTKę rpy6rr lłoxtro BBIAeJIIłTI Ase o6nacTlł: renlIosoń rorpalłEll-
Ehń cnoź TołrĘnf,oń ó rł rłeoxpaqerrrłoe renrroo6ueuoM ,Apo. B o6lacru cta6nrmsuposatilofo TetrJIo-

o6łręrła ToJItrIEHa TepMliliecxoro [orpannqnoro cłofi TepseT $rłalruecrufi cMbIcJI.

flpudnaxeroroe rrone TeMtreparyprl ]ł cropocTl{ rro;ryqeuo ytIIłTbrBa, 3aBucIIMocTb xosóów{rrelrTa
BfisKocT!ł oT TeMtrępaTypu. 3asucrłrrłocrr roe(|$lrqrel{Ta Br3KocTI{ oT TeMtrepaTypll npIłHrTo no,ąo6go,
xax n pa6otax 14, 9]. Aax 6onrmrłcrsa MtrHepźtrrbnblx N{aceJI B yMepetno IIMpoKoM reMtrepaTyplroM
eHTepBaJIe 5Ta 3aBEcrMocTb BepHa.

flo.rryłenar,re pe3ynbTaTrl reoperxrćcxoro pacseTa npeAcTaBJIeHLI B BI{.Ąe rpa$rrrox.

Determination of the Tcmperatrrre and Velocity Fields of Liquid in a Circular Tube for the
Temperature Bounitary Condition of the Second Kind

Summary

In the present paper an attempt is made to approximately solve thę problem of nonisothermal steady
laminar flow of a Newtonian fluid in a circular tube, A norrlinear system of two partial differential equa-
tions expressing the linear momentum and energy principles is reduced to one nonlinear differential
cquation. The latter is solved approximately using the method of averaging functional cofrections.
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In the aPPlication of the method we divide the entire thermąl flow into two regions, one being the
tb€rmal €ntrance region in which thę thermal boundaryJayer thickness develops and reaches the cęnter
line of tbe tube, ańd the other the fully developed thermal-flow region.

Tbc approximations ofthe temperature and velocity fields are obiained under the assumption that
tbc dYnamic viscosity depends on temperature. The temperature dependence of the fluid dynamic
vis€osity was ąssumed similar to that apptied in [4,9l. §uch a dependence on the temperature holds true
fot most liquids, especiatiy for mineral oils. The calculated distributions of the velocity and friction fac-
tor are pre§€nted in a graphical form in terms of nondimensional coordinates x and y.


