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SŁAWOMIR JANECKI

Gdańsk

Funkcja Lagrange' a i zasada f{amiltóna dla liniowych, jednowymiarowych
układów ciągłych poddanych działaniu obciążeń niezachowawczych*

Przedstawiono ogóIne równania ruchu lepko-sprężystego, liniowego ośrodka ciągłego opisanego
,liniowymi, jednowymiarowymi modelami i Żnajdującego się pod działaniem obciążeń niezachowawczych.
'Wyprowadzono funkcję Lagrange'a i sformułowano zasadę Hamiltona, dla przyjętej klasy modeli i od-
,działywatt. Pokazano możliwość zastosowania tej zasady do dyskretyzacji i przybliżonego, numerycz-
nego rozwiązania zadania ogólnego.

Wstęp

W wielu problemach mechaniki ciał odkształcalnych zachodzi potrzeba badania zańo-
,wania się konstrukcji pod działaniem obciążeń niezachowawczych i uwzględnienia wew-

nętrznych sił dysypatywnyclr. Krąg tego typu zagadnień jest szeroki. Wystarczy wspomnieć
o oddziaływaniu ośrodka'gazowego na ruch łopat wirników helikopterowych i łopatek
roboczych maszyn przepływowych, o wpływie tarcia w łożryskach, przecieków pary ptzez
uszczelnienia, pól magnetycznych i elektrycznych na ruch wirników turbogeneratorów.
Tego rodzaja zad,ania opisywane są równaniami różniczkowymi z warunkami granicznymi,
tworzącymi niesamosprzężony ptoblem brzegowy.

W złożonych zadaniach,męchaniki konstrukcji dla układów zachowawczych, tworzą-
cych samosprzężone zagadnienia brzegowe, można otrzymać rozwiązania przybliżone,
korzystając z zasady Hamiltona i stosując metody bezpośtednie raclrunku wariacyjnego.
Podobne przlbtiżóne podejście można zastosować do złożonych układów niezachowaw-
.czych. Należy tylko posłużyć się odpowiednią zasadą wańacyjną. Taką zasadę, będącą
uogólnieniem zasady Hamiltona, można sformułować wykorzystując zagadlienie brzegowe

sprzężone z zagadnieniem brzegowym opisującym razważanę zadanię, Uogólnioną zasadę
wariacyjną dla skończonego układu punktów materialnych ustalił Liepholz [1], a dla
pewnej klasy równań różniczkowych opisujących pewne zagadnienia stateczności prętów,
podałAnderson [2].

* Pracę wykonano w ramach problemu międzyresortowego MR, I. 26 ,,Podstaryy projektowania
maszyn i urządzeń energetycznych", grupa tematyczna 08,
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1o4 S. Janecki

W opracowaniu wyprowari,zoao ogólne równania ruclru lepko-spręĘstego, liniowego
ośrodka ciągłego, opisanego dowolnymi liniowymi, jednowymiarowymi'modelami i znaj-
dującego się pod działanięm szerokiej klasy obciążęń niezachowawczych. Opierając się
na wspomnianej uprzednio idei, dla przyjętej klasy modeli ośrodka i oddziaĘwań określono
uogólnioną funkcję Lagtange'a i sformułowano uogólnionązasadę Hamiltona. Przedsta-
wiono zastosowanie tej zasady do przybliżonego rczwiązania ogólnie postawionego pro-
blemu.

!. Zasada zachorrania energii liniorvegoo dysypatyrrnego ośrodka ciągtego

W mechanice ośrodka ciągłego ciała traktuje się jako trójwymiarową rozrnaito ść roż-
niczkową punktów materialnych. Przyjmijmy,'że na ciało materialne a, dające się wzajem-
nie jednoanacznię odwzorować na obszar "B euklidesowej przestrzeni fizycznej, dzińają
obciążenia masowę i powięrzchniowe odpowiednio o intensywnościach b(x, t), xe B,
teR* najednostkę masy ciała 0 ip(x, l), xe 0B, te R* na jednostkępowierzchni zew-
nętrznej 0a ciała 0. Pod wpĘwem tych obciążeń na ciele 0 powstaje pole przemieszczętt
u(x, /), xeB, /e R* orazpolenaprężeń T(x, l), xe B, t eR* będące reakcjąmateriafu
ciała na stan odkształcenia. Wektor x jest wektorem pozycyjnym dowolnej] cząstki X ciŃa
0 znajdującego się w konfiguracji aktuainej Ą l jest czasem. Założmy również, że w konfi-
guracji aktualnej B ciało ma okręślony rozl<ład. gęstości masy p:p(Ę.t), xe B, t € R+.

Odnosząc obciążenia, stan napięcia i gęstości masy do konfiguracji naturalnej B, ciała,
równanie ruchu i warunek **Tr,ł,ffi;:r:;ostaci [3] 

(1}

pr:flirFr, a\
1

gdzie Tr(x, t) jest symetrycznymtensorem naprężenia Pioli-Kirchhoffa, F:Grad x(x, r) -11
- gradientem deformacji, n - wektorem normalnym do powierzchni zewnętrznej ciała

t
w konfiguracji .B1 w miejscu 

1e 
aĄ otaz x:x+o(T, l), gdzie xjest wektorem pozycyj-

nym cząstki X ciała w stanie .B..
Mnożąc skalarnie równanie Q) ptzez prędkość ń cząstki, całkując po obszarze ciała

w konfiguracji odniesienia, korzystając z tożsamości

Div(i, F,r)d:Div(i, n'd;-t, xil,
gdzie

:+(FF r_ 1)

jest tensorem odkształcenia Greena-Saint Venanta otaz stosując twierdzenie
gencji i warunek (2), po przekształceniach otrzymujemy

(3),

(4>

o dywer-

d 11 f r F
I L p,izdv: l ,,rł dV+ | p,iaęv1- | t,"ił,av (5)at) z J Jrj--,\,,/ J^,,

Bt 81 óBt 81

- zmianę energii kinetycznej ciała z upływem czasu. Symbolen x oznaczono operacjg
pełnego nasunięcia tensorów.



Funkcja Lagrange'a i żasada Hamiltona ...

Załóżmy, że ciało jest liniowo lepko-sprężyste. Równanie konstytutywne w tym przy-
padku ma postać

Tr:C x E+D x E, (6)

gdzie C i D są tensorami stałych materiałowych sprężystych i lepkich. Podstawiają c związek
(6) do zależności (5) orazu-względniając tożsamości

(cxn) *n:ŁŁtcx(EaE)i, '

2 dt- Q}'

. (o x ń) x il:D x (E6E), (8),

otrzymujemy
drr
_ rr +E +9): ) prbidV + | prid(Ov) (9)
cltJJ

Rt aBt

- zmianę energii ciała w czasie, gdzie

/{: I,źpriŻdv , (10};

E: !,źCx(E@E)dZ,' (11),

, : it l x ęi,6ill av dt , (12).
OBr

to kolejno: energia kinetyczna, energia sprężysta i energia dyslpacji. Symbolem @ ozna--
czono opelację mnożenia tensorowego.

Wprowadzając pracę obciążeń

*= il] p,bidv+ !pjd(óV)]dr (13)
0 Bl aBt

otrzymujemy ,d
dt @{ +E +9 -tr):O (14)'

- zasadę zachowania energii całkowitej.
W dalszym ciągu rozważaó będziemy następującą klasę obciążeń masowych

n:S(x)+Bo(x)u+Br(x)ń+Br(x)ii+(Gradu)r(x) , xeB, (15}
1LLt71 -

oraz powierzchniowych

1ir: ffr(x)+Po§)u+rr(x)ń+Pr(x)ii+(Gradu)s(x)., xeóBr, (16)

.gdzie$, ir sQ znanymiwęktorami obciążęń statycznych, Bł, Pł - znanymi tensorami od-
dziaĘwania pól zewnętrznych oraz r i s - znanymi wektorami obciążeń śledzących [4].

Pomijając obciążenia śledzące orazprzyjmĄąc, że B5:Bo, BT,:B', P§:Po, PT.:P',
to wtedY 

!/r :3 +.!r ł fr,, (17y
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,106 §. Janecki

gdzie
g- : I źprBrx (ń@ń) dlz+ I źprrG@il d@V) ,

BI dBt

{: I|pria+lplBox(u@u)] dY+ I t$.ń++Pox(u8u)] d@Y),
Bt OBt

t'
ą: I {JBlx(ńau) dV+ I Prx(u6lń)d@Y)}dt

O Br dBt

W ogólnym przypadku tensory Bk i Pk mogą być dowolne. Gdy 86 i Po są symetryczne,
,wówczas mamy do czynienia z obciążeniarni zachowawczy.mi typu spręzystego, w przy-
padku przeciwnym (antysymetryczne) są obciążeniami niezachowawczymi typu cyrkula-
,cljnego. Kiedy tensory 81 i Pl są symetryczne, to występują obciążenia dysypatywne,
a gdy są antysymetrycznę, wówczas mamy do czynienia z obciążeniami zyroskopowymi.
Składniki obciĘeń zależnę od przyspieszeń określają oddziaływania pól zewnętrznych, po-
wodujących pojawienie się mas towalryszących (np. obciążenia spowodowane opływem).

W dalszej części prdcy sformułoyanązasadęzachowania energii całkowitej zastosowano
.do wyprowadzęnia ogólnych równań ruchu jednowymiarowych, liniowych modęli ciała
,trójwyrniarowego.

2. Równania ruchu jednowymiarowych, liniowych modeli ośrodka ciągtego

Zakładamy, żę obszar B, zajmowany przęz ciało będące w stanie naturalnym można
,przedstawiĆ w postaci iloczynu kartezjańskiego 8r:l"rł, gdzie AcR2 jest płaskim ob-

szatem o brzegl 0A, a 1 - odcinkiem (0, Ł) linii odwzorowującej materialną oś ciała.
1, 1

W tym przypadkrr mamy do czynienia z ciałęm smukłym. Prryjmiemy, żepo7eptzemiesz-
.ęzeń można przedstawić

u:U(fi)q(x3, t),§eA, x3 el, t9R+ ,
1 t 1, L 1 t

gdzie Ujest znanyrn polem tensorowym określonym w obszarze A, q - funkcją wektorową

{q} niezależnych współrzędnych uogólnionych, 
T(T', 

x2) - .wektorem pozycyjnym cząstki

w przekroju 
1, 

*r' ,* współrzędnąwzdŁuż osi ciała.W zależności od postulowanego ten-

sora U oraz liczby współrzędnych uogólnionych marny do czynienia z różnymijednowy-
rniaro,uvyrni, lin iowymi m odelami t rój wym iarowego c iała smukłego.

Rozważając teorię geometr5lp2oi" liniową posfuŹymy się liniową częścią tensora-od_
kształcenia (4), to .znaczy przyjmiemy

B:} [Gradu+(Gradu)T] (22)

Fodstawiając (21) do związków (10), (11), (12) i (l3) orazwykarz.ysĘąc (15), (t6) i Q2)
otrzyrnujemy kolejno

- energię kinetyczną
L

tr: I !ĄMĄdx3 ,
0

(18)

(19)

Q0)

(21)

Q3)



Funkcją Lagrange'a i zasada Hamiltona . . . Io7

gdzie

- energię sprężystą

E-
gdaie

Ko:

M: J 7LUTUdA, M'-M,
A

L

J [tqKoq+qĘ q'+jq'K2q'ldx3 ,
o

(2}3)

r f aIJr /au\r.l
J L;="""( */ )dA, 

K!o:Ko,
At1
1

r TaUr lll * xCx(e.@U)ldA,
JLdx t lAL

J [(U'ae.)x Cx(eu@U)f dA, K[=K2,

(24)

(25)

(26)

gdzie

- Kr:,f

Kz:

- energlę dysypowaną

t,Lg: II [qDod+zdD rq'*q,Dri'f dx3dt,

D,:J[#"o"r".oui]az; 
I

AI

n (rlttT,Ą_ \-_nDz: J [(U'6e.)x Dx(e.@U)7dA, D!:,Pr,
A11.,
l

- pracę obciążeńzewnętrznych 
l

tL alr: JJ d [f+Kouq+Kroq'+Rti+Mu Ę]dxdt,
gdzie 

0 0

r r;alJr /au\'żioo: 
J L;u "o-(;rj )dA, 

Dó:Do,
ALL

(27)

(28)

Q9)

(30)

(31)

(32)

(33)

f: I PtvriA,ą"+ |l1Tfiaęa4, -

AdALt

r - r ^aU r -Kor: I prvrBoudA+ l pryr !|-rdA+ | urroud@A)+J J, dX J.A A r aA11 17

iu'
J

aA

(34)

aU
* sd(OA),

': (35)
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Krr: J S3IJTIJd(aA), KT.e:Kro,
aA

1

R: j p, UrBLIJ dA+ J Urp, U ąaA),
AaA11

Mp: !.prU'BrU dA+ ! urrru aę,ł1.
.AaA

1l

(36)"

(37)

(38}

W napisanych powyżej zalężmościach e3 jest wersorem stycznym do osi modelu jednowymia*

rowego, nadto kropk ą oznaczono po"noaną po czasie l, a ,,!rimem" pochodną po zmien-
nej x3.

1

Mając określonę energie ciała i prace obciążeń,na podstawie zasady zachowaniaenergii
całkowitej (14), możia wyprowadzić równania ruchu i odpowiednie warunki dla liniowych,,
jednowymiarowych modeli ośrodka ciągłego, poddanych obciążeniom typu (15) i (16).
RozdzielĄąc wektor współrzędnych uogólnionych oraz obdążenia f na część niezależn1
i zależną od czasu, otrzymamy równania i warunki brzegowe statyki

(K, q' + K|q)' - (K, - Kro) q' - (K9 - Kgp) q+ f : 0,

oraz dynaniki 
qGzł'+K|q)|f:6

(K, q' + K|q f Dz d' + DlO' - (K, - K,o) q' - (Ko - K.p) q ł

- D, ri'-(Do -R)ri-(M-Mu)ti:0, (4I}

ri(Krq'+K|{t Dz ri'+ nTrDli:o. (42),

W wielu zadaniach mechaniki konstrukcji ruch ciała należy odnosić do pewnej, ustalo-
nej konfiguracji ciała odkształconego. Wtedy ruch traktuje się jako zabutzęnię pewnego
stanu równowagi trwałej. Przykładem mogą tu być drgania konstrukcji znajdujących się
w ruchu obrotowym. Aby otrzynraó wyniki zgodne z doświadczeniem rozwaźa się małe
oscylacje wokół położenia równowagi odkształconej .siłami odśrodkowymi.

Następnie rorważać będziemy ruch ciała wstępnie napiętego. Pole naprężeń podczas
ruchu ciała można napisać

tr:t+ S, , (43}

gdzie t jest tensorem naprężeńdynamicznych, S - tensore.n] stałych naprężeń wstępnycb"
Wtedy we wzotze (5) mamy

(39}

(40),

rd
l (r, * i)av: | 1a +a +ilr),
Jdt
Bt

(44>

(45}

gdzić

llrr: I(SxE)dlz
B1
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jest pracą naprężeń wstępnych na odkształceniach dynamicznych. Aby ottzymaó wpływ
naprężei wstępnych na ruch ciała należy uwzględnić część nieliniową tensora odkształce-
nia (4), to znaczy należry przyjąó

B : } [Grad u + (Grad u)r + (Grad u) (Gradu)r] . (46)

Dla przypadku jednoryymiarowego, liniowego modelu ciała QI) istotna składowa pracy
naptężeń wstępnych wyraża się łrzorem

gdzie

gdzię

* r: 
!(}qKo" 

q+ qKrsq' *łq'Kzs q' ) dx3,

(2,3)

K"": | ,. [Trr=)' 1oo, Kł":Ko",
J <z,s1| 0x \ dx ./ JA r \ 1

r ralJT lK,s: I tr l;lS(e38U) |d1,
J 1z,q|Ox 1 l+,

Kzs: J tr [(Ur@e.)S(e.8U)]d,4, Kls:Krs.

(47)

(48)

(53)

(54)

(49)
A (2,3,)
1

11

1Mtedy równania i warunki brzegowe dla dynamiki mają postać

(K, + Kr") q' * (K, + Kr")Tq + D z q' łDI ł]' - (r, + Kl§ - KlF) q' +

-(Ko+Kos-Kor)q- Drti,-(Do-R)d-(M-M.),i;0, (50)

ł [(K, +Kr"){'ł(Kl +Kr")rq+ D, ł'* DT,i]lt:0. (51)

3, Zasada wariacyjna dla zagadnień niezachowawczych

Równanie ruchu (50) można napisać w postaci operatorowej

ds,:o. (5ż)

Będziemy przyjmować, że ,il jest liniowym operatoręm różniczkowyrn, określonym na
rozmaitości ,.ć/ fankcji q(x', t) całkowalnych zkwadratęm i spełniających warunki brzego-
We

uqi8:0,

H: (Kz ł Kzs) Q' + (Kl + Kls)'q + D, ,i'+ nl,i

jest wektorem sił wewnętrznych,
, Poszukiwać będziemy pary (.il*, ,//*) złożonej z operatora różniczkowego .ilx for-
malnie sprzężonego z operatorem d oraz rozmaitości ,,//* funkcji q*(x', l) całkowalnych

lz kwadratem oraz spełniających równanie

&*qo:a (55)
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i warunki brzegowe
II*q*lf :0, (56)

gdzie H* jest nieznanym, sprzężonym wektorem sił wewnętrznych.
Operator różniczkowy ł/* określony na tozlnaitości ,/ć narywpmy formalnie sprzężo-

nyrn z operatotenl ..o/, określonym na rozlnaitości Jl jeśli [5]:

^ 
A (q* , ,ilq):("&*Qx, {) + 9 (q, q*),

q* e "|4 qe .lt
(57)

gdzie funkcję §(q, q*) nazywamy zespoleniem wektorów q i Q*.
Przyjmqjąc, żę rozważane funkcje wektorowe należądo przestrzeni 92 (11x R*) funkcji

całkowalnych z kwadratem, to ich iloczyn skalarny określamy 1

^ 
(Qr,Qz): jJq,q, dx3dt,

qt,qze?z o o
(58)

Aby wyznaczyć parę (il*, .//*) należy całkować przez części iloczyn skalarny (q* , ,ilq).
Fostępując tak otrzymujemy formalnie sprzężone równanie ruchu (55) w jawnej postaci:

(K, +Kr") q'* +(K, +Kl§ - KlF)'q* - D, di - Dl'd*]'-Kr rłi -
- (Ko + Kos - K§") q* + D, {!. + (Do - n') ł* -Gvt- M$) ą* : 0 (59}

oraz zespolenie

L
g : I (n*q - rrq*) 

l'o 
d" - I (tl*q - IIq*) |t dt - ź(lD zq'* + q* D, q) 

l'o lt,oo
Edzie

H* : (K2 + Kr") ql. + (rJ + KT, - KTu) q* - Dz {j, - D, qi - D| i*
jest poszukiw aną sprzężoną siłą wewnę trzną, a

\

n :(M- M") ł++(Do -R)rłł Dr j' - ź(Dzj.')'
i

?T* : (M - MF) ł* - +( uo - R.) q* - D, q'* + !( D, q'*)'

są wektorami pędów uogólnionych.
Dla warunków brzegowych (53) i (56) drugi składnik zespolenia zeruje się. Jeśli 9:a,

to operatory .il i .d* nazywamy operatorami sprzężonymi, a tozmaitości .// i -/ć* dua|-
nymi. Jeśli natomiast ,4:,il* i .-/ć:-lt* wtedy zagadnienia brzegowe (52) i (53) nazywamy
samosprzężonynd. I\{a to miejsce tylko wtedy, kiedy nie występuje dysypacja energii
(D;,:0), obciążenia są żyloskopowe (Rr: -R), niecyrkulacyjne i nieśledzące (Kilł:Kor,,
Kre:0), a masy towar1yszące są symetryczne (M$:Yu;. ,

W dalszym ciągu ustalimy funkcję 9 zmiennychq€ -// i q*e u// oruziń pochodnych,
taką, że równania (50) i (59),będą warunkami koniecarymi stacjonarności funkcjonafu

tzLg: Il vdxdt.
lrO

(64}

(60}

(61}

(62\

(63)

Wtedy powyżsry funkcjonał nazywać będziemy uogólnionym funkcjonałem działania.
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i jest funkcją różniczkowalną względem swoich argurnentów . Zatem jest ona określona lo_
kalnie, to znaczy, że za\eĘ od rucńów q i q* w otoczeniu punktu (x', t)przestrzeni d): '
-l7xR+

1

W roaryńanym przypadku wariicję frrnkcjonału (64), spowodowanĄ r.nianą ruchrr.
mgżna napisać

tzL

6 
"{ 

: 
I I {Y# - * (^')]u' -?ń- * ffi] a l*} a * a t +

'rO L . tz

r /Dg Dg \l'" ,r lDg Dg \lŁ
+ 

l \;łds+Dq* "*)l,,n'* J (;r ós+Dqi 6s-)i"dt+
o t1

Pr4rpuśćmy, że poszukiwana funkcja ma postźć

g:9 (q,Q* , {l', q'* , d, 'i*, 'i', &)

Dg

(65}

(66)/

gdzię
Dg ag d/ag\ Dg ag d/ag\
Ą= ;,p-d-(ąr/' Dp,: N-a\ar)

(P:8, {*,'i, ri*)
Żąó,ać będzieny, aby

Dg *D9fr: 
Ą*' 

n': 
Ą

L
ó l : I J [(,/*q*) óq + (e q) óq*] dx dt + J (n*óq + nóq *)||', d,* -

ftu-ał+u 
al->|ta+(ffirr-ffi -łl,:l" (7I)

Korzystając z ustalonych jawnych postaci operator ów .& 1 .il*,oraz zaleźmości dla uogól_
nionych sił wewnętrznych H i H* i pędów n, ftx, otrrymujemy

tzL

ó9 :' 
J l 

sd- dt+|(#+}o,1;)a r*ęuń-i"")"{i,i", (72}
tr0

(67),

Dg d /Dg\ Dg d /Dg\
,Ź- Ź \ń)= ", ń - ; (^' )= 

*- o- (68)

(69}

(7o\,

Wtedy
- tzl
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gózię

g : Q*(M-MF) q - q*(K6 * K65 - K6p) q - qK, * K rs Qi - Q*(K, + Kr" - Kr.) q' -
-qi,(K, +K2s) q'-tq*(Do -R) q+*q*(Do - R) q+

*{ł* Dr q'-tiDr q'* -łqi DrĄ'+tq'DrĄi Q3)

jest poszukiwaną jawną postacią uogólnionej , właściwej funkcji Lagrange'adia liniowych,
jednowymiarowych modeli ośrodka ciągłego. Przy tak dobranej funkcji Lagrange'a drugi
składnik w za7ężności (72) równy jest zeru, gdyż na podstawie (73) mamy

ę:- lo,n'- , !:!n,l'CqZojxz
,dla każdego x3 i t.

,1
Określając dodatkowo uogólnione wektory sił zewnętrznych

^ 
_D9 or*_D9e -6-, €, - Ą,

równania ruchu (50) i (59) można napisać w postaci

(74)

(75)

(77)

ruchów porównawczych,

ń:F, i*:3*. (76)

Przyjmując, że na końcachprzedzińow całkowania (0, t) i (0, Z,) spehione są warunki
,óq: fq*:6 orazlwzględniając równania (52) i (55), na podstawie (71) otrzymuj elry a;/ :0.

ZŃem, w rzeczywistości realizuje się ruch, dla którego

g:Ig*dt,g*:l9dx
'1 0

osiąga wartość stacjonarną dla każdego te(tr, tr) w zbiorze
sPełniającYch warunki 

óq(():óq*(():0
dla (:7r, t2,0 i L.

Powyźsze stwierdzenie jest uogólnieniem zasady Hamiltona dla liniowych, iednowymia_
rowych modeli ośrodka ciągłego, znajdljących się pod działaniem obciĘeń niezachowaw-
czych.

4. Dyskretyzacja równań ruchu jednowymiarowych układów niezachowawczych

Powyżej ustalono, że zagadnienia brzegowe (52), (53) i (55), (56) są równoważne po-
szukiwaniu minimum funkcjonału (77). W rvłiązktt z wm, do dyskretyzaĄi i przybliżo-
nego rozwiązywania omawianych zagadnteńmożna stosować metodę Ritza [6], przyjmując
ciągi minimalizujące w postaci

(78)

s:!P(x) Ę(t), q* : ó*(x) Ę*(r), (79)
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gdzie

(80)

są macierzami zadanych funkcji bazowych Qii, r!ł, (j:l, 2, ..., n), tworzących ciągi zu-
pełne frrrrkcji liniowo niezależnych i spełniających geometryczne \.valrrnki brzegowe. Na_
tomiast Ę, Ęx s4 wektorami nieznanych funkcji czasu, spełniających warunki dĘ:óĘ*:Q
na krańcach przedziału {tr, tr). Aby uchronić się przed niestabilnością procesu Ritza,
funkcje bazowe winny nadto być ortogonalne w przestrzeni Fridrichsa generowanej przez
operator il I7).

Po podstawieniu (79) do (73) i (77) uogólniona funkcja Lagrange'a staje się forrną dwu_
liniową funkcji niewiadomych i ich pochodnych względem czasu

9* :Ę* AĘ-Ę* B, Ę+ Ę* BrĘ-Ę*CĘ,
gdzie oznaczono

L
A: I óJ(M_M")ódx,

0

L
Br:ł j tpl(o._n)o+2o;TD|o+o;rn, @'f dx,

o,

Br:+ 
Jtofl(Do-R)o+2o[ 

D1o'+o;rD ,(D'f clx ,

L
c: J tóJ(Ko +Ko§-Kor)o+oi\xi +KL)o+o§lr, +Krr-KlF)o' +

+ o;:(K, + K ,r) @'l dx , (85)

WYkorzYsĘąc uogólnioną zasadę Hamiltona otrzymujemy równania różniczkowę
liniowe o stałych współczynnikach dla zadania pierwotnelo

or az zadanl,a sprzężonego

AĘ:BĘ+Cą:0

A'Ę* - B'Ę* + CTę* :6 ,

gdzie
B:Bl*Bz.

Poszukując rozwiązań w postaci

Ę:E"^',
otrzymujemy

()"2A+ ).B+C)Ę:0,

tj. układ równań algebraicznych, liniowych i jednorodnych dla zad,ania
to, abyistniało rozwiązanie nietrywialne,pottzeba i wystarcza aby

dętQ"zA+ 1BłC):9. (91)

Jest to rvielomian charakterystyczny stopni a2N ze względu na ź. Pierwiastkami tego równa_
nia mo_eą bYĆ liczby rzeczywiste lub zespolone. Jeśli część rzeczywista jednego z pierwiast-

8 Prace IłtP, z. ?9

(8 1)

(B2)

(83)

(84)

(86)

(87)

(B8)

(89)

(90)

pierwotnego. Na
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kórv zesPolonYch jest dodatnia, mamy do czynienia ze zjawiskiem flatteru (drganiami o am-
Plitudach wzrastających z upĘwem czasu). Jeśli natomiast jeden z pierwiastk ów rzeczy-
wistYch jest dodatni, występuje zjawisko rozbieżności (utrata stateczności statycznej).
Drgania okresowe występują wtedy, gdy wszystkie części rzeczywiste pierwiastków zespo_
lonych są nied,odatnie.

ElementY macierzy równania (91) zależąod stafuch materiałowych, rozkładu mas oraz
Pararnetrów obciążenia. Wartości krytyczne parametrów obciążenia dla zjawiska flattęru
wYznacza się z warunków zerowania się części zeczywistych pierwiastków zespolonych.

Wprowadzaj ąc aznaczenie

\:)"ą
równanię (90) można przedstawić w postaci standardowej

Px:żx,
wygodnej do obliczeń numerycznych, gdzie

(95)

(96)

(92)

(93)

x:col(Ę, ą),

a I jest macierzą jednostkową.
Do obliczania wartoŚci i wektorów własnych zagadnienia (93) można stosować metody

i algorytmy znane !v literaturze [8, 9].

5. Przyklad

PoniŻej Przedstawiono przykład ilustrujący rvykorzystanie ogólnych zależności i rów_
nań.

}rTajPierw należY ustalić równania drgań pręta poddanego dzlałaniuobciążeń spowodo_
wanych ruchem obrotowym. przyjmiemy, że pręt prosty o stałym przekroju poprzecznym
wYkonanY jest z materiału lepko-sprężystego, jednorodnego i izotropowego, że drgania
jego odbYwają się w plaszczyźnie ruchu obrotowego, odbywającego się ze stałą w czasie
prędkością kątową względem osi prostopadłej do osi pręta. Przy poczynionych zńożeniach
składowe tensora sprężystości i tensora dysypacji określone są następująco

Cijk|: G (6ikói* .l_5it5iłl a 15ii 5k' ,

Dt 
jkl _ C*ldiłójl+ óil5ik1.:- A* 6ii 6kt ,

(i,j,k,l:1,2,3)
gdzie G i ), araz €* i i* są stafumi materiałowymi, określającymi sprężyste oraz lepkie
zachowanie się materiału, d jest symbolem Kroneckera. Składowę wektora przemieszcze-
nia dowolnej cząstki pręta, znajdującej się przed odkształceniem w miejscu (xt, x2, x3)
przyjmujemyjako 1 1 7

,u1:0 
, u2:u2(x3 ,t) , us:u!@3 , t)+ x2 {D(x3 , t),

L|11

(94)":[_Jj,., _oŁ,u],
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sdzie u! - składowe przeinieszczenia cząstki znajdującej się na osi ptęta, @ - kąt zgqęia.' Obciążenie masowe spowodowane jednostajnyn ruchem obrotowym

22
t= *Óx-Óu-2ś)ir, (g7)

_1

gdńę a:e,.i*9f;@e1 jest tensorem ruchu obrotowego. \M dalszym ciągu przyjmiemy

Ś2t: -ś2, §2:d)"-Q.

); . - B_rąyjmując wektor wspóhzędnych uogólnionych

. n-.aal(r,9 ,r9 .r\q:coi(u! , u3, a) (98)

mam' 
[o, 0, O l

u:|r,o,o |. e'
L0, 1, x2]

1

Następnie określamy

: . M:pAdiag|1,I,r2f, r':Ż, (100)

fo 0 0,|

Ko:GAdiagt0,0, 1], Kr :GAl0 0 0 | ,

|r o o] (101)

Kz:GAdiag[l, 0, 0] +(2G + ),) Adiag|0, I, rzf ,
. oraz analogicznie

r000l
Do:G*.4diag[0,0,1], D, :G*ALI 

: :] (t02)

D z : G* Adiag [1, 0, 0] + (2G * 
+ ),*1 A, dtag |0, I, r2l,

gdzie I: !ęx2lzAl,. Dobierając odpowiednio układ współrzędnych przyjęto również
At

s: l x2dA:0.
A1 22
W rozważanym przypad.ku S: -*f, Uo: -§!, B1: -2dż.IJwzględniając, że

[00 0l
(103)o:lo o -rlo

Lot 0]
otrrymujemy

1: pAQ2 co1(0, x'; 0), Kor: pAś)2 diag|I, I, r2J,
.1

r 010l (104)

R:2pAQ| -r o ol.
L 0 0 0I

ll
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Poszukiwane równania ruchu przedstawimy w postaci bezwymiarowej. W tym celu wpro-
w adzamy bezwyrniarowe zmienne

u2 u2
n: j. (: j. r:Qt,L,L,

*CI L
u__:__ 1,I:-aL' r

(a:I ,2)
gdzie L, R to odpowiednio dfugość i promień zamocowaniapręta oruz

..: [TSjl lG r: lry;. cT: EoC,:V p , C,:ł7, Ct:r! p ", u,-rJ- *,

Na podstawie ogólnych równań (39) otrzymujemy bezwyrniarowe równania

Jeśli pręt jest jednym końcem utwierdzony, a drugi konięc ma swobodny, wówczas
warunki brzegowe piszemy

x3
r_ 1

'- L'
or az bemvy miarowe parametry

Co'
Fa: *,

oraz [10]

u?ft-uln'Q*Ł)tcrl:0,
d / dn\ 1 ^dzt
a\r*a)ł6Ą:0, tt| ęł(łć:0.

4:(-to-O dla {:R
dn d( docoł--::.:-]: _:0 dla ś:l+R.dć dć dE

Rorwiązania układu (108) mają wtedy postać

-R, *:"

ć_R- _1.
llt

(105)

(106)

(107)

statyki

(i08)

(109}

(110)

(111}

Mając powyższe rczwięania możemy ustalić składowe tensora naprężenia. Dla materiału
opisanego przez (95) mamy

5:(2Gaź)e5 diag[0, 0, 1] . (1n}

Wykorzystuj ąc to otrzy mujemy

Ko§:(2G+,ł) Aey diag[O, 0, 1], Krs:0, K2S:(2G + ),)1es diag |a, 1, łl. (113)
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Wtedy, na podstawie (50), równania drgań swobodnych roTważanęgo napiętego pręta mają
postać

,ł Łl o+,"l *| + uI'ffi- ur * 
ę -a- pł' l' *Q -U-oqL oĘ _

+(I-'p!llzerlr-P:O,

,r*b-U*r:'Sr\-3)-r+zff-au}:o, (114)

,' *l,, + a ftf+ uł' $4* r, * -#:,
Rozwiązanie powyższego układu równań dla pręta wolnonośnego, przy pominięciu

tfumienia i wpływu ścinania, zostńo przedstawione w [10].
Równania sprzężone mają podobną budowę, !\rystępują w nich jedynie znaki przeciwne

przed składnikami dysypatywnymi.
Przedstawione powyżej zadania opisane równaniaml(ll4) i warunkami brzegowymi

(109) można rczwiązać w sposób przybliżony. S/ łm celunaleĘ określić macierzę równa-
nia (91). Ze względll na g€om€tryczne warunki brzegowe przyjmujemy

(D:(Dx:diag[9,9,9],

q:(sinnć , sin2nĘ, .., , sinnnĘ) .

Wykorzystując zależności (82)+(85) oraz (100)+(104) i (111)+(113) otlzymujemy

(115)

(116)

6:$pALdiag[I,1,12Ą,

B:Bp+B6a+Bl +Bl+B2,

gdzje 
C: C9+ Cg5-Cor+cl +C|+ C, + C,",

l-0 00l
Bo:+G*ALdiag [0, 0, I], B1 :1c*,ł ]o 0 0 l,

_ |r, o o_|

B2:!G* ! aiugpr,0,07+ +(2G* * i* ):diag [0, Lr, r2Lr),-

|-0 00l
C':źGAL diag [0, 0, I], Cf źGAlo 0 0 l ,

|l, o o]

A
Cz:+G _ diag|Lr,0,0] , Cos:ź(2G+^)AL diag[0,0,Lo],L

Cor: -ś)2A, Czs:ź(2G+r) 
+diag[0, 

Lr,rz'-r],

(lt7)

(118)

(119)
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oft);L

RI
l-t--5ia-u,r'R

(LJot: _JL.__' ąor_ _ b14_ ólą,
LPl

cos -lll,

',r,:I|
Ilt Ilt

(-1)n*'.io 
1+F-rio E 

(-1)e*'sin
1-R R._-.t- 5i11 

-Ft Ft
],(k+t)2n2 -tlpi (k-l)2fi2 -Ilp?

(Lt)*l:tl+(- Dr-\ #p, (Lt)*l,:O

(Lr)ol:n2k26*t,

[r*ś.iol _ l
(L s)*t: n2 kll 

"ł,,- : a,- ó *|,

L "o'^ l
" 
* : -- L[, -,, 

-,,io Łś 
". 

.i, *] ffi _,, r, 
+ 

(k _ń:TIńf,
ą,: :[, -,r 

-, 
"ou 

1:' - "", *] |r*,#l r1- *ń - *?7,
zaś I jest macierzą jednostkową o wymiarze nxn.
Praca wpl5nęła do Redakcji w marcu 1979 r.
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Oymcqun Jlarpanxa n rrpuHllnn Xalrllłrorra AJIfl JlrluefiHhrx

o5Hopa3MepHblx ctrJlolfiiil,rx cIłcTeM lloABeprarcqflxca AeficTBltlo

HecoxpaHnK)illqxcff Harpy3oK

Pegrolłe

B pa6ore, ocIloBLIBa.flcB ra o6nqo< 3aBtrcEMocTrD( MexiultrKtr cIIJIouIIIbIx cpeA, BbIBoA-rTcfl ypaBEe§frfl

.qBExeElłfi (50) rxsrol,upyroro TeIa (6), saIvreqerororo trpolł3BoJlrgrnnł rmrreŻmrvrł o.Eopa3MepIIBIME

MoIeJIrMff (21) n naxo,Ąxqerocx troA BJIE IEreM EecoxpanrloĘflxcfi Earpy3oK (15), (16),

florrrsyxcs ypaBgegrrMtr .ĄBDiKeEtr (50) u c HIłlvIr conprrKeHElIME ypaBIłeHIrrMII (59) arrro,ryrcx

o6o6rqerrłax óya§Ifi, Jlarpamxa (73) u óoplry.ruDyercx o6o6qerrrłrrfi nprorrpr Xavqnrołra Q'l) lltg
uprłnrrdro xrracca MoAerIeź, MaTepEaJIa E Bo3AeficTBIłfi. Iloxa:aga Bo3MoxIIocTE IIp$MeEeIłIIJ{ onpeAeJleE-

I{oro BapfiarTqoElloro trpEIIqffia K AflcKpeTtr3alltrE u nprł6rnłxemonĄ/ lIEcJIeffioMy peileEulo o6qeuo_

crasłemroź 3aąaqx.

Lagpngiau Function and Hamilton's Principle forlinear Uniilimensional Continuous SYst€ms

Subject to Non-Conservative Loading

Summary

Equations of motion (50) of viscoelastic body (6) substituted wiń arbitrary linear, unidimensional

models (21) and subject to non-conservative loading (15), (16) have been derived based on general re,

Iations of the mechanics of continuous media. Fquations of motion (50) and conjugated equatibns

(59) have been used for derivation of a generalized Lagrangian function (73) and formulation of a gene-

ralized Hamilton's principle (77) for the-assumed class of models, materials and interaction. The possibi-

Iity of application of this variational principle to discretization and approximate, numerical solution

of the generally formulated problem has been shown.


