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SEAWOMIR JANECKI

Gdansk

Funkcja Lagrange’a i zasada Hamiltona dla liniowych, jednowymiarowych
ukladéw ciaglych poddanych dziataniu obcigzen niezachowawczych*

Przedstawiono ogélne roéwnania ruchu lepko-sprezystego, liniowego osrodka ciaglego opisanego
liniowymi, jednowymiarowymi modelami i znajdujacego sie pod dzialaniem obcigzen niezachowawczych.
‘Wyprowadzono funkcje Lagrange’a i sformutowano zasade Hamiltona, dla przyjetej klasy modeli i od-
«dzialywan. Pokazano mozliwo$é zastosowania tej zasady do dyskretyzacji i przyblizonego, numerycz-
mnego rozwiazania zadania ogoélnego. 3

: Wstep

‘W wielu problemach mechaniki ciat odksztatcalnych zachodzi potrzeba badania zacho-
wania si¢ konstrukcji pod dziataniem obciazen niezachowawezych i uwzglednienia wew-
netrznych sit dysypatywnych. Krag tego typu zagadnien jest szeroki. Wystarczy wspomnieé
o oddziatywaniu o$rodka gazowego na ruch topat wirnikéw helikopterowych i topatek
roboczych maszyn przeptywowych, o wplywie tarcia w 102yskaéh, przeciekéw pary przez
uszczelnienia, pdl magnetycznych i elektrycznych na' ruch wirnikéw turbogeneratoréw.
Tego rodzaju zadania opisywane sg réwnaniami rézniczkowymi z warunkami granicznymi,
tworzgcymi niesamosprzezony problem brzegowy.

W ztozonych zadaniach. mechaniki konstrukcji dla uktadéw zachowawczych, tworza-
cych samosprzezone zagadnienia brzegowe, mozna otrzymacé rozwigzania przyblizone,
korzystajac z zasady Hamiltona i stosujagc metody bezposrednie rachunku wariacyjnego.
Podobne przyblizone podejscie mozna zastosowaé do ztozonych ukladéw niezachowaw-
~ czych. Nale?y tylko postuzy¢ si¢ odpowiednia zasada wariacyjna. Taka zasade, bedaca
uogolnieniem zasady Hamiltona, mozna sformutowaé wykorzystujac zagadnienie brzegowe
sprzezone z zagadnieniem brzegowym opisujacym rozwazane zadanie. Uogoélniong zasade
wariacyjna dla skoficzonego ukladu punktéw materialnych ustalit Liepholz [1], adla
pewnej klasy réwnan rézniczkowych opisujacych pewne zagadnienia statecznosci pretow,
podal Anderson [2].

* Prace wykonano w ramach problemu miedzyresortowego MR. I. 26 ,,Podstawy projektowania
maszyn i urzadzen energetycznych”, grupa tematyczna 08. °

[103]
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W opracowaniu wyprowadzono ogdlne réwnania ruchu lepko-sprezystego, liniowego
osrodka cigglego, opisanego dowolnymi liniowymi, jednowymiarowymi modelami i znaj-
dujacego si¢ pod dziataniem szerokiej klasy obcigzen niezachowawczych. Opierajac sie
na wspomnianej uprzednio idei, dla przyjetej klasy modeli osrodka i oddziatywan okre§lono
uogdlniona funkcje Lagrange’a i sformutowano uogélniong zasade Hamiltona. Przedsta-
wiono zastosowanie tej zasady do przyblizonego rozwiazania ogélnie postaw1onego pro-
blemu.

1. Zasada zachowania energii liniowego, dysypatywnego osredka ciaglego

W mechanice osrodka cigglego ciata traktuje sie jako tréjwymiarowa rozmaito$é réz-
niczkowg punktéw materialnych. Przyjmijmy, Ze na ciato materialne 4, dajace si¢ wzajem-
nie jednoznacznie odwzorowa¢ na obszar B euklidesowej przestrzeni fizycznej, dzialaja
obciazenia masowe i powierzchniowe odpowiednio o intensywnesciach b(x, ¢), xe€ B,
t€ R, na jednostk¢ masy ciala Z i p(x, 1), x € 0B, t € R, na jednostke powierzchni zew-
netrznej 0% ciala 4. Pod wpltywem tych obciazen na ciele 4 powstaje pole przemieszczers
u(x,t),xeB, te R+ oraz pole naprezen T(x, t), X € B, t € R, bedace reakcja materialu
ciala na stan odksztatcenia. Wektor x jest wektorem pozycyjnym dowolnej czastki X ciata
4 znajdujacego sie w konfiguracji aktualnej B, ¢ jest czasem. Zatézmy roéwniez, ze w konfi-
guracji aktualnej B cialo ma okreslony rozktad gestosci masy p=p(x, 1), xe€ B, te R, .

Odnoszac obcigzenia, stan napiecia i gestosci masy do konfiguracji naturalne_] B, ciala,
réwnanie ruchu i warunek brzegowy mozna zapisaé w postaci [3]

: Div (T, FO)+p, b=p, ii, @)

P = lllri‘1 B, )

gdzie T, (x, t) jest symetrycznym tensorem napreZenia Pioli-Kirchhoffa, F = Grad x(x, 1) —
- gradieiltem deformacji, n — wektorem normalnym do powierzchni zewnqtrznelj ciata
w konfiguracji B; w miejscil )fe 0B, oraz X=)1(+u(§, 1), gdzie i{ jest wektorem pozycyj-

nym czastki X ciata w stanie B;.
Mnozac skalarnie réwnanie (1) przez predkos$é u czastki, calkujac po obszarze ciata
w konfiguracji odniesienia, korzystajac z tozsamosci
Div(T; F9)u=Div (T, Flu)— T, xE, 3)
gdzie :
E=4FF'-1) 4y
jest tensorem odksztalcenia Greena-Saint Venanta oraz stosujac twierdzenie o dywer-
gencji i warunek (2), po przeksztalceniach otrzymujemy

j—plude JplbudV+ fplud((‘)V) JTI xEdV 6y
B 9B
— zmiang energii kinetycznej ciala z uplywem czasu. Symbolem x oznaczono operacje
pelnego nasunigcia tensoréw.
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Zatézmy, ze cialo jest liniowo lepko-sprezyste. Rownanie konstytutywne w tym przy-
padku ma postac = :
T,=CxE+DxE, (6)

gdzie C i D sg tensorami statych materialowych sprezystych i lepkich. Podstawiajac zwigzek
(6) do zaleznosci (5) oraz uwzgledniajac tozsamosci

(CxE)xE=%-j—t [Cx(EQE)], ' (7):
(DxE)xE=D x (EQE), @8y

otrzymujemy
%(f+g,+@)= IplbﬁdV+jp1ﬁd(8V) , )

0By

— zmiane energii ciata w czasie, gdzie

A= [ }p 0%V, (19);
B .
&= [3Cx(EQE)dV, (11):
By
t . .
2= || Dx(EQE)dV d, (12)s
0 B;

to kolejno: energia kinetyczna, energia sprezysta i energla dysypacji. Symbolem ® ozna--
€ZOno operacje mnozenia tensorowego.
Wprowadzajac pracg obcigzen

t
W= [[fpbudV+ [pyud@V)]de 13)

0" B; ! 0By :
otrzymujemy

d ‘
E(%+£+9—W)=O (14)
— zasade zachowania energii calkowitej.

W dalszym ciagu rozwaza¢ bedziemy nastepujaca klase obcigzern masowych

b=b(x)+By(x)u+B,(x)u+B,(x)ii+(Gradu)r(x), xeB, (15)
1 1 1 1 1 1

oraz powierzchniowych

Pi=D1(X)+P(xX)u+P;(x)u+P,(x)u+(Gradu)s(x), xe0B,, (16)
1 1 e 1 1 1

: gdzieB , P1 52 znanymi wektorami obciazen statycznych, B, P, — znanymi tensorami od-
dzialywania pdl zewnetrznych oraz r i s — znanymi wektorami obcigzen Sledzacych [4].
Pomijajac obciazenia §ledzace oraz przyjmujac, ze B =B,, B} =B,, P{=P,, PI=P,,
to wtedy
"///= +V+R, a7y
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_gdzie , /
T = j 10, B, x (@u)dV + I%Pz x (u@u)d(av), ' C18)
g = J [pibu+1p, By x (“@U)] av + f [Pll+ 3Py x (u®u)]d(0V), 19
R= jt{ _fBl x (U@u)dV + j'Pl X(il®fl)d(6V)} dt. : (20)
05 By B3

W ogblnym przypadku tensory B, i P, moga byé dowolne. Gdy B, i P, s3 symetryczne,
"‘woéwezas mamy do czynienia z obcigzeniami zachowawczymi typu sprezystego, w przy-
‘padku przeciwnym (antysymetryczne) sa obcigzeniami niezachowawczymi typu cyrkula-
cyjnego. Kiedy tensory B; i P, sa symetryczne, to wystepuja obcigzenia dysypatywne,
a gdy sa antysymetryczne, wowczas mamy do czynienia z obcigzeniami Zyroskopowymi.
Sktadniki obcigzen zalezne od przyspieszeni okreslaja oddzialywania pél zewngtrznych, po- -
wodujacych pojawienie si¢ mas towarzyszacych (np. obcigzenia spowodowane oplywem).

W dalszej czeéei pracy sformulowanq zasade zachowania energii catkowitej zastosowano
.do wyprowadzenia ogélnych réwnaf ruchu jednowymiarowych, liniowych modeli ciata
tréjwymiarowego.

2. Réwnania ruchu jednowymiarowych, liniowych medeli osrodka ciaglego
Zakladamy, ze obszar B; zajmowany przez cialo bedace w stanie naturainym mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu kartezjaniskiego B, =4 x A, gdzie A< R? jest plaskim ob-
1 1 1
szarem o brzegu 04, a A — odcinkiem <0, L) linii odwzorowujacej materialna of ciala.
1 ik

‘W tym przypadku mamy do czynienia z cialem smuklym. Przyjmiemy, Ze pole przemiesz-
czen mozna przedstawicé

u=U(§)q(x3, t),)?eA,xseA, teR ., (21)

gdzie U jest znanym polem tensorowym okreslonym w obszarze A q — funkcja Wektorowa:

{q } niezaleznych wspétrzednych nogdlnionych, x (x xz) — wektorem pozycyjnym czastkl

w przekroju 4, x* — wspétrzedna wzdhuz osi CIaia.W zaleznosci od postulowanego ten-
doE : :

sora U oraz liczby wspétrzednych uogélnionych mamy do czynienia z r6znymi jednowy-
miarowymi, liniowymi modelami tréjwymiarowego ciala smuklego.

Rozwazajac teori¢ geometrycznie liniowa postuZymy sie liniowa czedcia tensora-od-
ksztalcenia (4), to znaczy przyjmiemy

— 1 [Gradu+(Grad u)’]. (22)

Podstawiajac-(21) do zwiazkow (10), (A1), (12) i (13) oraz wykorzystujac (15), (16) i (22)
«otrzymujemy kolejno
-— energie kinetyczna

TG .
= j%qu d 23)
0
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sdzie
M= ;1[ pUTUd4, M'=M, 24)
— energi¢ sprezysta :
‘ L
¢= [ [3aKoq+qK; q' +zq 'K,q']dx?, (25)
0
gdzie
[oU” aU(z\”
U
K,= f B g4 K (26)
E ax FE i
A 1
FoU”
= f T ><Cx(e3®U)] dA, 27
o 0x 1
4 1
= [[(U"®e;) x Cx (e;@U)]d4, K;=K,, (28)
A 1 1
i
— energié dysypowana
tL
2= [[[4Doq+24D; q'+q D, q'Tdx’dt, 29
. 00
gdzie
(2,3) ‘
FoUT g o
D, — 2 5D dA, D0 — (30)
| 0% 0%
A it il
ik
rou” :
= f —A—xDx(e3®U):| dA, (31)
Jlox .
-
= f[(UT®e3)x D><(e3®U)] d4, D}=D,, (32
4 -
— prace obcigzen zewnetrznych
tL :
W= “‘q[f-l'KOFq'}—Kqu +RQ“"MF(1]dth (33)
:odzie
f= [ p, U'bdA+ [UTp d(24),
4 el (34)
- s ou = r 0U .
/ X 0x et
4 4 1 g a4 (35)
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Kir= [ 53 070d(04), Kip=Kip, 36)
04 :
R= [ p; U'B, UdAd+ [ U'P, Ud(d4), ; (37
A 0A ;
M;= [ p, U'B,Ud4+ [ UP,Ud(04). (38)
A 0A :

1 1

W napisanych powyzej zaleznosciach e; jest wersorem stycznym do osi modelu jednowymia-
1

rowego, nadto kropka oznaczono pochodna po czasie ¢, a ,,primem” pochodna po zmien-
nej

1

Majac okreslone energie ciala i prace obciazen, na podstawie zasady zachowania energii
catkowitej (14), mozna wyprowadzi¢ réwnania ruchu i odpowiednie warunki dla liniowych,
jednowymiarowych modeli osrodka cigglego, poddanych obciazeniom typu (15) i (16).
Rozdzielajac wektor wspdtrzednych uogdlnionych oraz obciaZenia f na cze$é niezalezna
i zalezng od czasu, otrZXmamy réwnania i warunki brzegowe statyki

(K,q' +KTq) —(K; —K; )¢ — (Ko —Kop) g +1=0, (39)

q(K,q'+Kiq)[c=0 (40y
~oraz dynamiki

(K,q' +K]q+D, ¢ +DTq) — (K, — K, )¢ — (Ko~ Kop) g+
—D;q'—(D,-R)G—(M-Mp =0, (41)
q(K,q'+K{q+D,q'+ D7 q)[s=0. ()

W wielu zadaniach mechaniki konstrukcji ruch ciata nalezy odnosi¢ do pewnej, ustalo-
nej konfiguracji ciata odksztalconego. Wtedy ruch traktuje sie jako zaburzenie pewnego
stanu réwnowagi trwalej. Przyktadem moga tu by¢ drgania konstrukcji znajdujacych sie
w ruchu obrotowym. Aby otrzymaé wyniki zgodne z do$wiadczeniem rozwaza sie male
oscylacje wokot polozenia réwnowagi odksztalconej sitami odS$rodkowymi.

Nastepnie rozwaza¢ bedziemy ruch ciala wstepnie napigtego. Pole napreze podczas
ruchu ciala mozna napisaé '

T,=T+S, / (43)

gdzie T jest tensorem naprezen dynamicznych, S — tensorem stalych naprezen Wstépnych,
Wtedy we wzorze (5) mamy

Vi d ,
J(TIXE)dVZE (E+2+¥s), 44y
By

gdzie ;
- Ws= [(SxE)dV : (45)
B,
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jest praca naprezen wstepnych na odksztalceniach dynamicznych. Aby otrzymaé wplyw
naprezen wstepnych na ruch ciala nalezy uwzglednié cze$é nieliniowa tensora odkszta%ce-
nia (4), to znaczy nalezy przyjaé

E=1[Gradu+(Gradu)” +(Gradu)(Gradu)"]. (46)

Dla przypadku jednowymiarowego, liniowego modelu ciata (21) istotna skladowa pracy
naprezen wstepnych wyraza sie wzorem

L e
Ws= g (29Kosq+9K 59’ +3q'K,5q) dx’, “n
gdzie
(2,3)
Ul foun * .
KOS = tr T S T dA. 9 K0S=K0S’ (48)
(2,3) 0x (5.4
4 15 ox 1
ou”
KlS: tr —AS(e3®U) dA,
enlox
4 1
Kys= [ tr [(U'®es)S(e;@U)]dA, Kis=Ko. (49)
4.(2,3) =i 1

‘Wtédy rownania i warunki brzegowe dla dynamiki majg postac
[(K; +X,9) 0" +(K; +K15)'q+ D, q'+ D11 — (K, +Kis— K0 q +
—(Ko+Kos—Kor)q— D1 §'—(Do—R) 4~ (M-Mp)§=0,  (50)
q[(K, +K,5)q +(K; +K;5)"q+ D, q'+ Df(']]lf(;:O. (51

3. Zasada wariacyjna dla zagadnien niezachowawczych

Réwnanie ruchu (50) mozna napisaé w postaci operatorowej :
ALq=0. . (52)

Bedziemy przyjmowaé, ze o/ jest liniowym operatorem rézniczkowym, okreslonym na
rozmaitosci 4 funkcji q(x3, ¢) catkowalnych z kwadratem i spelniajacych warunki brzego-
we E
Hq|5=0, (53)
gdzie
=(K,+K,5) ¢ +(K; +K;5) g+ D, q'+ Diq )

jest wektorem sit wewngetrznych.

Poszukiwaé bedziemy pary (of*, .4*) ztozonej z operatora rézniczkowego o/* for-
malnie sprzgzonego z operatorem o/ oraz rozmaitosci .#* funkcji q +(x3 t) catkowalnych
z kwadratem oraz spe}ma_]accych réwnanie

Lq=0 : i sy
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i warunki brzegowe -
; Hq,[5=0, : (56)
gdzie H* jest nieznanym, sprzezonym wektorem sit weWnétrzhych :

Operator rézniczkowy o/* okreSlony na rozmaitosci .# nazywamy formalnie spr7<;zo—
nym z operatorem ., okre§lonym na rozmaitoéci .4 jesli [5]:

qx€M qeM

gdzie funkcje Z(q, q,) nazywamy zespoleniem wektorow q i qy.
Przyjmujac, Ze rozwazane funkcje wektorowe naleza do przestrzeni #2 (A X R+) funkcji
catkowalnych z kwadratem, to ich iloczyn skalarny okre$lamy

t L

A 4, %)= ,” q; q, dx’dt. (58)

q1, q2 € L2

Aby wyznaczy¢ pare (o/*, .A*) nalezy calkowaé przez czesci iloczyn skalarny {q*, «/q).
Postepujac tak otrzymujemy formalnie sprzezone réwnanie ruchu (55) w jawnej postaci:

[(K; +K55) g5+ (K + K5 — Ky ) 'q— D, g5 — D41 — K, q;—
—(Ko+Kos—KJ )q*+D1q*+(D0—RT)q*—(M Mp) G, =0 (59)

oraz zespolenie

CZ= OIL (n*q—mgqy)[odx— Oft (H*q—Hq,)|5 2 —3(qD, ¢ +9+ D> 4)[o]5 (60)
gdzie
H* = (K, +K,5) q5 + (KT +K{5—K{p) @ — D, g — D, g — D} g (61)
jest poszukiwana sprzezona sil% wewnetrzna, a
' n=(M—Mp)q+4(D,—R)q+D, 4~ 3D, qY (62)
i
" =(M~Mp) ¢~ 3(Do— R") g, — D; ¢ + (D, )’ (63)

sa wektorami pedow uogdinionych.

Dla warunkéw brzegowych (53) i (56) drugi sktadnik zespolenia zeruJe sie. Jesli =0,
to operatory ./ i &/* nazywamy operatorami sprzezonymi, a rozmaitoéci .# i * dual-
nymi. Jesli natomiast o =.o/* i M =.4* wtedy zagadnienia brzegowe (52) 1 (53) nazywamy
samosprzezonymi. Ma to miejsce tylko wtedy, kiedy nie wystepuje dysypacja energii
(D, =0), obciazenia sa zyroskopowe (RT= —R), niecyrkulacyjne i niesledzace (Kbr=Koz,
K,-=0), a masy towarzyszace s symetryczne (Mf= Mp). |

W dalszym ciggu ustalimy funkcje % zmiennych q € ./ i'q, € . oraz ich pochodnych,
taka, ze rownania (50) i (59) beda warunkami koniecznymi stacjonarnosci funkcjonalu

53 by

Il Zdxdr ; (64)

t1 O

Wtedy powyzszy funkcjonal nazywaé bedziemy uogélnionym funkcjonalem dzialania.
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Przypusémy, ze poszukiwana funkcja ma postaé

$=g(q’q*’qlaq:ka(i:(i*:(ils(il*) (65)

i jest funkcja rézniczkowalng wzgledem swoich argumentéw. Zatem jest ona okreslona lo- :

kalnie, to znaczy, ze zalezy od ruchéw q i q* w otoczeniu punktu (x3 t) przestrzeni Q=
—AxR+

W rozwazanym przypadku wariacje funkcjonatu (64), spowodowana zmiang ruchu:
mozna napisaé

ta L

Dy vd (DY D d
o s o - D
L « i
iz
o

L

dt+
0

% +T(D$5 e )

X = =0q - 0q,

b Dq T
T

1

0 0 - /
+(_., 5q+.—,5q*> ey
s Jq 0q )0
gdzie 2
DY 37 J 8¢\ DP oS d [ 67
Dp o dx\ow) Dy oap at\op )
; (p=q, q*’(.l:‘.l*)-
Zada¢ bedziemy, aby
D¥ d D¥ d D,Sf
, Dq, di Dq* Dq dt
oraz .
H=_D£€’ v D2 : 6)
Dq, Dq’ :
D¥ D,SP ‘
T=—0, n'= (70):
' Dq, Dq ‘
Wtedy
= t> L
0l I j [(*q,) 5q+ (£ q) 5q,] dx dt + I(n*5q+n5q*)|,1dx—
i 12
; . 0L o7 2| L
(H Sq+Hoq,)[¢di+ i oq+ a s 5q* (71)
t1]0

Korzystajac z ustalonych jawnych postaci operatoréw o7 i o7 *-oraz zaleznosci dla uogél-
nionych sit wewnetrznych H i H* i pedéw , n*, otrzymujemy
t; L

SR e 5 3
0F=90 Ldxdt+| | —+— qu* 5q+ —— —D,q’ |dq. : (72)
) oq éq* 2 ’
t1 O

00
1
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_gdZie ;
Z=q:(M—Mp) q—q+(Ko + Kos—Kor) g —K; +K;5q5 —q(K; +K;s—K; ) q' —
— (K, + K59 q' — 39:(Do —R) q +24(Doy —R) g +
+4:D;q'—qD; ¢ — 195 D, 4’ +39'D,q;  (73)

jest poszukiwana jawna postacia uoegdlnionej , wlasciwej funkcji Lagrange’a dia liniowych,
_jednowymiarowych modeli o§rodka ciaglego. Przy tak dobranej funkcji Lagrange’a drugi
sktadnik w zaleznosci (72) réowny jest zeru, gdyz na podstawie (73) mamy

0% it o el

=_'v-‘D ’, f=—D 4 74
o ) 29 T 29 (74)

dla kazdego x3 i t.
1

Okfes’lajqc dodatkowo uogolnione wektory sit zewnetrznych

, (75)

réwnania ruchu (50) i (59) mozna napisaé w postaéi
=%, n"=F"*. (76)
Przyjmujac, ze na koncach przedziatéw catkowania <0, ¢ i <0, L) spelnione sa warunki

0q=0q* =0 oraz uwzgledniajac réwnania (52) i (55), na podstawie (71) otrzymujemy 4,¢ =0.
Zatem, w rzeczywistosci realizuje sie ruch, dla ktorego

15y L
A= 9di ot | 9y an
R4 (]

osiaga warto$¢ stacjonarna dla kazdego 7e<t,, t,) w zbiorze ruchéw poréwnawczych,
spetiajacych warunki
0q()=6q4()=0 & o
dlac=1316,0i1L
Powyzsze stwierdzenie jest uogdlnieniem zasady Hamiltona dla liniowych, jednowymia-
rowych modeli osrodka ciaglego, znajdujacych sie pod dziataniem obcigzefi niezachowaw-
czych.

4. Dyskretyzacja réwnan ruchu jednowymiarowych ukladéw niezachowaweczych

Powyzej ustalono, ze zagadnienia brzegowe (52), (53) i (55), (56) sa réwnowazne po-
szukiwaniu minimum funkcjonatu (77). W zwiazku z tym, do dyskretyzacji i przyblizo-
nego rozwiazywania omawianych zagadnie mozna stosowaé metode Ritza [6], przyjmujac
ciagi minimalizujace w postaci

q=@(X)8(9), qu=Pu(x)Ex(1), (7)
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gdzie
®=diag[o,, @;,...,9,], @.=diagle], 5, ..., 0] (80)

s macierzami zadanych funkcji bazowych ¢;;, (a,-"}, (j=1, 2, ..., n), tworzacych ciagi zu-
pelne funkgeji liniowo niezaleznych i spelniajacych geometryczne warunki brzegowe. Na-
tomiast &, &, sa wektorami nieznanych funkcji czasu, spetniajacych warunki 0E=0E,=0
na kranicach przedziatu <7, t,>. Aby uchroni¢ sie przed niestabilnoscia procesu Ritza,
funkcje bazowe winny nadto by¢ ortogonalne w przestrzeni Fridrichsa generowanej przez
operator o7 [7].

Po podstawieniu (79) do (73) i (77) uogélniona funkcja Lagrange’a staje si¢ forma dwu-
liniowa funkcji niewiadomych i ich pochodnych wzgledem czasu

LT=E,AE-E,B, E+E,B,E-E, CE, 8D
gdzie oznaczono

L
A= [ @ (M—M;)®dx,
0

(82)
L
B, =1 [ [®(D,—R)®+20, D] ®+ ®,"D, ®'] dx, (83)
0
L
B,=1 [[®{(D,—R)®+20I D, '+ D D, ®']dx, (84)
0
v £
C= I [‘Dsz(Ko +Kos—Kop) @+ ‘I);:T(K; +K{s)¢ -+ (D:(K1 +Kis—Kp) @'+
0

+ O (K, + K, ) @ Tdx.  (85)

Wykorzystujac uogdlniong zasade Hamiltona otrzymujemy réwnania rézniczkowe
liniowe o statych wspétczynnikach dla zadania pierwotnego

AE=BE+CE=0 (86)
oraz zadania sprzgzonego
A'E, —B'E, +C'E, =0, 87)
gdzie
B=B,+B,. (88)
Poszukujac rozwiazan w postaci
g=ge”, (89)
otrzymujemy
(A’A+IB+C)E=0, (90)

tj. uklad réwnan algebraicznych, liniowych i jednorodnych dla zadania pierwotnego. Na
to, aby istnialo rozwigzanie nietrywialne, potrzeba i wystarcza aby

det(A*A+iB+C)=0. (91)

Jest to wielomian charakterystyczny stopnia 2N ze wzgledu na A. Pierwiastkami tego réwna-
nia moga by¢ liczby rzeczywiste lub zespolone. Jesli czgéé rzeczywista jednego z pierwiast-

8 Prace IMP, z. 79
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kow zespolonych jest dodatnia, mamy do czynienia ze zjawiskiem flatteru (drganiami o am-
plitudach wzrastajacych z uplywem czasu). Jesli natomiast jeden z pierwiastkéw rzeczy-
wistych jest dodatni, wystgpuje zjawisko rozbieznosci (utrata statecznosci statycznej).
Drgania okresowe wystepuja wtedy, gdy wszystkie czedci rzeczywiste pierwiastkéw zespo-
lonych sa niedodatnie.

Elementy macierzy rownania (91) zaleza od stalych materialowych, rozkladu mas oraz
parametréw obcigzenia. Wartosci krytyczne parametrow obciazenia dla zjawiska flatteru
wyznacza si¢ z warunkéw zerowania si¢-czgsci rzeczywistych pierwiastkéw zespolonych,

Wprowadzajac oznaczenie

n=48§ (92)
réwnanie (90) mozna przedstawi¢ w postaci standardowej
Px—i/x 93)

wygodnej do obliczen numerycznych, gdzie

0, I o
P=[~A-1C __A—IBJ,X=001(§,11), (94)

a I jest macierza jednostkowa.

Do obliczania wartosci i wektoréw wlasnych zagadnienia (93) mozna stosowaé metody
1 algorytmy znane w literaturze [8, 9]. :

5. Przyklad

Ponizej przedstawiono przykiad ilustrujacy wykorzystanie ogélnych zaleznosci i réw-
nan.

Najpierw nalezy ustali¢ réwnania drga preta poddanego dzialaniu obciazen spowodo-
wanych ruchem obrotowym. Przyjmiemy, ze pret prosty o staltym przekroju poprzecznym
wykonany jest z materiatu lepko-sprezystego, jednorodnego i izotropowego, Ze drgania
jego odbywaja sie w plaszczyznie ruchu obrotowego, odbywajacego sie ze stala w czasie
predkoscia katowa wzgledem osi prostopadtej do osi preta. Przy poczynionych zalozeniach
sktadowe tensora sprezystosci i tensora dysypacji okreslone sa nastepujaco

Cijkl: G(5ik5jk+5i15jk)+/ﬂb(sij5kl,
D= G*(5™87 + 6"5%%) + 2*Ys", 03
(i,j, k, l=1’ 25 3)

gdzie G i A oraz G* i A* sa stalymi materialowymi, okreslajagcymi sprezyste oraz lepkie
zachowanie si¢ materiatu, J jest symbolem Kroneckera. Sktadowe wektora przemieszcze-
nia dowolnej czastki preta, znajdujacej si¢ przed odksztalceniem w miejscu (x1 x2 3)
przyjmujemy jako

ur=0, u,=u3(x>,0), u;=u3(x>, D +x> 0 (x%, 1), (96)
1 ey 1 L 2
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gdzie u) — sktadowe przemieszczenia czastki znajdujacej si¢ na osi preta, @ — kat zgiecia.
Obciazenie masowe spowodowane jednostajnym ruchem obrotowym

2 2 2
b=—0Ox—Qu—-2Qu, Cr))
1
gdzie Q=¢;;Q:e;®e; jest tensorem ruchu obrotowego. W dalszym ciggu przyjmiemy
=
91= —Q, [22 =Q3=0.
- Przyjmujac wektor wspohrzednych uogélnionych

g=col(u3, u3, w) (98)

mamy
0,0,0
U=[1, 0,0 (99)
0ot x>
1
Nastepnie okreslamy
M=pAdiag[l, 1, 7], r2=7{1-, (100)
000
K,=GAdiag[0,0,1], K,=G4|00 0},
100 (101)

K,=GAdiag[1,0, 0]+(2G+ 1) Adiag[0, 1, r*],
oraz analogicznie
A 000
D,=G*A4diag[0,0,1], D,=G*4/0 0 0,
100
D,=G"Adiag[1, 0, 0]+(2G* +1*) 4 diag[0, 1, ],

(102)

gdzie I= [ (x*)*dA. Dobierajac odpowiednio uklad wspétrzednych przyjeto réwniez
A 1

S=fxdd4=0.
A1
1 > 2 Z
W rozwazanym przypadku b= —Qx, Bo= —Q, B, = —2Q. Uwzgledniajac, ze
1

G200

ﬂ=[0 0 —1;iQ (103)
: 01 OJ

otrzymujemy ‘

f=pAQ*col(0, x>, 0), Kop=pAQ*diag[1, 1, 7*],
. 1

010
R=2p40| -1 0 0].

000j

(104)
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Poszukiwane réwnania ruchu przedstawimy w postaci bezwymiarowej. W tym celu wpro-
wadzamy bezwymiarowe zmienne

’i u3 us
i ey =2 =0 105
feso e e, O : (105)
oraz bezwymiarowe parametry
c. - L --R :
=2 S R 106
forr. =70 r I S

(a=12)

gdzie L, R to odpowiednio dlugo$é i promien zamocowania preta oraz

GriEe G G 1 AF G-
C1=\/—, C2=\/"-9 Calk=\/_—gs C§=\/—‘_Q' (107)
p p p p

Na podstawie ogdlnych réwnan (39) otrzymujemy bezwymiarowe rownania statyki

i : d*w dn
d d11 1 d?
= =6 0 =0,
dé( dé> 211 d€2+C+€

Jesli pret jest jednym koncem utwierdzony, a drugi koniec ma swobodny, wowczas
warunki brzegowe piszemy -

N=G=0=0 dla. =R

(109)
dn d¢ ‘do =
== 0 i =1+R.
agag e
Rozwiazania ukladu (108) maja wtedy postaé
n=w=0 (110) -
oraz [10] = '
1+ -
— sin —
d( i oty - £ R R (SR
gg=——= cos —— sin —1. (111)
d 1 B By My
COS—
By

Majac powyzsze rozwigzania mozemy ustali¢ sktadowe tensora naprezenia. Dla materiatu
opisanego przez (95) mamy

=(2G+4)es diag[0, 0, 17. : (112}
Wykorzystujac to otrzymujemy
Kos=(2G+4) Aeg diag[0,0,1], K;5=0, K,s=(2G+2)As;diag[0,1,7*]. (113)
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Wtedy, na podstawie (50), rOwnania drganh swobodnych rozwazanego napietego preta maja
postaé

0 dw o’w on d an
2 1 e %2 = 2A2 T *2A2_ =
i af[( +és) af:l'l'”l o 120\ Ao tod g
62
(= =,
0t
3 an 0> on ot o'
2 %2
s e AR e e e AR e S 114
”Zag(erag) 5 araa:<“’+a§)+”+ o or gt
d at a3 on 0%
22 [ (1te9) 2 |4 pt? e Sy
I af[( és) ag]“‘l e

Rozwiazanie powyzszego ukladu réwnan dla preta wolnonosnego, przy pominieciu
tlumienia i wplywu §cinania, zostato przedstawione w [10].

Réwnania sprzezone maja podobna budowe, wystepuja w nich jedynie znaki przeciwne
przed skladnikami dysypatywnymi.

Przedstawione powyzej zadania opisane réwnaniami (114) i warunkami brzegowymi
(109) mozna rozwiagza¢ w sposéb przyblizony. W tym celu nalezy okresli¢ macierze réwna-
nia (91). Ze wzgledu na geometryczne warunki brzegowe przyjmujemy

O=0,=diag[o, 9, 0], : (115)
gdzie
o=(sinné, sin2né, ..., sinnnf). (116)
Wykorzystujac zaleznoci (82)+(85) oraz (100)+(104) i (111)+(113) otrzymujemy
A=1pAL diag[l, 1, r*1], (117)
B=B,+Boz+B,;+B]+B,, (118)
C=Cy+Co5—Cop+C; +CT+C,+Cyp, (119)
gdzie :

L, 00

0 00
B,=1G*AL diag [0, 0,I], B, =1G*4 [0 0 0],
1 *A = % * A - &
B2=7G fdlag’[Lz,0,0]+%(2G +/1 )—L dlag[O,Lz,r Lz],'

0 00
Co=1GAL diag[0,0,I], C,=1GA|0 00|,
5 L,00
et Gt
C2=’%Gfdlag[L2,0,0], COS=%(2G+A)ALdlag[0,0,Lo:l,

A :
Cor=—2°4, C,5=12G+1) 5 diag[0, Ly, r’Lg],
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oraz ¥
1+ LA
———sin —— =
u u R
(Lo)u= - 1_—‘ O Pg—u,
cos — t
Ky
- 1+R R =P R
- (=1D)**!'sin ol (=1 sin ——Fsin-——
L5 1 By By By By
Tl kD1 (k—DPr*—1/u3
1+R R 1-R R
{‘(— 1**! cos e (B cos————gos
b __L Hq My My Hq
Tl D -1 (k—D*n*—1/u}
2kl
(Lu=[1+(—1*" TR (L)w=0,
(L= nzkzakz 5
[ R
14+—sin — 7
H u :
(Ls)k1=“2kl —1*1~‘"’1 G =0ty
oS — !
Sk Uy
1P 1=R R 1 1
cu=——| (=D sin +sin——:”: + :l,
o [l et | [ oS R

1 = R 1 1
dy=—] (=D cos ———cos—:”: ks :I:
y ul[ 1 o LR+ D2n2—1/u?  (k—D*n*—1/p3

za$ T jest macierza jednostkowa o wymiarze n X n.

Praca wplyneta do Redakcji w marcu 1979 r.,
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®ypxmas Jlarpawxa n npnHman XaMWITOHA AJIS JIMHEHHBIX
OHOPA3MEPHBIX CIVIOIHBIX CHCTEM MHOJBEPraloMuXcs NeHCTBHIO
HECOXPaHAIOMINXCH HArpy3oK

Pezrome

B paboTe, OCHOBBIBASCH HA OOIIWX 3aBACAMOCTSIX MEXAHWKH CIUIOIIHBIX CPEZi, BHIBOJATCS yPABHCHASA
memxerns (50) askoynpyroro Tena (6), 3aMEMERHOTO NPOM3BOIbHBIME JIMHCHHEIMI ONHOPA3MEPHEIMI
Mogensmz (21) B HaxOZSIIerocs Mo BIHSHAeM HeCOXPAHAIOMMUXCA HArpy3ok (15), (16).

Tlomb3ysack ypasHenwsMHE fprxeErs (50) ¥ C HUME CONPSDKEHHBIMHA YDABHEHUAMM (59) BeIBOOETCA
060o6mennas GyHkmms Jlarpamka (73) # dopMysmpyeTcst 0000menApI NpEHIMN XaMHAITOHA (77) mnsa
NpUHATOTO KJ1acca Mozerel, MaTepraa i Bo3eicTsrid. [TokasaHa BO3MOKHOCTS IPAMEHEHHS OMIPC/ICIICH-
HOTO BAPAANEOHHOTO TPHWHINAINA K JACKPETH3AIWH W NPHOIKCHHOMY YHCICHHOMY DEIICHWIO obmeno-
CTaBIICHHOU 3aJayd.

Lagrangian Function and Hamilton’s Principle for Linear Unidimensional Continuous Systems
Subject to Non—Conservative Loading

Summary

Equations of motion (50) of viscoelastic body (6) substituted with arbitrary linear, unidimensional
models (21) and subject to non-conservative loading (15), (16) have been derived based on general re-
lations of the mechanics of continuous media. Equations of motion (50) and conjugated equations
(59) have been used for derivation of a generalized Lagrangian function (73) and formulation of a gene-
ralized Hamilton’s principle (77) for the assumed class of models, materials and interaction. The possibi-
lity of application of this variational principle to discretization and approximate, numerical solution
of the generally formulated problem has been shown.



