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JERZY SZCZESNY

Gdansk

Kryterium stabilnosci dwéch klas nieliniowych ukladéw automatycznej
: regulacji*

Cze$¢ II. Uklady ze strefa mieczulosci

W pracy, dla okreslonej klasy uktadéw nieliniowych ze strefa nieczutosci, przeprowadzono analize
dynamiczna w obszarze malych odchylefi i na tej podstawie sformutowano kryterium stabilnosci. Kryte-
rium to — oparte na tzw. ekwiwalentnym ukladzie liniowym — pozwala w efektywny spos6b wyznaczac¢
obszary i granice stabilno$ci lokalnej.

Zamieszczono przyklady praktycznego zastosowania podanego kryterium.

Spis oznaczen =

r — prog ‘nieczutosci, Gx(s) — transmitancja ekwiwalentne
s — zmienna zespolona, go ukladu liniowego,
t — czas, Gyiox — granica stabilnosci lokalnej
v — rzad astatyzmu czeSci linio- = uktadu nieliniowego,
wej, . P, — punkt rozgalezienia (bifurka-
Yo, %o, Eo — amplitudy sygnatow y, 7, &, cji) 1-go rodzaju,
y(s), n(s), £(s) — transformatory Laplace’a sy- . P, — jak wyzej, lesz wyznaczony
gnatow y, 7, &, metoda przyblizona.
ye(f) — odpowiedz skokowa ekwi-
i Indeksy
walentnego uktadu liniowego, :
A — przeregulowanie odpowiedzi f — koncowy (finalny),
V), = s — statyczny,
Gi(s) — transmitancja czesci liniowej, L — liniowy,
Gy(s) — transmitancja czesci statycz- N — nieliniowy,
nej, E — ekwiwalentny

1. Wprowadzenie

W czgéci I opracowania przeanalizowano klase 1 ukladéw z histereza [1]. Obecnie —
zgodnie z uwagami poczynionymi w rozdziale 1 czgsci I — zajmiemy si¢ uktadami nielinio- -
wymi klasy 2, zawierajacymi jedna nieliniowo$¢ &=f () typu strefa nieczulo$ci oraz czgsé
liniowa z astatyzmem rzedu v=2. :

* Praca wykonana w ramach problemu miedzyresortowego MR. T 26, grupa tematyczna 10.

5% [67]
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Na podstawie analizy ruchu ukladu nieliniowego w obszarze malych odchylen sformu-
tujemy kryterium stabilnosci lokalnej. Analize dynamiczna przeprowadzimy w podobny
sposob, jak w czgsci I dla uktadéw klasy 1 z histereza.

2. Uklady klasy 2 ze strefa niecznlosci

Dowolny uklad nieliniowy klasy 2 ze strefa nieczutosci {=f(#) mozna przedstawic
schematem podanym na rysunku 1.

i Kl 0,51 EhpsE -
; Ul /"—r/ § GL(5}=?5 ' pS n

¢ m
g ss. 505

Rys. 1. Schemat ukladu nieliniowego klasy 2 ze strefa nieczutosci

- Cze$é liniowa ukladu wyraza sig transmitancja G(s): .

Ky 1+b;s+...+b,s* K
G- 5 - = s )
sedl a5 U Fa.s S

gdzie
K, “
—- — czg$¢ astatyczna (rzad astatyzmu v=2),
o
LEb sk +h;st Lis) o . . o
Gs)= = — czes¢ statyczna o wspolczynniku wzmocnienia

1+a s+ ..+a,s M)

réwnym jednosci.

Odnosnie do czgéci liniowej Gr(s) przyjmujemy nastepujace zalozenia:

1) rzad astatyzmu v=2, K; >0,

2) p<n (gdzie rzad ukladu nieliniowego n=m+2 moze by¢ dowolnie wysoki),

3) cze$¢ statyczna G(s) jest stabilna, przy czym wszystkie bieguny s; transmitancji
G(s) sa liczbami rzeczywistymi: 5;<0 (i=1, 2, ..., m),

4) w przypadku ukladéw rzedu n>4 dodatkowo zakladamy, ze transmitancje Gy(s)
czesci statycznej mozna przedstawié w formie iloczynu:

G(5)=(1+T,5) Gf(s) T,=0,

przy czym transmitancja G (s) posiada te¢ wlasnos¢, iz odpowiedz skokowa A*(f) czesci
GZ(s) jest monotonicznie rosnaca (niemalejaca) funkcja czasu i o wartosci poczatkowej
h*(0+)=0.

3. Analiza dynamiczna w obszérze malych odchylen

Dla ukladoéw klasy 2 cata strefa nieczulo$ei (—r <5 <r) w przestrzeni stanu (o wspél-
rzednych 7, 7', ..., 1) stanowi odcinek osobliwy (na osi 7), czyli przedstawia soba
ciagly zbidr stanéw réwnowagi statycznej. Z tego wzgledu, dla klasy 2 obszarem malych
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odchyleri Q, jest dostatecznie male e-otoczenie odcinka osobliwego. W obszarze @, od-
chylenia moga wigc przyjmowa¢ wartosci |n/r| <1+¢ oraz [nPfr|<e (i=1), gdzie ¢ — do-
statecznie mata ($cislej — nieskoniczenie mata) liczba dodatnia.

W analizie dynamicznej, obok sygnahu # i jego pochodnych, bedziemy réwniez rozpa-
trywac sygnat y bedacy calka z sygnatu £&. W tym celu z czesci hnlowej Li(s) wyd21elamy
jeden czlon calkujacy — blok A4 (rys. 2).

(s)

e e P e k)
- i s Ifa s
A.
7 {3
: i
JEA T s
s e e 7 <Z e
/ 4.
faza f 2‘ [4
e g—-FjﬁJ/yfu-y,J Faza t|]al<r __ y=< |
e o) 1 ; 2h05r
4. | f [Se el il el
et L N B
2] 3 4 =AU
r A=l

Rys. 2. Sygnaly niy w poszczegélnych fazach swobodnego ruchu ukladu nieliniowego
klasy 2

Strefa nieczutosci =1(#) jest funkcja odcinkami liniowa. Wobec tego, mozna swo-
bodny ruch uktadu nieliniowego podzieli¢ na kolejno po sobie nastepujace fazy ruchu:
1, 2, 3, ..., w ktérych uklad opisuje si¢ odpowiednimi liniowymi réwnaniami rézniczko-
wymi. ;

W fazach nieparzystych (1, 3, ...) sygnal y zachowuje stale warto$ci (y = const), natomiast
w fazach parzystych (2, 4, ...) warto$¢ y ulega odpowiedniej zmianie.

Analize swobodnego ruchu uktadu nieliniowego rozpoczniemy od fazy 1.

3.1. Faza 1

Niech #=0 oznacza chwile, w ktérej uktad nieliniowy, wykonujac swobodny ruch w fa-
zie 1 (y=const=y, <0), przechodzi przez polozenie odpowiadajace polowie strefy nie-
czulosci, to znaczy #(0)=0. ‘ :

Ze schematu (rys. 2), przy uwzglednieniu, ze y=y, =const, wynika réwnanie fazy 1:

au™ V.t ain"+9'= K,y =Ky yo, ; @®
Przy czym 0znaczono

—Yis=lo:
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Calka ogolna réwnania (1) posiada postaé:

nt)= 20: Cie™+ K, yot, 2

sd7ics =0, s-00G_1.9 - “m)

Wyrazmy warunki poczatkowe 7?(0) za pomoca y, w spos6b nastepujacy: 7(0)=
=p;Yo, gdzie p,=0, natomiast p; (i=1, 2, ..., m) — dowolne stale.

Przy uwzglednieniu wprowadzonego oznaczeniu na #®(0), mozna opierajac sie na me-
todzie wyznacznikow (wzory Cramera) wykazaé, ze w réwnaniu (2) wszystkie state catko-
wania C; sg proporcjonalne do y,, czyli C;=pu;y,, gdzie u; — pewne stale. '

Dzielac obustronnie rtéwnanie (2) przez r oraz podstawiajac C;=u;y,, dla konca fazy 1
=Ty, n(T,)=r), otrzymujemy

ol
1=_r2[2u,.e” +K, T,]. , 3
[0}
W gfanicy, dla yo/r—0 (czyli dla ruchu w obszarze malych odchylefi ,), wyrazenie
w nawiasie kwadratowym réwnania (3) przyjmuje wartos$é nieskoficzenie duzg, a to oznacza, -
7e Ty—00. :
Wobec tego, w obszarze Q, warunki koricowe (finalne) sygnatu 5 w fazie 1 przyjmuja
wartoSci:

77‘1,f=7',

__=KL, : i (4)

e gy

3.2. Faza 2

Oznaczmy przez t=0 chwile poczatkowa, odpowiadajaca stykowi faz 1.i 2. W chwili
tej sygnat y posiada warto$¢ poczatkowa y(0)=y; = —y,.
Ze schematu (rys. 2) wynika transformata Laplace’a y(s) sygnatu 'y(z):

e W,(0—)— W,(0—
W = e 60

sGy(s) Ky Lys) . -

Na podstawie regut rachunku operatorowego [3, 4], przy uwzglgdnieniu warunkéw (4),
otrzymujemy:

Wi0=) =T, (0=)=rM,(s) + Ko[M(5) = L] = (6)
W fazie 2 obowiazuje relacja:

y'=n—r, @
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czyli
n(s>=sy(s>+yo+~;i- : ®

Podstawiajac rownania (6) i/(8) do (5) otrzymujemy transformate sygnatu y w fazie 2:

e L \
y(s)_[sTl—i-GL(s) 1}?' ©

Oznaczmy przez Ay,(t) przyrost sygnatu y w fazie 2 wzgledem wartosci poczatkowej
. ©)=—y,:
: 4y()=y O+ yo-
Stad ’

Y=y ;_ (10)

- Podstawiajac (10) do (9), po prostych przeksztalceniach, otrzymujemy transformate

przyrostu Ay,(¢):
K; 1 Yo
A == i 11
ya(s) l:sz 1+GL(S):, s : : (1

‘Transformaty (9) i (11) obowiazuja z ograniczeniem do zakresu ruchu ukladu w fazie 2.
Dla konca fazy 2 jest #=r, czyli £=3'=0, a to oznacza, ze konicowemu punktowi fazy 2
(t=T,) odpowiada ekstremum sygnalu y, z zerowa pochodna y'(7,)=0. Oznaczmy przez
Y2, =y(T,) wartos¢ koricowg y. Jest to zarazem warto$¢ y w nastepnej 'faz_ie 3, czyli

Yo r=03

Z kolei oznaczmy przez A stosunek wartosci y; do bezwzglednej wartosci |y, | = —y, =y,
sygnatu y w fazie 1:
g le (12)
=V Vo

Wyrazenie to bedziemy dalej nazywac stosunkiem amplitud sygnatu y w fazach 3 i 1.

Na mocy (9) sygnal y(¢) w fazie 2 jest odpowiedzia pewnego uktadu liniowego na wy-
muszenie skokowe y,-1(¢). Wobec tego, dla sygnalu y wszystkie warunki koricowe fazy
2 (t=1T,) sa proporcjonalne do y, i mozna je wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

, YO Ty g e g (13)

gdzie k; — stale Zalezne wylgcznie od transmitancji G,;(s).
Natomiast dla sygnatu #, przy uwzglednieniu (7), warunki koricowe przyjmuja postaé:

rl2,f=r: }
"(Zi,)fzyoki+1 =12 =)

Zauwazmy, ze dla i=0 z (12) i (13) otrzymujemy

(14)

Y2, r=JYo ko=y3=4y,.

i
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Wobec tego
A=ko#f(yo), (15}

a to oznacza, ze W obszarze malych odchylen Q, stosunek amplitud / zalezy wylacznie od
transmitancji G(s) i nie jest funkcja y,.

3.3. Faza 3

Niech =0 oznacza chwile poczétkowq, odpowiadajaca stykowi faz 2 i 3. W fazie

3 sygnat y zachowuje stala wartos$¢ y=const=y;=1y,. Dla t=0 sygnat  posiada wartosé

poczatkowa #(0)=r. Oznaczmy przez An; przyrost sygnatu 5 w fazie 3 wzgledem wartosci
poczatkowej

Ay =n—n(0)=n—r. (16)

Zgodnie z rysunkiem 2 przyrost ten dla >0 opisuje sie réwnaniem rézniczkowyms:
’amA”gm+1)’+ etay Ans +Ans =~ Ky, = —Kp Ay,, A7y

ktdrego catka ogdlna posiada postaé
dns(t)= ) C;e™—AK, y,t, : (18)
0

odziets, =05 = 0(i=12,"... m)

Mozna wykaza¢ (patrz Dodatek A), ze warunki poczatkowe Ay (0+) sg proporcjo-
nalne do y, i wyrazaja si¢ réwnaniem (29): 455 (0 +)=piyo, gdzie p; (=0, 1, ..., m) —
— pewne stale. Wobec tego, réwniez wszystkie stale ca}kowama C; sa ploporc_]onalne
do y,, czyli C;=u;y,, gdzie u; — stale.

Catke (18) mozna wigc zapisa¢ w nastepujacej formie:

An3(H=y, [Z 1 e =K, 1]. (19}

Rozpatrzmy przypadek y;>0 (czyli 1>0) i dodatkowo przyjmijmy, ze w fazie 3 dla
dowolnej chwili #>0 spelniona jest nieréwnos¢é:

Any(H)<0  (dla ¢>0). (20)

Nier6wnos¢ ta oznacza, ze po rozpoczeciu fazy 3 uklad nie wkracza ponownie w obszar

fazy 2.
Przy powyzszych zatozeniach, dla korca fazy 3 (1=T5, 413, p= —2r), réwnanie (19),
po obustronnym podzieleniu przez r, przyjmuje postaé:

~2=203 pe ™K, T
0

Z réwnania tego wynika, Zze w obszarze matych odchylen , (tj. gdy Yo/r—0) ezas trwa-
nia fazy 3 dazy do nieskonczonosci (75— o) i wobec tego warunki koricowe fazy 3 przyj-
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muja wartosci:-

’73,f= =l

13, :

el L 1)
Yo g

7y
Sl e 3
Yo

3.4. Faza 4 oraz warunki stabilnosci lokalnej

Zauwazmy, Ze jeSli spelniona jest nieréownos¢ (20) oraz A=1, to warunki konricowe (21)
sygnalu # w fazie 3 réznig sig tylko znakiem w stosunku do warunkéw koficowych (4) tego
sygnatu w fazie 1. Wobec tego, faza 4 (nastgpujaca po fazie 3) bedzie powtérzeniem fazy 2.
(ze znakiem przeciwnym), a to oznacza, ze dla =1 w ukladzie nieliniowym wystapia.
okresowe drgania swobodne (cykl graniczny) ‘o0 amplitudzie yo/r=0-+.

Dla 0<4<1 amplituda sygnatu y w kolejnych fazach parzystych (4, 6, ...) bedzie maleé:
(uktad lokalnie stabilny), natomiast dla A>1 amplituda y bedzie narastaé (uktad lokalnie:
niestabilny).

Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli spetniona jest nieréwnos¢ (20) i =0, to z réwnania (19)
wynika, iz nie wystapi faza 4, poniewaz ruch ukladu nieliniowego zakoficzy si¢ w fazie 3.

Na podstawie powyzszych rozwazan, mozna zatem dla ukladéw klasy 2 sformutowaé
nastegpujace warunki stabilnosci lokalnej.

Jezeli spelniona jest nieréwnosé¢ (20), a stosunek amplitud A przyjmuje wartosci::

A>1 — uklad nieliniowy jest lokalnie niestabilny,

Aee=1 — uklad znajduje sie na granicy stabilnosci lokalnej,

0<A<1 — uklad jest lokalnie stabilny.

Warto zaznaczy¢, ze podane wyzej warunki stabilnosci uktadéw klasy 2 ze strefg nie-
czulosci sg analogiczne do warunkoéw stabilnosci ukladow klasy 1 z histereza (por. cze$é I,
podrozdz. 3.4).

4. Ekwiwalentny uklad liniowy

Poprzednio wykazalismy (podrozdz. 3.2), ze w obszarze malych odchylen 2, przyrost
Ay,(t) sygnatu y w fazie 2 wyraza si¢ transformata (11), ktéra mozna skrétowo zapisaé
W nastepujacy sposob: :

Ayz(s)=GE(s)%, , @2
gdzie
il
Gyls )——2 s 23)

Transmitancja Gg(s) bedzie dalej nazywana transmitancjq ekwiwalentnego ukiadu liniowego-
(por. cze$¢ I, rozdz. 4).
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Rysunek 3 przedstawia schemat ekwiwalentnego ukladu hmowego w posta01 ktora
-nazwiemy standardowa. W torze gtéwnym (Z) ukladu wystepuje cze$¢ astatyczna, natomiast
‘W torze sprzezenia zwrotnego (2) — czes¢ statyczna Gy(s) uktadu nieliniowego (rys. 1Y

" :
yf 1
l\\ Ayf.dgn.f =4
e =
yE‘ 14 -—I—-- \\//4'—“?
4 S
0 traxt =1 t
Fa}az

2.

Rys. 3. Ekwiwalentny uktad liniowy w postaci standardowej dla ukladéw nieliniowych klasy 2 ze strefa
nieczulosci

1 — cze$é astatyczna, 2 — czesé statyczna

Jezeli na wejscie uktadu o transmitancji Gx(s) podaé jednostkowe wymuszenie skokowe
w(t)=1(¢), to na wyjsciu otrzymamy odpowied? skokowq y(t) eszwalentnego uktadu li-
.niowego.

Mozna wykaza¢ (w sposéb analogiczny jak w rozdz. 4 czesci 1), ze poczatkowy odcinek
-odpowiedzi skokowej yg(t), zawarty miedzy punktem poczatkowym (¢=0) i punktem pier-
wszego maksimum (7,1 =T), przedstawia (w skali K=1/y,) przyrost 4 ¥,(?) przy ruchu
ukladu nieliniowego w fazie 2, przy czym przeregulowanie Ayy dyn 1 Dierwszego ekstremum
(xys. 3) réwna sie wprost stosunkowi amplitud 1:

AyEdynl—A.—y—3=& (24)
_.V1 Yo

Wobec tego, za pomocg odpowiedzi skokoweJ y&(t) ekwiwalentnego uktadu liniowego
i(rys. 3), mozna w prosty spos6b wyznaczaé stosunek amplitud A, okreSlony wzorem (12).

Na mocy réwnosci (24), dalej przeregulowanie Ay ayn1 bedziemy wprost oznaczaé
przez A.

S. Kryterium stabilnosci lokalnej

W podrozdziale 3.4 wykazaliSmy, ze dla oceny stabilnosci lokalnej uktadéw klasy 2 wy-
‘magane jest wyznaczenie stosunku amplitud A oraz sprawdzenie warunku (20).

Z rozwazan zamieszczanych w Dodatku B.1 wynika, ze wszystkie uktady klasy 2, rzedu
n<3, dla >0 spetniaja nier6wnos¢ (20). Wobec tego, dla tych ukladéw — przy uwzgled-
~_nieniu ré6wnosci (24) — warunki stabilnosci lokalnej (podane w podrozdz. 3.4) redukuja
si¢ do nastgpujacego kryterium:
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K.1. Kryterium stabilnoSci lokainej ukladow rzedu n<3

Jezeli odpowiedz skokowa yg(t) ekwiwalentnego ukladu liniowego (rys. 3) dla pierwszego
ekstremum wykazuje przeregulowanie A o wartosci krytycznej réwnej jednosci

’lkr=1

to uklad nieliniowy jest na granicy stabilnosci lokalnej.
Dla A>1 uklad jest lokalnie niestabilny, natomiast dla 0<i<1 — lokalnze stabilny.
Granicy stabilnosci lokalnej (4,,=1) odpowiada punkt bifurkacji 1-go rodzaju (P,),
bedacy poczatkowym punktem krzywej cyklu granicznego. W punkcie P, cykl graniczny
wykazuje ekstremalne parametry:

oo Diae Lo
r 7
-gdzie T, — oktes cyklu granicznego.

Zaznaczmy, ze z relacji (15) wynika, iz w polaczonej przestrzeni (o wspélrzednych:
amplituda drgan #,/r oraz odpowiedni, zmienny parametr ¥ czeéci liniowej G (s) uktadu),
w punkcie bifurkacji P, , styczna do krzywej cyklu granicznego 7,/r jest prostopadla do osi
‘parametru V (por. przyklady).

Przejdzmy z kolei do uktadéw dowolnie wysokiego rzedu n>4. Dla tych uktadéw —

— zgodnie z zatozeniem 4, podanym w rozdziale 2 — mozna cze$é statyczna G.(s) przedsta-

wi¢ w formie nastepujacego iloczynu: o
: L+Bis+...4+B,— 157"

(25)
l4a;s+...+a,s"

Gy(s)=(1+ Ty 5) G () =(1+ Ty )

-gdzie T,>0, (p—1)<m=n—2, a ponadto transmitancja G:(s) posiada t¢ whasnosé, ze
-odpowiedz skokowa h*(t) czesci G*(s) jest monotonicznie rosnacy (niemalejaca) funkc_]q
-czasu i o wartosci poczatkowej A*(0+)=0.
Na mocy wzoru (23) i schematu (rys. 3) mozna wiec ukladom rzedun>4 przyporzqdko—
 waé ckwiwalentny uktad liniowy podany na rysunku 4, gdzie iloczynowi transmitancji
425) odpowiada réwnolegte polaczenie blokéw: a i b, przy CZym PIZ€Z Zp , 0ZNACzono Syg-
nat wyjsciowy bloku a o transmitancji G2 (s).
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Rys. 4. Ekwiwalentny uklad liniowy dla ukladéw nieliniowych klasy 2, rzedu n>4
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W Dodatku B.2 wykazano, ze w przypadku ukladéw rzedu n>4, mozna nieréwnoéé
(20) zastapi¢ ostrzejszym warunkiem (32):

- _ 5,20,
gdzie, zgodnie z rysunkiem 4,

5a = ZE, a(tmax 1) I s
czyli 9, jest przeregulowaniem sygnalu Zg, o W chwili t=1,,.,, to znaczy w chwili, w ktérej
wystepuje pierwsze ekstremum odpow1ed21 skokoweJ ye(t) ekwiwalentnego ukiadu li-
niowego.
Wobec tego, dla rozpatrywanych uktadéw, warunki stabilnoci (podane w podrozdz.
3.4) mozna wyrazi¢ w formie nastepujacego kryterium:

. K.2. Kryterium stabilnoSci lokalnej ukladow rzedu n=4

Jezeli odpowied? skokowa yi(t) ekwiwalentnego ukladu liniowego (rys. 4) dla pierwszego
ekstremum (t=ty,x1) wykazuje przeregulowanie ). o wartosci krytycznej rownej jednosci
i jednoczesnie dla t,,,., przeregulowanie 8, sygnalu Zp, o Jest rowne lub wieksze od zera, czyli

dee=1 oraz 6,20,

to ukiad nieliniowy jest na granicy stabilnosci lokalnej.

Dia 2>1 i 6,20 ukiad jest lokalnie niestabilny, natomiast dla 0< <1 oraz 9,20 — lo-
kalnie stabilny. '

Podobnie jak w przypadku kryterium K.1, réwniez i dla uktadéw rzedu n>4, granicy
stabilnosci lokalnej odpowiada punkt bifurkacji 1-go rodzaju (?,) i cykl graniczny o ekstre-
malnych parametrach.

Dodajmy, Ze przy stosowaniu kryteriéw K.1 i K.2, celowe jest pos}uglwame sie elektro-
niczng maszyng analogowa, na ktérej mozna fatwo zamodelowaé odpowiedni ekwiwalen-
tny uklad liniowy, i nastepnie w prosty sposéb badaé przeregulowanie A sygnatu (1),
a w przypadku n>4 — réwniez przeregulowanie J, sygnalu: Zp, o(1). :

Na zakonczenie rozpatrzmy dwa przyklady.

Przyklad 1. Zbadajmy uklad regulacp predkosci obrotowej turbmy parowej podany
na rysunku Sa.

Regulator proporcjonalny, o wspélczynniku wzmocnienia Ky, sktada sie z dwéch, sze-
regowo polaczonych wzmacniaczy I i 2, o stalych czasowych T, =0,4 s. Strefa nieczulosci
¢=f(n) wystepuje w torze uchybu pierwszego wzmacniacza. T, =8 s jest stala czasowa
wirnika turbozespotu. Nalezy wyznaczy¢ charakterystyke dynamiczna ukladu w funkcji
wspolczynnika wzmocnjenia Kp.

Ze schematu (rys. Sa) wynika transmitancja Gy(s) czc;s’ci liniowej ukladu:
GL(S)_I&1+b1s+bzs

52 1+ays
gdzie
K. T, il

== 0 iq 7, b h—_
T, T, 1= 44 1 B, 2 K,
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Rys. 5. Schemat ukladu nieliniowego (a) oraz ekwiwaientny uktad liniowy (b)

Jest to wiec uktad 3-go rzedu, klasy 2, i dlatego do analizy mozna zastosowaé kryterium
stabilnodci K.1, oparte na odpowiedzi skokowej yg(t) ekwiwalentnego ukladu liniowego,
ktérego schemat przedstawia rysunek 5b.

Na rysunku 6a podano charakterystyki dynamiczne ukladu, przy czym G, oznacza
granice stabilnodci ukladu liniowego, to jest z pominigciem strefy nieczutodci (r=0).

\

al ~ bl

oo ‘I':'Q
i |
-

0 20 296 40 K
Oy~ Cton. ;
Rys. 6. Charakterystyki ukladu z rys. 5a; a) przeregulowanie A=f(Ky) i przyblizone charakterystyki
dynamiczne ukladu, b) skorygowana krzywa cyklu granicznego

Z badan ekwiwalentnego ukladu liniowego wynika, ze przeregulowanie 4 odpowiedzi
skokowej yz(¢) osiaga wartos¢ krytyczng A,,=1 dla Kz=29,6. Wartosci tej odpowiada
punkt bifurkacji 1-go rodzaju P, i granica stabilnosci lokalnej. Dla Kz <29,6 uktad nie-
liniowy jest lokalnie stabilny, dla Kz>29,6 — niestabilny.

Jezeli do rozpatrywanego ukladu nieliniowego zastosowaé metode funkcji opisujacej
(F0), to otrzymujemy krzywa stabilnego cyklu granicznego — F. Natomiast z modelowa-

nia uktadu nieliniowego na elektronicznej maszynie analogowej (EMA) otrzymujemy krzy-
wa E.
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Na skutek przyblizonego charakteru obu metod, krzywe E i F biora poczatek w pun-
kcie Pl, ktéry nia pokrywa sie z faktycznym punktem bifurkacji P,. Obie metody daja
wiec zawezony obszar stabilnosci globalnej AN ukladu nieliniowego, z tym, Ze krzywa 12
w poréwnaniu z krzywa F, przebiega blizej punktu P;. Krzywa E obarczona Jest wiec
mniejszym bledem i dlatego czgsciowo skorzystamy z niej przy . ‘Wyznaczaniu poprawionej
charakterystyki uktadu.

Na rysunku 6b podano skorygowang (w obszarze matych odchylen) krzywa cyklu gra-
nicznego, powstala przez odrzucenie dolnego odcinka krzywej E i polaczenie ukiem glad-
kim faktycznego punktu bifurkacji P, z gérnym odcinkiem krzywej E, przy czym uwzgled-
niono, ze w punkcie bifurkacji P, styczna do krzywej cyklu granicznego jest prostopadia
do osi wspotrzednej Ky.

W ten sposéb otrzymano charakterystyke dynamiczng ukladu nieliniowego ze Scidle
wyznaczonym obszarem stabilnoéci 4y i z wystarczajaco dokladnym (dla celéw praktyki)
przebiegiem krzywej cyklu granicznego #,/r.

Przyklad 2. Rozpatrzmy ukiad regulacji predkosci obrotowej turbiny parowej (rys. 7a)
ze strefg nieczulosci w torze gléwnym regulatora.

Regulator typu PI, o wspolczynniku wzmocnienia Kz =25, podaje sygnat na dwa sze-
regowo polaczone wzmacniacze 1-go rzedu ze staly czasowa T, =0,35 s. Stala czasowa wir-
nika wynosi T,,=8 s. Interesuje nas charakterystyka dynamiczna uktadu w funkcji predkos-
ciowego wspdlczynnika wzmocnienia K,=1/T, catkujacej czesci regulatora PI.

Jezeli do rozpatrywanego ukladin zastosowaé metode funkcji opisujacej, to z obliczefs
otrzymujemy charakterystyke dynamiczng F podana na _rysunku 8. Krzywa F niestabil-
nego cyklu granicznego 7,/r bierze poczatek w punkcie Pl, ktory jest przyblizonym pun-
ktem bifurkacji 1-go rodzaju. Z przebiegu krzywej cyklu granicznego wynika, Ze granica

Aw, =0 ’ s =
) S 1 o+ i /
e K 1+ = —~ —
et f— - 75,5) (1+75) | am_ WS [

Rys. 7. Schemat uktadu nieliniowego (a) oraz ekwiwaléntny ukiaé liniowy (b)
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GN globalnej stabilno$ci uktadu nieliniowego pokrywa si¢ z granica Gy ukladu liniowego.
Przejdzmy obecnie do korygowania charakterystyki w obszarze malych odchylen.
Ze schematu (rys. 7a) otrzymujemy transmitancje czeéci liniowej uktadu:

Kr 1+7T.s
T

Wynika stad, ze jest to uktad rzedu n=4, z astatyzmem v=2 i stabilna czescig statycznq'
G(s), ktora mozna przedstawié w formie iloczynu:

G(s)=

G(s)=(1+T,s) =(1+T,s) G(s).

(1+ T, 5)*
Poniewaz T,>0, a odpowiedz skokowa czesci G. (s) jest funkcja niemalejaca z zerowa:
wartoécig poczatkows, to rozpatrywany uktad nieliniowy jest klasy 2 i do analizy mozna
zastosowaé kryterium stabilnosci K.2.
Z badati (na maszynie analogowej) ekwiwalentnego uktadu liniowego (schemat — rys..
7b) otrzymujemy krzywe przeregulowania 1 i 6, podane na rysunku 8.

N
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4, | %
e
, |
e |_ L
? - f
6, = Gy \, \\’
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Rys. 8. Charakterystyka dynamiczna M T _/'1
ukladu nieliniowego z rys. 7a Tt Ay[ —-L: 7 '-—-¢>§—_ﬂ_ g,
; 2 e
A4 — obszar globalnej stabilnosci, B — obszar | _,{- "f’/' !
z cyklem granicznym, C — obszar globalnej nie- ] 4 I : I s Ty e
stabilnosci 9 - 775 2 et Kc‘ 7

Poniewaz dla K,=1,15 s~* przeregulowanie A osiaga warto$é krytyczna (4=1)1jedno-
czesnie jest J,>0, wobec tego faktyczny punkt bifurkacji P, wystepuje dla 4,,=1. Skory-
gowana krzywa cyklu granicznego bierze wigc poczatek w punkcie P, a nie w punkcie Pl

Warto zaznaczy¢, ze — w odréznieniu od poprzedniego przyktadu — w tym przypadkuw
obszar B z cyklem granicznym wystepuje na prawo od granicy stabilnosci globalnej Gy,
przy czym w obszarze B uktad jest lokalnie stabilny (A < 1) i wzbudza sie twardo, ze wzgledu
na sasiedztwo niestabilnego cyklu granicznego.

6. Podsumowanie

Przeprowadzona (w czesci I i II) analiza dynamiczna uktadéw nieliniowych klasy 1
(z histereza) i klasy 2 (ze strefa nieczutoéci) pozwolita sformutowag dla tych ukladéw odpo-
wiednie kryterium stabilnosci lokalne;.
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Podane kryterium stanowi efektywng metode wyznaczania obszaréw i granic stabil-
nosci lokalnej w przestrzeni parametréw badanego ukladu.

Zasadnicza cecha tej metody polega na tym, ze badany uklad nieliniowy zastepujemy
tzw. ekwiwalentnym ukfadem liniowym, a nastepnie, na podstawie charakteru odpowiedzi
skokowej ekwiwalentnego ukladu liniowego, wnioskujemy o stabilnosci lokalnej uktadu
nieliniowego.

Do tych celéw najwygodniejsza jest elektroniczna maszyna analogowa, na ktérej — po
zamodelowaniu odpowiedniego ekwiwalentnego ukladu liniowego — mozna w prosty
sposob bada¢ charakter odpowiedzi skokowej ekwiwalentnego uktadu liniowego w funkcji
parametréw uktadu.

Poniewaz przy tym modelujemy uklfad liniowy (a wiec z pominieciem cztonéw nieli-
niowych w rodzaju histerezy wzglednie strefy nieczutosci), to wyniki uzyskiwane na maszy-
nie analogowej odznaczaja si¢ wysokim stopniem doktadnosci.

Zamieszczone w czesci I i II przyktady obliczeniowe wykazuja, ze na podstawie poda-
nego kryterium mozna w obszarze maltych odchylefi, w odpowiedni sposéb, korygowaé
charakterystyki dynamiczne otrzymane metodami przyblizonymi, na przyktad metodg li-
nearyzacji harmonicznej.

Przyklady te pozwalaja réwniez wyrobi¢ sobie pewien poglad na temat wielkosci i cha-
rakteru bledu, jakim obarczone sa wyniki analizy w przypadku stosowania metod przybli-
zonych.

Dodatek
A. Warunki poczatkows fazy 3
Ze schematu (rys. 2) Wynika transformata Laplace’a 5(s) sygnatu 7(z):
W,(0—)— W,(0—
n(s)= —5Gr(s) y(s)+ s i (26)

SM(s)

Na podstawie regut rachunku operatorowego [3, 4], przy uwzglednieniu warunkow (13) i (14),

otrzymujemy
Wy (0 =) — W, (0—) = rMy(s) + yo F(s, k), 27)

gdzie F(s, k;) — funkcja zmiennej zespolonej s oraz wspolczynnikow k, wystepujacych w warunkach
13) i (14).

Z réwnania (26), przy uwzglednieniu réwnan (16) i (27) oraz z relacji : v, =const=Ay,, po prostych
przeksztalceniach, otrzymujemy transformate Azs(s) przyrostu Ans(2):
F(s, k)
SM(s)

An3)=o [ —mL<s)] . @8)
Z rownan (28) i (15) wynika, e transformata Ays(s) jest proporcjonalna do . Tym samym, row-
niez wszystkie warunki poczatkowe (dla £=0+) sygnalu Azs(r) sg proporcjonalne do y,, czyli mozna

napisaé:
PO +)=piyo  (i=0,1, ..., m). (29)

s

:gdzie p; — pewne stale zalezne od transmitancji Gr(s).
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B. Ruch ukladu w fazie 3

B. 1. Rozpatrzmy uklad nieliniowy klasy 2, rzedu n=3 (czyli m=1) i oznaczmy przez ¢= 0. chwile
poczatkowa fazy 3. W fazie tej ruch uktadu opisuje sie rownaniem (17) 2-go rzedu. Zastosujmy podsta-,
wienie Ans(t)=ns()=v(r). Wowczas (17) przechodzi w rownanie 1-go rzedu, opisujace aperiodyczny
przebieg funkcji v(z). ;

Poczatkowemu punktowi fazy 3 odpowiada na wykresie #(z) (rys. 2) odpowiedni punkt na opada-
Jjacej galezi krzywej 7(r). Wobec tego, dla =0 jest (0) <0, a to oznacza/ze w fazie 3 (z>0) funkcja v ()
(o charakterze aperiodycznym) dla A>0 nie moze przyjmowacé wartosci dodatnich, czyli obowiazuje:
775(t)=v(@)<0. Tym samym, dla ukladow rzedu »=3 spelniona jest nieréwnos¢ (20):

t
Ans()= ['n3dt<0 dla ¢>0.
0
Dla uktadow rzedu n=2 powyzszy warunek jest oczywiscie rowniez spelniony.

B. 2. Przejdzmy obecnie do rozpatrzenia ukladu nieliniowego klasy 2, dowolnie wysokiego rzedu
n=4. ¥

Czes¢ statyczna G(s) uktadu — zgodnie z zatozeniem 4 (rozdz. 2) — mozna przedstawi¢ w formie
nastepujacego iloczynu:

i cr Th i
Gi(s)=(1+ Tos)Gi(s)=(1+ T, ,
Cin e 2 1+ais+...+a,s”

gdzie To=>0,(p—1)<m=n—2, a ponadto transmitancja G¥*(s) posiada te wlasciwo$¢, ze odpowiedz
skokowa /*(¢) czesci G¥(s), na wymuszenie jednostkowe u(z)=1(z), jest monotonicznie rosnaca (nie-
malejaca) funkcja czasu i o wartosci poczatkowej 4*(0+)=0.

Zbadajmy swobodny ruch ukladu rzedu n>4 w obszarze malych odchylen 2, (rys. 9) i oznaczmy
przez z,(¢) i zp(t) sygnaly na wyjéciu odpowiednio z czesci a i b transmitancji Gi(s).

Niech #=0 oznacza chwile, odpowiadajaca stykowi faz 1 i 2. Z rownan (4) wynika, ze dla kofica
fazy 1 (#=0), przy sygnale wejsciowym y=const=y; = — y,, ¢zes¢ statyczna Gs(s) osiaga stan ustalony,
przy czym 1’ (0)=Kryo. Wobec tego, dla 1=0 sygnal z,(¢) przyjmuje warto$é ustalona z,(0)= —y,,

3

y A2, A g,

0
' yOKL“ | A/Za
1k Z t
0 S t 0 ! %
{ Az
=tk
_yo‘(_

Al

Y=-Y,
o —l

%4(5) Z,= za(o) +4z, ‘KL /2; = 7;(0) +A%;
y=y0)+4y | a. i A/[’
j 0
S 70-5 e G;?S) Zb —/11 (&
\————’Vﬁ~,_ e
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Rys. 9. Ruch ukiadu nieliniowego klasy 2. rzedu n>4, w fazach 2i 3

% Prace IMP, z. 79
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natomiast sygnat z,(¢) zeruje sie: z,(£)=0. Nietrudno zauwazy¢, ze dla =0 sktadowe predkosci 7’ przyj’-
* muja wartosci: 75(0)=#'(0) = Kry, oraz 7;(0)=0.

Oznaczmy przez Ay(t), Az,(t) oraz An,(t) przyrosty sygnaltéw (), z,(¢) oraz n:(t) liczone od chwili
t=0. W fazie 2 i 3 przyrost 4y(¢) jest ciagla i niemalejacg funkcja czasu. W czesci I (Dodatek B.2) wy-
kazano, ze dla tak zmieniajacego si¢ sygnatu wejSciowego Ay (z) sygnat Az,(z), wystepujacy na wyjsciw
bloku a o transmitancji G¥(s), jest ciagla i monotonicznie rosnaca funkcja czasu. Wobec tego, w fazach:
2 i 3 przyrost pochodnej Ani(t)= — K; Az,(¢) jest ciagla, monotonicznie malejaca funkcja czasu.

Na mocy wiasciwosci przyrostu Az,(7) i rysunku 9, mozna dla sygnatu z,(¢) napisaé:

: d 3
zy(t)=To ZAZ,,(t)}O dla >0,

a to oznacza, ze skladowa pr@dkoéc; 7, w fazach 2 i 3 nie moze przyjmowaé wartosci dodatnich, czyli

! ’7;='—KLZIJ<O- ] (30)
Nierownos¢ (20):
: Apa()<0 (> T3),

dotyczaca przyrostu sygnatu Ans(¢) w fazie 3 (tj. dla 7> T5), mozna, na podstawie rysunku 9, napisac
w nastepujacej postaci: :

t t : : .
Aps()= | n'di= [ Gra+ny) dt<0, t>T,. (31y
T, Ty

Na mocy (30) sktadowa 7;,<0. Wobec tego, dla spetnienia nier6wnosci (31) wystarcza, jezeli w fazie
3 bedzie 7,<0. Ten postulat (przy uwzglednieniu monotonicznosci przyrostu pochodnej An. i na podsta~—
wie rys. 9) sprowadza si¢ do warunku wystarczajacego: :

72(T2)= 9,<0,
czyli
Oi—za 15 =0, : SH32)
W ten spos6b wykaialiémy, ze dla ukiadow klasy 2, rzedu #>4, nier6wnos$¢ (32) jest wystarczaja—
cym warunkiem spelnienia nieréwnosci (20). :

'

Praca wplynela do Redakeji w pazdzierniku 1978 r.
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Kpurepuii ycToHSMBOCTH IBYX KJIACCOB HEJMHEHHBIX CHCTEM
aBTOMATHYECKOr0 peryIHpoBaHHA
Yacrs II. CncreMbl ¢ 30HOH HEYYBCTBHTEIHHOCTH

Pezrome
B pabore nmst ompenereHHOrO Kjacca HENMHEHHBIX CHCTEM C 30HOM HeuyBCTBATENLHOCTH (pumc. 1)

IIPEACTABIICH KPATEPHH YCTOMYMBOCTH, NO3BONAIOMTY 3QHEKTABHO OHPENEeNsiTs 00NacTy M rPaHmnbl JIo-
Kan:XOi yCTOMYUBOCTH.
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Kpurepuit OCHOBEIBAETCS HA HCCIIENOBAHNE CATHANA V& (f) (a mma n>4 TawKe u curHana zg (t)) opa
HOJaue eIMHMYHOTO CTyNEHYaTOro BO3ICHCTBHS w(t)=1(t) Ha BXOA T. HA3. DKBUBAJCHTHON JIHHEHHON
cucTeMEI (PEC. 3 & 4). 3HAYCHUS CHTHATIOB YE¥ Zp, o B TOYKE MEPBOTO MAKCHMyMa (=" ., 1) IIO3BOJISIOT

' CYZMTH O JIOKaJIbHOM YCTOHYABOCTH HEIWHEHHON CHCTEMEL,

TlpuMensst yka3aHHBI KPHTEPHi 1167€CO00PA3HO MOIB30BATHCS 3JIEKTPOHHO-aHAIOTOBOY MAaIWHOM,
Ha KOTOPOH MOXHO JIETKO 3aMOZETMPOBATE SKBUBAJICHTHYIO JIMHEHHYIO CHCTEMY, 4 3aTEM TPOCTHIM CIiOo-
c000M HCCIe0BaTh 3HAYEHNS CUTHANOB V(1) 1 zg,q(2) .

Stability Criterion for Two Classes of Nonline_hr Automatic Control Systems
Part II. Systems with Dead Zone

Summary

A stability criterion for a particular class of nonlinear systems with a dead zone (Fig. 1) has been
presented in the paper. The criterion makes possible effective determination of regions and verges of
local stability.

The criterion consists in inspection of a signal yx(z) (as well as zg, o(t) for n=4) resulting from the
application of a unit-step-function w(z) =1(z) at the input of a so called equivalent linear system (Figs 3
and 4). Values of signals yz and z, , at the first maximum (#=1tmax1) provide the information on the local
stability of a nonlinear system.

It is convenient when applying the criterion to use an analogue electronic computer allowing for
easy modeling of the equivalent linear system and simple inspection of the values of signals yz(z) and
ZE, o(2).



