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_ JERZY SZCZĘSNY

Gdańsk

Kryterium stabilności ilwóch klas nieliniowych ukłarlów automatyczrej
regulacji*

Część II. tlkłaily ze §trefą nieczułości

W pracy, dla określonej klasy układów nieliniowych ze strefą nieczułości, przeBtowadzono alalizę
dynamiczna w obszarze małych odchyleń i na tej podstawie sformułowano kryterium stabilności. Kryte-
rium to 1 oparte ba tzw. ekwiwalentnym układzie liniowym - pozwa|a w efektywny sposób wyznaczać
obszary i granice stabilności lokalnej.

zamiesączono przykłady praktycznego zastosowania podanego kryterium.

r^
§-
t_
v-

fo, Ęo, €o -
y(s), a(s), f(s) -

YnQ) -

^_
Gls) -
8(s) -

Spis oznaczeń

próg uieczułości,
zmienna zespolona,
czas)
Ęąd astatyzfiu części linio-
wej,

amplitudy sygnałów y, .4, ć,
tfansformatory Laplace'a sy-
gnałów y, ą, €,

odpowiedź skokowa ekwi-
walentnego układu liniowego.
przeregulowanie odpowiedzi
yAt),
transmitancja części liniowej,
transmitaneja części statycz-
nej,

G"(s) - transmitancja ekwiwalentne
go układu liniowego,

Gmo* - granica stabilności lokatnej

, układu nieliniowego,
Pr - punkt rozgńęzienia (bifurka-
, cji) 1-go rodzaju,
-F, - 3ut wyżej, leę wyznaczony

metodą przybliżoną.

Indeksy

/ - końcowy (finalny),

^§ - statyczny
ź - liniowy,
N - nieliniowy,
.E - ekwiwalentny

1. Wprowadzenie

W części r opracowaniaprzeanalizowano klasę 1 układów zhisterezą [1]. Obecnie -
zgodnie z uwagami poczynionymi w rozd,ziale l części I - zajmiemy się układami nielinio-
wymi klasy 2, zawierającymi jedną nieliniowość ć:f Qil typtt strefa nłeczułaści oraz częŚĆ

liniową z astaĘzmem Tzęda y:2.

* Praca wykł;nana w ramach problemu iięd2yresortowego MR. I. 26, grupa tematyczna 1O.

t671



68 J: Szczęsny

Na podstawie analizy ruchu układu nieliniowego w obszarze małych odchyleń sformu-
fujemy kryteriuin stabilności lokalnej. Analizę dynamiczną przeptowadzimy w podobny
sposób, jak w części I dla układów klasy 1 z histerezą.,

2. tikłady klasy 2 ze strefą nieczułości

Dowolny układ nieliniowy klasy 2 ze strefą nieczułości €:f (ri możLna przedstawió
schematem podanl,m na rysunku 1.

Rys. 1. Schęmat układu nieliniowego klasy 2 ze strefą nieczułości

Część liniowa układu wyraia się transmitancją Gl(s):

c,rs):Ł 1f brsł"'*brse _Kr n,.,

gdzie 
,"'/-7 l+ąls+,-+a^s^:-z U"(§,),

K,
-ł - część astatyczna (rząd astatyzmu v:2),
s-

G(s):
1*brs*,..łbnse
I+als*...*a^S-

równym jedności.
Odnośnię do części liniowej G"(s) nrzyjmujemy następujące założęnia:.
1) tząd astatyzmu y:2, Klż0,
2) p<n (gdzie rząd, układu nieliniowego n:m*Z może być dowolnie wysoki),
3) część stńyczna G"(s) jest stabilna, przy azym wszystkie bieguny s, transmitancji

G"(s) są liczbami rzeczywistyrni: s;<0 (i:1,2, ..., ffi),
4) w przypadku układów rzęda nż4 dodatkowo zahJadamy, źe transmitancję 8(s)

części statycznej można przedstawić w formie iloczynu:

G"(s):(l+ ą s) G}G) Toż0,

przy czlm transmitancja C}(s) posiada tę własność, iż odpowiedź skokowa h*(t) części
Gj(s) jest monotonicznie rosnącą (niemalejąc{ funkcją czasl i o wartości początkowej
ł+(0+)>0.

3. Analiza dynamiczna w obszarze maĘch odchyleń

Dla układów klasy 2 ceła strefa nieczułości (-rśłśr) w przestrzeni stanu O (o wspóŁ
rzędnych 4, 4', ..., ,l@- '); stanowi odcinek osobliwy 1na osi ry), czyli przedstawia sobą
ciąeĘ zbiór stanów równowagi statycznej. Z tego wzgiędu, dla klasy ), obszarem malycll

L"(s):- - część stawczna o współczynniku wzmocnienia
M"(s)



Kryterium stabilności dwóch klas nieliniowych układów .,.

odchyleń ,(J" jest dostatecznie mńę e-otoczenie odcinka osobliw€go. W obszarze O" od-
chylenia mogą więc przyjmować wartości lqlrl<I+e orazlao)lrl<, Q>1), gdzie e - do-
statecznie mała (ściślej - nieskończenie mała) liczba dodatnia.

W analizie dynamicznej, obok sygnafu q i jego pochodnych, będziemy również roąa-
trywać sygnał y będący całkąz sygnafu {. W tym cela z części liniowej I-"(s) wydzielamy
jeden człon całkujący - blok A (rys.2).

lr= 1ł-y,)

Rys. 2. Sygnały 4 i y w paszczególnych fazach swobodnego ruchu układu nieliniowego
klasy 2

Strefa nieczułości Ę:f 1ą) jest funkcją odcintami liniową. Wobec tego, można swo-
bodnY ruch układu nieliniowego podzielić na kolejno po sobie następujące fazy ruchu:
'l,, 2, 3, .. ,, w których układ opisuje się odpowiednimi liniowymi równaniami rażniczko-
*'S'ruru"n 

nieparzystych (l, 3, .. .) sygnał y zachowuje stałe wartoścj (y: const), natomiast
w fazachpntzystychQ,4, . . .) wartoś ć y ulega odpowiedniej zmianie.

Analizę swobodnego ruchu układu nieliniowego rozpoczniemy od fazy 1.

3.1. Faza 1

Niech l:0 oznaczachwilę, w której układ nieliniowy, wykonując swobodny ruch w fa-
zie L (1l:ggnst:.7r<0), przechodzi ptzez położenie odpowiadające połowie strefy nie-
czułości, to znaczy ł(0):0.

Ze schernatu (rys.2), przy uwzględnieniu, żę y-yr:coilsll wynika równanie fazy 1:

anq(w+ 7) + ... ł ą tą" + 4' : - Kl,! t: Ktlo,

69

s |+a|s+...

przy azyrn oznaczono

V t- lo.

(1)
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Całka ogólna równania (1) posiada postać:

,tG): i, Cre"'t+K"yot,
0

§dzie so:Q, s;<0 (i: t,2, ..., m).
Wytaźmy warunki początkowe ,7Q}101 za pomocą yo w sposób następujący: ry(')10;::pi!o, gdńe po:g, natomiast pi (i:L,2, ..., m) - dowolnę stałe.
ptzy uwzględnieniu wprowadzonego aznaczęniu na q@(o), można opierając się na me-

todeie wyznaczników (wzory Cramera) wykazać, że w równaniu (2) wszystkie stałe całko-
wania Ci są proporcjonalne do yo, czyli Cr_llrlo, gdzie pi - pewne stałe.

Dzieląc obustronnie równanie Q) przez r oraz podstawiając Ci: Filo, dla końca fazy 1

(t : T r, ll (T,,) : r), otrzymujemy

:łrĘlIię"tTl+KLT1). (3)

W granicy, dla yolr--+O (czyli dla ruchu vi, obszarzę małych odchyleń ś)"), wyrażenie
w nawiasie kwadratowym równania (3) przyjmuje wartość nieskończenie dużą, ato oznacza,
że Tr--+a.

Wobec tego, w obszarze ś), warunki końcowe (finalne) sygnafu 11 w fazie 1 przyjmują
wartości:

ll,t, s=r ,

fl'r, J

-:ĄI 
,

!o

,(,i).
-'j1_0 (i:2,3,...),
!o

3.ż. Faza 2

oznaczrrly p,rzez t:o chwilę początkową, odpowiadającą stykoryi faz I i 2. w chwili
tej sygnał y posiada wartośó początkową y(0):y, : -lo.

Ze schematu (rys. 2) ryynika transforrnata Laplace'a y(s) sygnału'y(l):

_ 1 W (,0_)_Wr(o-).l(s):,*rłt9+;1_
Na podstawie reguł rachunku operatorowego |3, 4], ptzy awzględnieniu warunków (4),

otrzymujerny:

W,(0 -),- Ę(0 -) : r M 
"G) 

+ K"tĘ($ - ĄG)r + .

§

W fazię 2 obowiązuje relacja:

(2)

(4)

(5)

(6)

Y':n-r, (7,)
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f;zy7i

a(s):sy(s)+ yo+L.,s
Podstawiając równania (6) i'(8) do (5) otrzymujemy transformatę sygnału y w fazie 2:

f K" 1 .1Yol,r,):LŹ, *.r,l-,]; (9)

(8)

aznaczmy przez
y(0): -yo:

§tąd

y(s):/yr151_Ł.
§

(10)

Podstawiając (10) do (9), po prostych przekszŁałceniach, otrzymujemy transformatę
przyrostu /yr(t):

o,,G):W,*o,]? (11)

Transformaty (9) i (11) obowiązują z ograniczeniem do zakresu ruchu układu w fazię 2.
Dla kOńca fary 2 jest 4:7,czyliĘ:y':0,ato oznacza,źe końcowemu punktowifary2
{t:Tr) odpowiada ekstremum sygnału y) z zetową pochodną !'(T):0. Oznaczmy ptzez

!z,t:!(T) wartość końcową y. Jest to zatazęm wartość y w następnej fazie 3, czyli

!z,t:!l
Zkolęi oznaczmy przez ). stosunek wartości y. do bezwzględnej wartości lyrl: -yr:yo

sygnałuvwfaziel:

"lsls
-lt lo

Wyrażenie to będziemy dalej nazywać stosunkiem amplitud sygnału y w fazach 3 i 1.

Na mocy (9) sygnał y(t) w fazie Zjest odpowiedzią pewnego układu liniowego na wy-
muszenie skokowe yo,l(t). Wobec tego, dla sygnału y wszystkie warunki końcowe fazy
'2 (t:Tr) są proporcjonalne do yo i można je wytazić w naslęptrjący sposób:

Ayr(t) przyrost sygnafu y w fazle 2 względem wartości początkowej

lyr(t): y (t)+ yo.

(lż)

yt.ryob (i:0, 1,2,...), (13)

gdzie k, - stałe zalężnęwyłącznie od transrnitancji G"(s),
Natomiast dla sygnału 4, przy uwzględnieniu (7), warunki końcowe przyjmują postać:

42.1:r, 
}

ąt)t:!okt+t Q:I,2, ) J

Zalważmy, żę dla i:a z Q2) i (13) otrzymujemy

!z, 1: !oko: !s: )"Yo.

(14)



72 J. Szczęsny

Wobec tego

A:ko*f 0o), (15}

a to oznacza, Że w obszarze maĘch odchyleń O" stosunek amplitud ) zależy wyłącznie od
transmitancji Ga(s) i nie jest funkcją yo.

3.3. Faza 3

Niech r:0 oznacza chwilę początkową, odpowiadającą stykowi faz 2 j 3. W fazie
3 sygnał y zachowuje stałą wartość /:const:/z:1!o. Dla l:0 sygnał 7 posiada wartość
początkową q(O):r.Oznaczmy przez /43 przyrost sygnału 11 w fazie 3 względem wartości
początkowej

/t1.:4-11(0):4-r . (16}

Zgodnie z rysunkiem 2 przyrost tęn dla l>0 opisuje się równaniem różniczkowym:

a^l1{*1)+.,.łat/4'.!+lrlr:-Kt!z:_Kt)!o, {I7}

którego całka ogólna posiada postać

hl.(t): I Cre"" - ).Kryot ,
o

(18}

gdzie so:6, s;<0 (i:1,2,..., m).

Możma wykazaó (pńrz Dodatek A), że warunki początkowe lłl!ęo+) są proporcjo-
nalne do yo i vłytażają się równaniem (29): AryP 1O +1: piyg, gdzie pi (i:0, |, . . . , m) -- Pewne stałe. Wobec tego, również wszystkie stałe całkow ania Ci są proporcjonalne
do.yo, czyli Cr:p.yo,3dzię pi - stałe.

Całkę (18) można więc zapisać w następującej forrnie:

lqsj): yo|Z pie"" - ),Kt tf ,

o
(19}

Rozpatrzmy przypadek y>0 (czyli ź>0) i dodatkowo przyjmijmy, żew fazię 3 dla
dowolnej chwili l>0 spełniona jest nierówność:

ll1r(t)<O (dla />0). (20>

Nięrówność ta ozT|acza, że po rozpoczęcia fazy 3 układ nie wkracza ponownie w obszar
fazy 2.

Przy powyźszych rałożeniach, dla końca fazy 3 (t:Tr, /4s,l: -2r), równanie (19)"
po obustronnym podzielenilprzez r, przyjmuje postać:

,:!: |Ę pię",r,- ).KLT3]. ,

Z równaniatego wynika , że w obszarze maĘchodchyleń o" (tj. gdy yglr--+O) czastrwa-
nia fazy 3 dązy do nieskończoności (Ę*oo) i wobec tego warunki końcowe fary 3 przyj-
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mują wartoŚci:

(2I\

3.4. Eaza 4 oraz warunki stabllności lokalnej

Zauważmy, że jeśli spełniona jest nierówność (20) oraz ).:1, to warunki końcowe (21}
sygnafu rl w fazie 3 rożnią się tylko znakiem w stosunku do warunków końcowych (4) tego
sYgnafu w fazie l. Wobec tego, faza 4 (następująca po fazie 3) będzie powtórzeniem fazy 2,
(ze znakiem przeciwnym), a to ozuacza, że dla ).:1 w układzie nieliniowym wystąpią.
okresowe drgania swobod,nę (cykt graniczny)_o amplitudzie yolr:Oł.

Dla 0<ź< 1 amplituda sygnafu y w kolejnychfazachparzystych (4,6, ...) będzie maleć:
(układ lokalnie stabilny), natomiast dla ),>1 amplituda ybędzięnarastać (układ lokalnie,
niestabilny).

Nietrudno zauwaĘć, że jeżeli spełniona jest nierówność (20) i A:O, to z równania (19)
wYnika, iź nie wystąpi faza 4, ponieważ ruch układu nieliniowego zakończy się w fazie 3.

Na podstawie powyższych rozważań, tnożna zatem dla układów klasy 2 sformułować;
następujące warunki stabilności lokalnej.

Jeźeli spełniona jest nierówność (20), a stosunek amplitud ), przyjmĄe wartości::

^>I 
- układ nieliniowy jest lokalnie niestabilny,

)n:1 - układ znajduje się na granicy stabilności lokalnej,
0<ź<l - układ jest loka|nie stabilny.
Warto zaznacTyć, że podane wyżej warunki stabilności układów klasy 2 ze strefą nie*

czułoŚci są analogiczne do warunków stabilności układów klasy 1 zhisterezą (por. część I,
podrozdz.3.4).

4. Ekwiwalentny układ liniowy

Poprzednio wykazaliśmy (podrozdz. 3.2), że w obszarzę maĘch odchyleń ś), przyrost,
/yr(t) sygnału y w fazie 2 wyrażn się transformatą (11), ktorą można skrótowo zapisać
w następujący sposób:

/yr(s):6"ęrly_9 ,

gdzie

K, 1"cu(r):ź r+cŃ), (23)

Transmitancja Gu(s) będzie da7ej narywana transmitancją ekwiwalentnego układu liniowego
fuor. część l, rozdz. 4).

(22)
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RYsunek 3 przedstawia schemat ekwiwalentnego układu liniowego w postaci, którą
nazwiemY standardową. W torzę głównym (1) układu występuje część astatyczna, natomiast
,w torze sprzężenia zwrotnego (2) - część statyczna Ę(s) układu nieliniowego (rys. 1).

RYs. 3. Ekwiwalentny układ liniowy w postaci standardowej dla układów nieliniowych klasy 2 ze strefą
nieczułości

1 - część astatycna,2 - część statyczna

Jeżelinawejście układu o transmitancji Gls) podać jednostkowe wymuszenie skokowe
w(t)=1ę71, to na wyjśbiu otrzymamy odpowiedź skokowąyBQ) ekwiwalentnego układu li-
niowego.

Można wykazaó (w sposób analogiczny j ak w rozdz.4 części I), że początkowy odcinek
odpowiedzi skokowej yo(t), zawarty między punktem początkowym (l:0) i punktem pier-
wszego maksimum (tnu,t:'Tz), przedstawia (w skali x:llył przyrost Ay2G) przy ruchu
układu nieliniowego w fazie 2, prry czym przeregulowanie lynayn.- pierwszego ekstremum
(rys, 3) równa się wprost stosunkowi amplitud )":

/!tarnt-A: Y3 :Yg . Q4)
-lt lo

Wobec tego, za pomocą odpowiedzi skokowej 73(r) ekwiwalentnego układu liniowego
{rys. 3), można w prosty sposób wyznaczaó stosunek amplitud ź, określony wzorem'(l2).

Na mocY równości Q4), dalĄ przeregulowaaie lyruro, będziemy wprost oznaczaó
przez i.

5. Kryteriurn stabilności lokalnej

W Podrozdziale 3.4 wykazaliśmy , że dlaoceny stabilności lokalnej układów klasy 2 wy-
magane jest wyznaczenie stosunku amplitud )" oraz sprawdzenie warunku (20).

Z rozwńań zamieszczanych w Dodatku B.1 wynika, że wszystkie układy klasy 2, rzędu
n ś3, dla Ź)0 spełniają nierówność (20). Wobec tego, dla tych układów - przy uwzględ-
nieniu równoŚci (U) - warunki stabilności tokalnej (podane w podtozdz. 3.4) redukują
się do następującego kryterium:



I

Kryterium stabilności dwóch klas nieliniowych układów ...

K.l. Kryterium stabilności lokalnej układów rzędu n{3

Jeżeli odpowiedź skokowa yu(t) ekwiwalentnego układu liniowego (rys. 3) dla pierwszego
.ekstremum wykazuje przeregulowanie )" o wartości krytycznej równej jedności

lo,:I,
ło układ nieliniowy jest na granicy stabilności lokalnej.

Dla A>I układ jest lokalnie niestabilny, nątomiast dlą 0ś)"<L - Iokalnie stabilny.
Granicy stabilności lokalnej (źn:i) odpowiada punkt bifurkacji 1-go todzĄu (pr),

'będący początkowyrn punktem krzywej cyklu granicznęgo. W punkcie P1 cykl graniczny
wykazuj e ekstrernalne parametry :

r"--!!:0t, T:1+, T":a,rr
,"gdzie T" - okles cyklu granicznego.

Z,aznacznly, że z relacji (15) rvynika, iż w połączonej przestrzeni (o współrzędnych:
.amplituda dtgań r1o|r oraz odpowiedni, zmienny parametr V części liniowej G"(s) układu),
w punkcie bifurkacji Pr, styczna do krzywej cyklu granicznego 7gf r jest prostopadła do osi
parametru V (por. przykłady).

PrzejdŹmy z kolęi do układów dowolnie wysokiego ruędlł rlż4. Dla tych układów _
- zgodnie z założęnjęm4, pod,anym w tozdziale 2 - możLnaczęść statyczną ąG) przedsta-
,wić w formie następującego iloczynu:
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(25)

;gdzie Tg>0, (p-I)śm:n-2, a ponadto tfansmitancja Cj(s) posiada tę własność, że
"odpowiedź skokowa h*(t) części Cj(s) jest monotonicznie rosnącą (niemalejącą) funkcją
,czasu i o wartości początkowej ł*(0+)>0.

Na mocy wzoru (23) i schematu (rys. 3)moznawięcukładornrzędunż4prryporządko-
waĆ ekwiwalentny układ liniowy podany na rysunku 4, gdzie iloczynowi transmitancji
,{25) odpowiada równoległe połączenie bloków: a i b, przy czym ptzęz zB,o ozfll.czono syg-
nał wyjściowy bloku a o transmitancji C. f (s).

lW7--

łt_
/9t.acr.t =1

*--->
+

z-ta
I

Rys. 4, Ekwiwalentny układ liniowy dla układów nieliniowych klasy 2, tzędu nż4
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W Dodatku B.2 wykazano, żę w prĄpadku układów rzędu n)4, można nierównośó
QO) zastryić ostrzejszym warunkiern (32):

óożo,
gdzie, zgodnie z rysunkiem 4,

óo:zu,o(t^u*r)- 1 ,

czyli 6o jest przeregulowaniem sygnału zn, o w chwili 
': 

l-^ L to znaczy w chwili, w której
wYstęPuje Pierwsze ekstremum odpowiedzi skokowej 7B(t) ekwiwalentnego układu li_
niowego.

Wobec tego, dla rozpatrywanych układ,ów, warunki stabilności (podane w podrozdz.
3.4) możnawyrazić w formie następującego kryterium:

K.2. Kryterium stabilności lokalnej ukladów rzędu n)4
Jeżeli odpowiedź skokowa yB(t) ekwiwalentnego układu liniowego (rys. 4) dla pierwszego

ekstremum (t:t^u*r) wykazuje przeregulowanie ), o wartości krytycznej równej jedności
i jednoczeŚnie dla t-u*1 przeregulowanie 6o sygnału zB,ojest równe lub większe od zera, czyli

Lor:L oraz óoż0,
to układ nieliniowy jest na granicy stabilności lokalnej.

Dla),>7i6">0układjestlokalnieniestabilny,natomiastdtaOś),<Iorazóoż0 _ Io-
kalnie stabilny.

Podobnie jak w przypadku kryteriurn K.l, również i dla układów rzędu n)4, granicy
stabilności lokalnej odpowiada punkt bifurkacji 1.go todzaju (Pr) i cykl graniczay o ekstre_
malnych parametrach

DodajmY, że pvy stosow.aniu kryteriów K.1 i K.2, celowe jest posfugiwanie się elektro-
niczną rnalzyną analogową, na której można łatwo z,amodelowaó odpowiedni ekwiwalen*
tny układ linior,ry, i następnie w prosty sposób badaó przeregulowanie )" sygnała yr(t),
a w prąrpadka nż4 - również przeregulowanie Ą sygnału zr,.(t).

Na zakończęnie rozpńrzmy dwa przykłady.

przykład |. zbadajmy układ regulacji prędkości obrotowej turbiny parowej podany
na rysunku 5a.

Regulator proporcjonalny, o współczynniku wzmocnienia Ę, składa się z dwóch, sze_
regowo połączonychwzsnacniaczy l i 2, o stałych czasowych Tt:0,4 s, Strefa nieczułości
ć:f (lil występuje w totzę uchybu pierwszego wzmacniacza. T.:8 s jest stałą czasową
wirnika turbozespofu. Należy wyznacryć charakterystykę dynamiczną układu w funkcji
ivspółczynnika wzmocnienia K^.

Ze schematu (rys. 6a) wynika transmitancja Gl(s) części liniowej układu:

K, I+brs+brszGl(s):ł-,
s- l+dls

Kor-1Kt:7ft, at:Tt, br:k;, br=Ę

gdzie
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a)

lasn=6
+

Rys. 5. Schęmat układu nieliniowego (a) oraz ękwiwalentny układ liniowy (b)

Jest to więc układ 3-go rzędu, klasy 2, i dlatego do analizy możnazastosowaó kryterium
stabilności K.1, oparte na odpowiedzi skokowej yB(l) ekwiwalentnego układu liniowego,
którego schemat przedstawia rysunek 5b.

Na rysunku 6a podano charaktetystyki dynamiczne układu, prTy czym G7 oznacza
granicę stabilności ukłddu liniowego, to jest z pominięciem strefy nieczułości (r:0).

Rys. 6. Charakterystyki układu z rys. 5a; a) przeregulowalię ),:f(K^) i ptzybliżone charakterystyki
dynamiczne układu, b) skorygowata krzywa cyklu granicznego

Zbadańekwiwalentnego uldadu liniowego wynika, że ptzeregiowanie,t odpowiedzi
,skokowpj yr(t) osirya §vartość krytyczną 1*,:I dla Ka:29,6. Wartości tej odpowiada
Punkt bifurkacji l-go rodzajtt P, i granica stabilności lokalnej. Dla Ko<29,6 układ nie_
liniowy jest lokalnie stabilny, dla Ko>29,6 - niestabilny.

Jeżeli do Tozpatrywanego układu nieliniowego zastosować metodę funkcji opisującej
(F0), to otr4lmujemy Wzywą stabilnego cyklu granicznego - F. Natomiast z modelowa-
nia układu nieliniowego na elektronicznej maszynie analogowej (EMA) otrzymujemy krzy-
wą E.

b)

Io

a)

I

etV*ą:

20 296 40

6r: G ,l.,nl,,
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Na skutek przybliżonego charakteru obu metod, krzywe E i Fbiorąpoczątek w pun-
kcie pr, który nia pokrywa sięź fawycznym punktem bifurkacji pr..obie metody dają
więc zawężony obszar stabilności globalnej Ż" układu nieliniowego , z tym, że krzywa E,
w Porównania z ktrywą F, przebiega bliżej prłnktu Pr. Krzywa E obarczóna jóst więc
mniejszym błędem i dlatego częściowo skorzystamy z niej prz)r wznaczaniu poprawiqnej
charakterystyki układu.

Na rysunku 6b podano skorygowaną (w obszarze maĘch odchyleń) ktzywącyklu gra-
nicznego, powstałą przez odrzlrcenie dolnego odcinka krrywej E i połączenie łukiem gład_
kirn faktycznego punktu bifurkacji p1 z górnym odcinkiern krzywej E, przy czym uwzględ-
niono, że w punkcie bifurkacji P, styczna do krzywej cyklu granicznego jest prostopadła
do osi współrzędnej K^.

W ten sposób otrzymano charakterystykę dynamiczlą układu nieliniowego ze ściśle,
rłYzrLaczola|m obszarem stabilności Ap i z wystatczająco dokładnym (dla celów praktyki}
przebiegiem krzywej cyklu granicznego rlofr.

przykład 2. Rozpatrzmy układ regulacji prędkości obrotowej turbiny parowej (rys. 7a)
ze strefą nieczułości w torze głównym regulatora.

Regulator typn PI, o współc4lnniku wzmocnienia Ka:25, podaje sygnał na dwa sze-
Iegowo połączone wzmacniaczę 1-go rzędu ze stałączasową Tt:0,35 s. Stała czasowa wir-
nika wynosi Ę:8 s. Interesuje nas charakterystyka dynamicznaukładu w funkcji prędkoś-
ciowego współczynnika wzmocnienia K":llT, całl<l4ącej części regulatota PI.

J€eli do rozpatrywanego układir zastosować metod,ę funkcji opisującej, to z obliczęil
otrzymujemy charakterystykę dynamiczną -F podaną na rysunku 8. krz}wa f'niestabil-
nego cyklu granicznego \of r bierze początek w punkcie Fr, który jest przybliżonym pun-
ktęm bifurkacji 1-go rodzaju. Z przebiegu krzywej cyklu granicznego wynika, że granica

,I/ | A1,1n= 6

Z-
L.0,

=i>o-+* Ą_ 1
K^t

i r '--=-
U

L

+
clrt.l- j *ąsf

ą

I<.n/.l
'n " 9< (J/

Rys. 7. Schemat układu nieliniowego (a) oraz ekwiwalentny ukia(: i;, 'owy (b)
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G* globalnej stabilności układu nieliniowego pokrywa się z granicą G, układu liniowego.
PrzejdŹ:mY obecnie do korygowania charakterystyki w obszatze małych odchyleń"

" 

Ze schematu (rys. 7Ą otrzymujemy transmitancję części liniowej układu:

G,(s): K* 1+ ąsvŁ\J./-Ę:rś (1+Ęł
WYnika stąd, że jest to układ rzędtl n: 4, z astatyzmemv : 2 i stabiln ą częściąstatyczną

G"(s), którą można przedstawić w'forrnie iloczynu:

1
G"(s):(1 + r" r) 

1, * 7.y :(1 + ąs) GjG).

Ponieważ T"ż0, a odpowiedź skokowa części G](s) jest funkcją niemalejącą z zerową.
wartoŚcią początkową, to rozpaŁrywany układ nieliniowy jest klasy 2 i do ana7izy można,
zastosować kryterium stabilności K.2.

Zbadań(na maszynie analogoxej) ekwiwalentnego układu liniowego (schemat - rys..
7b) otrzymujemy krąnve przeregulowania )" i Ą podane na rysunku 8.
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'lo

!
F

Rys. 8. Charakterystyka dynamiczna
układu nieliniowego z rys. 7a

A - obszu globalnej stabilDości, B - obszar
z cyklem granicznym, C - obszar globalnej nie-. stabitności is ""*'' K= /,cĘ

Ponieważ dla K":1,15 s-.1 przeregulowanie ź osiąga wartość ktytyczną(źr..: l) ijedno-
cześnie jest d'o>0, wobec tego faktyczny punkt bifurkacji P1 występuje dla ).u,:1. Skory-
gowana ktzywa cyklu granicznego bierze więc początek w punkcie P1, anie w punkcie F1 .

warto zaznaczyć, żę - w odróżnieniu od poprzedniego przykładu - w tym przypadku:
obszar B z cyk|em granicznym występuje na prawo od granicy stabilności globalnej Grr,.
PrzY czYrn w obszatzę,B układ jest lokalnie stabilny (ź < l) i wzbttdza się twardo, ze względu
na sąsiedztwo niestabilnego cyklu gt anicznego.

6. Podsumowanie

Przeprowadzona (w części I i II) analiza dynamiczna układów nieliniowycb klasy 1

(zhisterezą).i klasy 2 (ze strefąnieczułości) pozwoliła sformułować dla tych układów odpo-
wiednie kryterium siabilności lokalnej.
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Podane kryterium stanowi efekĘwną metodę wyznaczaaia obszarów i granic stabil-
ności lokalnej w puestrzeni parametrów badanego układu.

Zasńnicza cecha tej metody polega na tym, że badarry układ nieliniowy zastępujemy
tzw. ekwiwalentnym układem liniowym, a następnie, na podstawie charakteru odpowiedzi
skokowej ękwiwalentnego układu liniowego, wnioskujemy o stabilności lokahej układu
nieliniowego.

Do tYch celÓw najwygodniejsza jest elektroniczna maszyna analogowa, na której _ po
zamodelowaniu odpowiedniego ekwiwalentnego układu liniowego - można w prosty
sPosób bńaó charakter odpowiedzi skokowej ekwiwalentnego układu liniowego w funkcji
parametrów układu.

Poniewź przy, tym modelujemy układ liniowy (a więc z pominięciern członów nieli_
niowYch w rodzaju histerezy względnie strefy nieczułości), to wyniki uzyskiwane na maszy-
rrie analogowej odznaczają się wysokim stopniem dokładności.

Zamieszczonę w części I i II przykłady obliczęniowe v,rykazlją, że na podstawie poda_
nego kryterium można w obszarze małych odchyleń, w odpowiedni sposób, korygować
charakterysĘki dynamiczne otrzymane metodami prrybliżonyni, na przyl<ład metodą li-
ne ary zacji harmonicznej

PrzYkJadY te pozwalająrównież wyrobić sobie pewien pogląd na temat wielkości i cha-
rakteru błędu, jakim obarczone są wyniki analizy w prąrpadku stosowania metod przybli-
żonych.

Dodatek

A. Warunki początkowe €azy 3

Ze schematu (rys. 2) wynika transflrmata Lap7ace'a 4(s) sygnału 7(r):

ł(s): -sG,(s)y(s)+
W,(o-)_W,(0_)

(26,)
sM"(s)

Na Podstawie.reguł rachunku operatorowego [3, 4], przy uwzględ-nieniu warunków (13) i (1a),
otrzymujemy

W,(O -) - W,(O -) : 71,4"(r) ł yo F (s, k ), {27)

gdZie .F'(s, ,ł;) - funkcja 7miennej zespolonej s oraz współczynników ł1 występujących w warunkach
(13) i (14).

Z rówlania Q6), przy uwzględnieniu równań (16) i (27) oraz z relacji: Jż3 : coTrst: źr,6 , po prostych
przeks2tałceniach, otrzymujemy transform atę lry@) przyr ostu l q r(t);

7q 3(s) : yo[H#- ro,,,,] . (28)

Z równań (28) i (15) wynika, że tiansformata h13(s) jest proporcjonalna do yo.'Iym samym, rów-
nieŻ wszYstkie warunki początkowe (dta r:0+) sygnału lryQ) są proporcjonalne do y9, czylimożna
napisać:

la!)71+'1:p,yo (r:0,1 ,..., m).

.gdzie p.- pewne stałe za7eżne od transmitancji Gls).
{ż9)
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B. Ruch układu w fazie 3

B. 1. R.ozpatrzmyukładnieliniowyklasy2, rzędun:3(czylim:l)ioznaczmyprzezl:0chwilę
,początkową fazy 3. W fazie tej ruch układu opisuje się równaniem (17) 2-go rzędu. Zastosujmy podsta_
wienie lqiQ):lts(t):1)(t). Wówczas (17) przechodzi w równanie 1-go rzędu, ópisujące apeńodyczny
przebieg lunkcji u(t).

Początkowemu punktowi fazy 3 odpowiada na wykresie ry(r) (rys.2) odpowiedni punkt na opada-
jącej gałęzi krzywej z7(r). Wobec tego, dla l:0jest u(0)<0, ato ozlaczajżew fazie 3 (/>0) funkejao(r)
{o charakterze aperiódycznym) dla ),>0 nlę może ptzyjmować wartości dodatnich', czyli obowiązuje:
4;(r):o(l)<0. Tym samym, dla układów rzęda n:3 spełniona jest nierówność (20):

/Ę3(t): j ,,',O,*O dla />0.

D]a układów rzędu n:2 powyższy warutrek jest oczywiście również spełniony.

B. 2. Pr7ejdźmy obecnie do rozpatrzenia układu nieliniowego klasy 2, dowolnie wysokiego rzędu
nż4,

Część statyczną G"(s) układu - zgodnie z założenięm 4 (rozdz,2) - można ptzedstawić w formie
następującego iIoczynu:

C.(s):(l + 79s)G{(s):(1ł Tos)
1+41 §+...łą-s

Edzie TożO,Q1-1)<m:n-2, a ponadto transmitancja Gf (s) posiada tę właściwość, że odpowiedź
skokowa h*(t) części Gś(s), na wymuszenie jednostkowe u(t):1ę1l,jest monotonicznie rosnącą (nie-
malejącą) funkcją czasu i o wartości początkowej ł*(0+)>0,

Zbadajmy swobodny ruch układu rzędll nż4 w obszarze małych odchyleń Ą (rys. 9) i ozlaczmy
pr7ez zo(t) i z6Q) syglŃy na wyjściu odpowiednio z części a i b transmitancji G"(s).

Nięch r:0 oznacza chwilę, odpowiadającą stykowi faz 1i 2. Ztównań (4) wynika, że dla końca
faa l {t:0), przy sygnalę wejścibwymy':const:]ż1 : -!o,ozQśćstatyczrń G(s) osiąga stan ustalony,
ttzy czym 1'(O):Kty1. Wobęc tego, dla l:0 sygnał z"(t) przyjmńe wartośó tłstaloną zo(0):-ro,

aa= Za@) +/za i=dto:-1i,
y ={0)+A! +

b,

Rys. 9. Ruch rrkładu nielinio vego klasy ż. rzędu n24, w fazacb 2 i 3

,6 Prace IMP, z, Ę9

81

łtl
l



8ż J. Szczęsny

natomiast sygnń z{t) zeruje się: z6Q):g. Nietrudno zauważyć, żę dla t:o składowe prędkości 4, przyj_
muj ą wartości : ry',(O) : q' (0) : K1! g ot dz łi(0) : 0.

Oznaczmy przez ly(t), /z,(t) oraz /,1;Q) przyrosty sygnałów y(t), z.(t) oraz 4',Q) liczone od chwili

'=0., 
W fazi,ę 2 i 3 przyrost /y(t) iest ciągłąi niemalejącą funkcją czasu. W części I (Dodatek B.2) wy-

kazano, że dla tak zmieniającego się sygnału wejściowego .ly(t) sygnń Az.(t), występujący na wyjścirl
bloku a o transmitancji Gf (s), jest ciągłą i monotonicznie rosnącą funkcją czasu. Wobec tego, w fazachi
2 i 3 przyrost pochodnej lrll,(t): - K/z.(t) jest ciągłą, monotonicznie malejącą funkcją czasu,

Na mocy właściwości przyrostu lz"(t) i rysunku 9, można dla sygnału z5(/) napisać:

d
zoQ): 7o - 

/z"(t)2o dla , > 0,
dt

a to oznacza, że składowa prędkości 4i w fazach 2 i 3 nie może przyjmować wartości dodatnich, czylir

4'n: - KtąśO, (30}
Nierówność (20):

lryz7)<0 (t> T"),,

dotyczącą przylostu śygnału lry(t) w fazie 3 (tj. dla t> T), możLa, na podstawie rysunku 9, napisać
rv następującej postaci:

żt1,(t): J' ą,dt: l h;+ąłat<a ; t>Tz.
T2 T2

Na mocy (30) składowa 4i<0. Wobec tego, dla spełnienia nierówności (31) wystarcza, jeżeliw fazie
3 będzie ryi < 0. Tbn postulat, (przy uwzględnieniu moootoniczności przyrostu pochodnej /ł1',i na,podsta-
wie rys. 9) sprowadza się do warunku wystarczającego:

czyJl
tli,(T2): ę"ąg,

6,: z,(Tz)ż0. (32,},

W ten sposób wykazaliśmy, że dla układów klasy 2, rzędu nż4, nierówność (32) jest wystarczają-
cym warunkiem spełnienia nierówności (20).

Praca wpĘnęła do Rerlakcji w październiku 1978 r.
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Kprreprfi ocnorblBaeTc, Ea Ecc{IeAoBa'* cur*aJla ynG) @ ArIa n>4 Ta*xe tr ctrfiIaJIa zg,.,(t))'npr
[oAaq: eAEEFnoIo crytrensaToło ror4eficrrnł w(t):1ę11 rra BxoA r. nas. gK;[Barregrnoź rrlłefuof;
cucreł,irr (puc. 3 r 4).3nałemrcnrEźUIoB lBWZd,gB ToIIKe trepBoro MaxcmryMa (lil-urr)ooa"orr*oi
cyIIT b o lora.rnuofi ycroż,rmocTr uellq-Hefuoż cucTeMil.

IlPnrłenxx YKa3almń KptrTepd qerrecoo6pasno troJlb3oBaTbc, 9JleKTpoffio-anałorosofi rrłamaoĄ
Ea KoFoPoń MoxEo nerxo 3aMoAeJMpoBaTb oKBuBźUlerrrryio łnrefuyro ctrcTeMy, a 3aTeM trpocTBIM ctro-
co6ołr uccrre4cisaTb ggaseEu, cmEaJIoB ynG) u z1,,(t),

StabiliĘ Criterion for Two Cla§§es of Nonlinear Automatic Control Systems
Part IL Systems with Dead Zone

Summary

A stability criterion for a particular class of nonlinear §y§tem§ with a dead zone (Fig. 1) has been

|res9nte! in the paper. The criterion makes possiblę effective ,determination of regions and verges of
Iocal stability.,

Thecriterionconsistsininspectionof.asignalyn!) (as well as zB,"(t) fornż4) resulting from the
application of a unit-śtep_function p(r):l(l) at the input of a so called equlvalent linear system (Figs 3
and 4). Values of signals y3 and zB, o at lhe ńrst maximum (l-L l-*r) provide the information on the local
stability of a nonlinear system.

It is convenient when applying ,the criterion to use an analogue electronie computer allowing for
easY.modeling of the equivalent linear system and simple inspection of the values,oi9ignąls yo(ri:'anc
zą.(t).
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