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JAROSŁAW MIKIELEWICZ, EUGENIUSZ IHNATOWICZ

Gdask

Analiza ruchu falowego cienkiego filmu cieczowego poru§zanego ptzez
naprężenia sĘczne na granicy rozdziała faz*

Rozpatrzono ruch falowy cienkiej walstwy cieczy poruszanej przezintensywny ruch fazy ga2owej.

Zbadano wpływ naprężeń stycznych oraz gradierńu ciśnienia na parametry ruchu falowego.

Spis oznaczeń

a - amplituda fali, t - naprężenia styczne,

c - prędkość fali, p - funkcja odchylenia powierzchni filmu
k - liczba falowa, od wartości średniej Zdefiniowana w za,
K - paramętr zdęfiniowany w zależności (9), leżności (15),

p - ciśnienie, 0) - częstośćfali.
t - czas' 

Indeksy dotyczą:w - prędkość,
x, ! - współrzędne, i - granicy rozdziału faz ci*ł-pata,

ó - grubość filmu wodnego, 0 - wielkości zastępczej,
ż - długośćfali, u - ścianki,
p - lepkość dynamiczna, - - wartości średniej,
y - lepkośćkinematyczna, ' - cieczy,
p-gęstość, "-gazu.
o - napięcie powierzchniowę,

1. Wstęp

W zwiąku z prowadzonymi w Instytucie Maszyn Przepływowych PAN badaniami nad
zagadnienięm odrywania się kropel z powierzchni filmu, rozpatrzono ruch falowy cienkiego
filmu cieczowego poruszane3o pTzez naprężenia styczne dzialające na granicy rczdziału
faz cl,ecz-para.

Proces odrl,wania się kropel z filmu uzależniony jest głównie od struktury.ruchu falo- §

wego filmu. W pierwszym etapie tworzenia się fal powstają fale o małej amplitudzie. Pozna-
nie takiego ruchu faloweg9 może dostarczyć cennyeh informacji dotyczących również in-

* Pracę wykonano w ramach problemu międzyresortowego MR. I. 26, ,,Podstawy projektowania
maszyn i urządzeń energetycznych", grupa tematyc7na 06,

!t Prace I]N.[P, z, 7g I49l



50 J. Mikięlewicz, E. Ihnatowicz

nYch struktur ruchu falowego fi.lmu, a w konsekwencji procesu odrywania się kropel
z grzbietów fal. Ruch falowy o małych amplitudach może być rozwiązany w sposób kla-
SYcZnY Za Pomocą teorii małych zablrzęń, Teoria małych zabarzeń pozwa7a na okręślenie
parametrów ruchu falowego, takich jak: prędkość tuchu falowego, długość fatri, itp.

w ptacy zajęto się próbą teoretycznego zbadania wpĘwu naprężeń stycznych na gta-
nicY rozdziałl faz oraz gradientu ciśnienia na ruch falowy cienkiego fllmu cieczowego.
Rozwiązanie takiego ruchu falowego uzyskano przęz zastosowanie metody zaproponorvanej
przez Kapicę [1].

Zastosowanie wyników badań zagadnienia odrywania się kropel z ynwierzchni fi.lmu,
jak również związanego z nim ruchu falowego filmu, jest istotne w technice. Można je np"
wykorzystać do lepszego opisu zjawisk zachodzących w przepbwie dwufa7owym-pierście-
niowym oraz do badań hydrodynamiki przepĘwu cienkich warstw cleczy pŁynących po
powierzchni łopatek kierownic4lch w ostatnich stopniach części niskopręźnej turbiny pa_
rowej.

SPecYfika Powyżsrych problemów technicanych wią.ze się z koniecznością uwzględnie-
nia wpływu naprężeń stycznych, jak również gradientu ciśnienia, dla przepływu fazy cie-
kłej. DotYchczasowe rorważania nad ruchem falowym filrnu cieczowego dotyczyły głównie
przepływu grawitacyjnego co znajduje odbicie w wielu pracach (nr. in. w [1+4]).

2. Rozkład prędkości w fiImie niezafalowanym

PrzYjmijmY, żę film cieczowy porusza się głównie dzięki działaniu naprężeń stycznych
na Powierzchnj rozdzjału faz ciecz-para. Równania ruchu i ciągłości dla fiJmu niezafalo-
wanego przedstawiają się następująco:

(1}

równanie

(ż}

.. aw, , 0w, ,ó'r, I apl9r;-*}rr-:v' =_;- . _-,
oX 0y 0y' p' dX

uł*9],:o.
0x dy

Z równania ciągłości wynika, że dla wv:O, 7w,f ax:Q. Następnie, całkując
ruchu przy warunkach brzegowych:

!:0, Wr:0,

./:0, Y:Ł,0y pl'
otrzynnuje się z zależności (1) jednowymiarowy profi.l prędkości w postaci

1óplx-
'r,:rł arY- 

+v Y (3}

zrłlkle gradient ciśnienia można pominąć i wówczas wzót przyjmuje znaną postać
,|w

W,:v !.
j

i

l
J

(4}
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W PrzYPadku, gdy znane są naprężenia styczne TirLa graniay rozdziŃu faz ciecz-parao
a nie na ściancę ,tw, z 7,a7eżlości (1), przy warunkach brzegowych

51

gdzie ó - grubość filmu cieczowego.
Wprowadzając do wzoru (6) średnią prędkośó filmu

1?m:; 
J,_o, 

: 
##* -(ł_+ #r +: i#'śł *,

0

otrzymuje Się

,,:dŁi (*)' *,,"-,, ("')],
gózie

'EiK:- (9)
dp

dr6
określa stosunek sił naprężeń powierzchniowych do sił wywołanych gradientem ciśnięnia.

(5)

otrzymuje się

(6)

(7)

(8)

3. Ruch falowy fiImu o małej amplituilzie

Po przekroczeniu określonej prędkości pr2epłylalu filrnu cieczowego na powierzchni
rozdziała faz powstają fale. Będą one przedmiotem przedstawionej poniżej analizy.

W celu określenia długości fali ruchu falowego filmu rozpatrzono falę o małej ampli-
tudzie (rys. 1).

Przyjęto niestacjonarny ruch filmu; porusza się on ruchem laminarnym. Równanie
ruchu takiego filmu, przy uwzględnieniu sił kapilarnych dzialĄących na granicy rozóńału

1_ _ _\

_ wsi_- G
Rys. l. Schemat przępływu zafalowanego filmu cieczowego
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ó:óo*óo cp:6g(Ił q), (15)

gdzie 6o - średnia grubośó filmu, ó6p - odchylenie powierzchni filmu od grubości średniej.

Dla ruchu falowego fllmu cieczowego można przryjąó, źe jego grubość i średnia prędkoŚć

zależą od argumentu x-ct (rozchodzenie się zaburzeńfalowych), gdzie c - prędkość fali.
Stąd

faz i po wykorzystaniu równania zachowania masy, można przedstawió według [3] jako:

**,.*-( i'*,,)*:;#-i,;_-"# (l0)

o

Równanie ciągłości daje zależnośó

Poszukiwany profil prędkości w" jest funkcją współrzędny ch x i y oraz czallL l. Rozpatrzono
f,ale, których dfugość ), jest duża w porównaniu z grubością fllmu ó. W tym przypadku

równania (10) i (11) mogą byó uśrednione względem grubości filmu ó.

Wprowadzając profil prędkości (8) do równań (10) i (11) orazprzyjmując, że średnia
prędkość fllmu w:lry(x, l) otrzymano:

*[(*)' -,," -,, (#)]'# - (#)', (#)' + 2 (K -', (+)]' # -

_( 3 \2 f 2v 2(K_1)l l- v3 K- 1 ] ań

\3K_r)'[Ź*-u ] lT*- ó '' )Ń:
o d3ó ' ur_*r, :!_i G2):VaF- 

p, a*'' sR_26,' \^-

Uśredniając zależnośó (12) względem współrzędnej y otrz;,mano:

.aw3wdw
ti+(r- D] i+ 3K_2[fr+.1(x_ 

1)+ś(K_ I),) 
ax

_o 3K-2**?2_I 3K=Y 
(13)

p' 3 d\3' ó2 p' 3 0x

Równanie r-achowania masy (11) można przedstawić w postaci

a6 a (w6)

i:- a- , (14)

W analizie prryjęto, żę dlafalo maĘ amplitudzie grubość fllmu ó moźe być przedstawiona
jako

(1 1)

ó

óó óll \-:-: -:- l l w-dy l.0t dx\J /
0
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stąd

a następnie

a6 a6 "0q
-:_c-:_co^-,0t 0x "0x

ań aw

-:-at 0x

V/prowadzając za|eżlości (15), (16) i (17) do równania ruchu (13) i równania ciągłoŚci

(14), otrzymano

- c t++(r<- D1 * - &t*+r.(r- 1) +3(K- D'7 *:
_ a 3K-2 d36 *?'y _ I 3K-2 ap'V s -af- 6' - p' s a*'

a_,
a_[(c - 

w) óo(1 + p)] :0 .

Całkując równanie (19) otrzymano

Óo(c - w) (1 + p) : const : ó6(c - w9) ,

_ C-Woil:c--, ' źwo+(c-wJ Q-(c-wo) ę'+... ,
I- (p

" (Jw ą('
^ 

:(c- wg)(1,-2(p) _ ,dx ax

gdzie wo, zdefiniowanę w (Ą, oznacza średnią prędkość w zastępcryt| filmie gładktm

o grubości odpowiadającej średniej grubości fllmu zafalowanego óo.

Wprowadzając równania (15), (21) i Q2) ó,o (18) otrzymuje się równanie na funkcję p.

Pierwsze ptrybliżenie tej funkcji możla przedstawić równaniem

ł u,'# P* - u -,J {* t* + *rr - r; + ilr - D'l -,tj + rr - rll} "

dp 2v' . 2v'wn 1, 3K- 2 0p _o. O3\"ń*ń(c-3wo) q+-Ę-v s 0x--. \--'

Równanie (23) jest równanięm różniczkowym liniowym trzeciego rzędu. Aby rozwiązanie

tego równania było periodyczne i nietłumion e* , zarówmo,woln} człon równania jak i czlon.

przy Q muszą być równe zeru. Pierwszy warunek jest spełniony, gdy

I dp 3K-2 
",,ilo: , -:- --;- Oo.pdx o

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

i

QL)

(22)

Q4)

* Jeden z recenzentów zwraca uwagę na wyeliminowanie z roz:wążań rozwiązania z falami
tłumionymi i brak uzasadnienia takiego postępowania Qlrzyp. Red,).
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porównując Q4) ze średnią prędkością filmu niezafalowanego Q) otrzymano

lro _- ly . (25)
azaacza to, Że w Pierwszym przebliźeniu średnia grubość filmu zafalowanego do jest równa
grubości filnu niezafalowanego ó.

Z drugiego warunku wynika, że

c- 3wo . (26)

Po uwzględnieniu w równaniu (23) wspomnianych wyżej warunków i relacji Q5) i Q6),
otrzymano

6 _ (3K-2)2 d3tp " /35K2-45K+14\ da
-ćvuo- s os+zw6( 5. )ń:o. (27)

leŻeli Przez k oznaczYmY liczbę falową, to rozwiązanie na funkcję rp możnaprzedstawić
w postaci

gdzie
(28)

(29)

tp: a sir'(kx- @t) ,

,._f 6 35K2 -45K+14 wo2p'lt^-LT cK:f- "Ą 
j

GdY Parametr KokreŚlonY zależnością(9) dąZy do nieskończoności, co odpowiada ruchowi
fiLnu wywołanego tylko naptężeniami stycznymi, liczba falowa ł wynosi

u: P@t^-V -oóo (30)

i jest nieco większa niż dtaptzypadku filmu poruszanego przezsilęgrawitacji. wprzypadku
filrnu poruszanego siłą grawitacji stała wynosi 4,2, a nie ł,ee 1al< dta rczpatrywanego przy-
padku. Z,ależnośó Q9) możnaprzedstawić w postaci

k:Yyą]r
Wartość funkcji/(Ę przedstawiono w tabeli 1.

(31)

Funkcja/(Ę posiada maksimum dla K: l, 2, któte wynosi /(1, 2):4,8750. Film po-
ru§zanY PrzeznaPręŻeniastYczne i gradient ciśnienia posiada zawsze większe liczby falowe
niź film poruszany przez siłę grawitacji.

WartoŚĆ liczbY falowej k,wyznaczonej zzależności (31), pozwala na określenie dfugości
fali

2rc,}r:-.
k

Tabela 1

{3ż)

l
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4. Wnioski

poryyższa analiza wykazała, że dfugość fali na powierzchni filmu poruszanego przęz

naprężenia styczne jest nieco mniejsza niż dla filmu, którego ruch wywołany jest siłą gra-

witacji, przy tym samym natężeniu przepływu i grubości filmu. Inne parametry ruchu falo-

wego, jak średnia grubość oraz prędkość rozchodzenia się fal, są identyczne jak dla przy-

padku filmu grawitacyjnego.

Umiarkowane gradienty ciśnienia nieznacznie wpływają na liczbę falową, a Ęm samym

i na dfugość fali. W obliczeniach inżynierskich ich wpływ na ruch falowy filmu może być

pominięty. Przy dużrych gradientach ciśnienia (larametr K-ł0) długość fali, jak to wynika
ztabeli 1, jest taka sama jak dla przypadku filmu grawitbcyjnego.

Praca wpłynęła do R€dakcji w marcu 1979 r.
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Alrrauus BoJIHoBoro ABRxeIilf rorrxofi xrl.{KocTnofi IIJIeHKI|,

nepeAB[raeMofi xacare.lnRrrMil HaTfl rrteHI{aMI{ Ha apauuqe pas.4erra rPas

pegrorvre

flpł uołrorqrł Teoplłtr Man},Ix Bo3Myrqerrrłft axanrłarłpyeTc, BoJIHoBoe ABIDKeHEe rołłxofi rrałArocrgofi

IIJIęHKIł, 11epeAB14.aeMoż firłrexcrsubrM TeqeufieM raroo6pasnoft $aer,l. B auarlł3e IIPtrMerłeH MeTo,q

rrepeAIoxeHHbfr fI. JI. Kanuqoft. B pesyrrrraTe ollpeAefiel{o,qJII{Hy BoJIEbI, a TanKe Apyrtre [apaMeTpLI

tsoJIIIoBoro ,qBllxe11llrr. Ąrrurła noxrłlr aBtr3ana c 6espa:lteprrblM llapaMeTpou Ą onpege[eEHBIM 3aBfrcrz,

MocTBIo (9). Ilapauerp 1( oupege.rrxer oTI{omeHIIe cfin [oBepxHocTIłLIx HaTfixel{trń K cI{JIaM BbI3BaEHb]M

rpa.EIłeHToM p:aBJlenillg. Brnłqrrre 3Toro napaMeTpa Ha AIIłIry BoJIHrI HeBeJIfiKo,

Kpove toro oKa3blBaeTc_fi, {To AJMHa BoJIHII nJTerłKIł nepeABrraeMoń IHTeHcI,IBEBIM TeqeEIłeM ra3o-

o§paarrofi $asrr rresrrauuTeJlbto oTJIIF{aeTc.fi oT AJIIłI*,I BoJIHBI IIJIeHKE reryqefi rro,4 BJItr IIlrIeM rpaBflTa-

r.IaoHHoż cnnsl.

Analysis'of the Wave Motion of a Thin Liquid Film Driven by Shear Stresses at the Liquiil-

-Gas Interface

Summary

Thę wave motion of a thin liquid film driven by intensive flow of gaseous phase has been studied

using the perturbation theory. A method proposed by P. L. Kapica was used in the analysis. As a result

the wavelength and other parameters of wave motion węre obtained. The wavelęngth is associated witb
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a dimensionless Parameter K defined by relation (9). This parameter expresses the ratio ofsurface stress
forces to those 

_caused 
by the pressure gradient. rhe etrect of K on the wavelengń t .lrót.-'- 

'--'""

_ Besides, it follows from the studies that the wavelength of fitm driven by intensive floiv of gaseou§
phase does not differ much from the wavelength of film flowing under the gravity forces.


