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JAROSŁAW MIKIELEWICZ

Gdańsk

Adiabatyczny przeplyw warstwy cieczy w kanale*

W pracy podano zależności pozwalające na obliczenie parametrów fa7y ciekłej i gazowej w przepły-

wie. Przepływ fazy Eazowej potraktowano jako jednowymiarowy. W rezultacię otrzymano proste zależ-
ności analityc2ne, opisujące zmialę grubości warstwy cieczy wzdlvż kanału.

Spis oznaczeń

A - przekrói kanału,
c - ciepło właściwe,
d - średnica kanału,

1do
D: -- : - parametf zdefiniowany w (29),

pax
G - natężelie przepływu,
p - ciśnienie,
R - stała gazową
r - t€mperatura,
z - prędkość,
U - obwódkanału,
_x - współrzędna wzdłużna kanału,

/ - wspóhzędna poprzeczna kanału,
a - współczynnik przejmowania

ciepła,
ó - erubość warstwy cieczy,
p * lepkość dynamiczna,

v - iepkość kinematyczna,
l - naptężenia styczne,
p - gęstość,

6 - wspołczvnnik tarcia,
Nu - liczba Nusselta,
Re - liczba Reynoldsa,
Pr - ticzba Prandtla.

Indeksy d,otyczą:

e - średnicy hydraulicznej,
i - granicy rozdziałufaz,
g - gaz!,
f _ cieczy,
p - ciśnienia,
z - kolejnego pr7ybliżenia,

x, ! - odpowiednichwspółrzędnych,
0 - warunków początkowych.

1. \ilstęp

Badania podjęto w zwia,klt z prowadzonymi w Instytucie Maszyn Przepływowych
§zerszymi badaniami na temat ruchu wa$tw cieczy (wody) w kanałach kierowniczych
i łopatkowych turbin parowych. Przepływ cienkiej warstwy cieczy w kanale występuje
również przy chłodzeniu łopatek turbin gazowych lub też dysz rakiet.

* Pracę wykonano w ramach problemu międzyresortowego MR. I. 26, ,,Podstawy projektowania
EĘstryn iurządzeń energetyc2nych", grupa tematyczna 06.

t39l



40 J. Mikielewicz

Zwykle w litęraturze przedmiotu pfiępływ filmu cięczowego traktowany je§t nięzależ-
nie od ruchu fazy gazowej. Jako sprzężenie przyjmuje się jedynie ten sam gradient ciśnienia
oraz laprężenia styczne na granicy rozdziałl faz. W niniejszej pracy obie fazy są rozpatry-
wane łącznie. Analiza ma charakter uproszczony, jej celem jest pokazanie wpływu ruchu
jednej fazy na drugą w przepł5,wie dwufazowym w kanale o zmiennym przekroju.

W pracy podano zalężności pozwalające na określenie parametrów fazy gazowej oraz
fazy ciekłej w zależności od współrzędnej kanafu. Rozpatrzono zarówno ściśliwy jak i nie-
ściślirvy ruch fazy gazowej. Przeprowadzonaanalizapozwa7ana obliczenię zmiany grubości
warstwy cieczy płynącej po ściance kanału, spowodowanej przepływem obu faz w kanale.

2. Wyprowadzenie zaieżności wiąźących przepływ warstwy

Rozważmy kanał (rys. 1), w którym przepływa faza gazowa, a po jego ściance płynie
warstwa cieczy (filmu).załóżmy, że w danym przekroju kanału l(x) prędkość gazu wynosi
ug, tęlnpęTatura Tn, ciśnienie pn, a dla filmu, prędkość u1, te$peratura Tr. Zmiana długości
o dx powoduje zmianę przekroju kanału o dA. Określmy parametry w nowym przekroju.

ri:
1 l lp', ,p_r",. 

iPo l ^ Ę', ,Tgłdrg i
Tg I b9 *ug | 1ug+dug l x_--.5 A ldx AłdA ;Aa ^ -i"^ *:::: 

I

--§--,=<nl ' 
i

-24r§l-il,ar, 
i

i\| Rys. 1. Kanał w którym przepływa faza
gazowa oraz warstwa cieczy

ZaaZmy,że istnieje *ńrunu ciepła i pędu między fi.lmem a
my, Żę:

gazem. Ponadto przyjmuje-

- wymiana masy między filmem a gazemjest pomijalna,

- przepĘw jest adiabatyczny,
_ dysypacja energii jest pomijalna w fazie gazowej,

- przepĘw jest jednowymiarowy,

- gaz ma własności gazu idealnego,

- własności cieczy tworzącej film są stałe,

- film cieczowy jest na tyle cienki, że można l*vażać, że przepĘw gazu odbywa się
całym przekrojem kanafu,



Adiabatyczny przepływ warstwy cieczy w kanale 4§

przepływ fllmu jest laminarny.
Równanie ciągłości rnasy daje za!ężaości:

, - dla gazu 
-A:G-. (1).

_ dta filmu 
P'unA:Gn'

p161urIJ:Gl, (Ż)

Edzie pn, pr _ gęstości gazu ifilmu, odpowiednio ug, ul ptQdkości gazu i filmu, ó7 - gru_

bośó fllmu, U - obwód kanału o przekroju,4(x).
Równanię stanu gazu można przedstawić w postaci:

, p: pgRgTg (3)l }

lub, wykorzystując równanie ciągłości (l), jako

' 
,:Ł^nrn, (4},

UgĄ
gdzie Rn - stała gazowa,
; Z równalia (4) wynika, że

^ ^ l dTg _TgdA _Tndrn\. (5)dp:QRo\ń- T-",-ą^ )'
a dalej

. a:dT! _Ąun _dA . (6}

Pą,tgA
Przy pominięciu dysypacji energii mechanicznej równanie ruchu dla obl faz moŻna Prze-
dstawić jako

du. du^-dp:Grfi+o,?. (7},

Dla adiabatyc znęgo przepływu równanie energii, dla obu faz, przedstawia się nastęPująco:

e ,|",,r,*!f*Ou|,o"r,*Ęf:"o^,', (8},

stąd ,,:-*_Zlł*,*T3. (9},

Z równtń (5) i (7) możlawyeliminow ać dp otrzymając

dT,:Ł7^_9t9!',A r1 To1

" A o Gn *'_ff -undunL+,-a, (10),

Następnie, eliminując dTn z równań (9) i (10), otrzymuje się

R,r,Y - 9l - 
" 
o, R, clT f 

- Rnu t du' 
* ! u, au rf

,,, _--g 
-g A G, L crn o ' crn Uó " ' J. (11),*'c l-. Rg RnTr1, u,L,-;"-Ę)
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Aby wyrazić dTo poprzez du1 i dTl można równanie (11) podstawió do (10) otrzymując

dTr:f (du1, dTf , dA) . G2)
Ostatecznie dTn z równania (12) i duu z (11) można podstawić do równania (5) i uzyskać

dp:f(dur, dTf, dA). (13)

Dla elęmentarnej dfugości kanału dx można uzyskać, zamiast równań (11), (l2) i (13),
zaleiności

7-ależności (l4), (15) i (16) są zbliżonę d,o zależności uzyskanych w [l] dta przepływu cząs-
tecznk ciała stałego w gazie; służyć one mogą do obliczeń numerycznych przepfuwu.

Można uprościć modęl przyjmując, że faza ciekła nię wpływa na ruch fazy gazowej,
tzn. wstawiając w równania (I4), (15) i (16) Gt:O otrzymuje się zaleźności ,pro-rr""oo.,

RgTg dA Gr f -ro, _ dTt Roul.du1 . A dur1
A d--ąL% \T- % dr+ńu, *J

_. l-, Rg R|TJ
",L'-Ę--Ęl

dTg_Tg dA _Gr unA dur_,, durf !_rr1dx A dx Gg RgóU dx -n dx |ao "? l'

#:o,^,|il#-f,#-h?]

Ir^ lo
A "dx

Ę-ł:T1'
drg_ą dA .. dunf I r,1
Ń- AE-%ŃJą-Ę)'

ft:*,",l;* #h #)

duo_ Gn 1 dA
d--- prT d"'

dun

dx , (I4)

(15)

(16)

(17)

(19)

fu:
dx

(18)

IeŻeli PtzePłYw fazY gazowej możaa traktować jako nieściśliwy, wówczas otrrymuje się
z z-ależności (7) i (l)

Ld!:-r"!. (20)pgdx " dx

Z równania ciągłości (1) można otrzymać dla tego przypadku, że

(21) 
{
;

.,ł

,;
d-.{
n
:



Adiabatyczny przepływ walstwy cieczy w kanale

Wprowadzając wzór (21) do Q0), ottzymuje się zależność

#:h#, (n)

z kt&ej wYnika, że zmiana ciśnienia spowodowana jest tylko zmianą przekroju i<anału.

3. Ruch filmu wodnego po ściance kanału

Gdy wprowadzi się ciecz na ściankę kanału, przez któty przepĘwa gaz, wówczas gaz,
wskutek sił tarcia, powoduje ruch cieczy. Równanię ruchu cieczy płynącej cienką *urrt*ą
po ściance kanału możLnaprzedstawić jako

au, , 0u, |ru* I 0pu, u;łu, Ń:r, a7- ,rń, Q3)

a równanie ciągłości

'r au-ily: - l a} ay, sdyż uy:0 dta |:o. (24)
lo,

Wprowadzając równanie (24) d,o (23) otrzymuje się

,-u#-*i*o,:",'#-*'ś
o

" warunki brzegowe zagadnieniamofua sformułować następująco:

1) dla j/=0 t,:O,

2) dta !:ó *:!,dY ttt

3) dla N:0 u,:ilo, ó:óg
Równanie (25) możnaprzedstawić w postaci

drrr*(r*r) hrt*n , ',,T:w^"#-u#rc*-łH,
przy warunkach brzegowych

1) dla ./:0 u,n:O, 
t

2) dla !:6 
dll,*, _Ti ,dy Fr

3) dla ' x:0 il*:ilo ó:óo.

43

(25)

(26)

I

i
t



J. Mikielewicz

Postać równania (26) umożliwia zastosowanie metody kolejnych przybliżeń. Metoda
tawteoriiwarstwyprzyŚciennej zastałazastosowana przezM.E. Szweca [2]. RównanieQ5}
naleĘ do tej samej klasy równań co równania warstwy przyściennej. Indeks n oznacza ta
numer przybliżeń,z których każde musi spełniać powyższe warunki brzegowe. Jako znane
prrybliżenie przyjmijmy u,,o:Oi wobec tego otrzymuje się jako pierwsze ptrybliżenie
rozkładu prędkości w warstwie ciecry

(27}

V/ prąrpadku, gdy gradient ciśnienia jest pomijalnie mały, z równania (27) uzyskuje
się znaną zależmość na profil prędkości filmu poruszanego przez naprężenia sĘczne

(28}

Wprowadzając zależnośó Q7) do (26) uzyskuje się drugie przybliżenie rozvviązania
w postaci

,*: 
+|, # *, #(;-,' #-ff --) -

"(L#_-# 6+D #\Ź-,,,'r*,,Ą, (2g}

gdzie

". 
:,, _f , Ł': _ #(#- rfn* 

Q 
- ru) 

"' pr I dx60 dx\pr )12 \pr )
/ 1, dT dD dt,\ ó3l' X 
\u, a- * a- Ó+D ń) e ]+na",

,--*#
Dla stałego gradientu ciśnienia, D:coflstl otrzymuje się z równa nia (29) zalężność

,.,: ł(# -,' ę # -, *)';-',,'; -

Znając natężenie przepĘwu fazy ciekłej Glmożnawyznaczyć zalężność zmiany grubości
warstwy cieczy ó od wspóhzędnej długości kanaŁa x.

Natężenie przepływu fazy ciekłej wyraża się zależnością

3

Gr:pf I rtdy.
0

Idpy2 /t, 1dp^\uł:ĘŃT*lń- 
* o-u 1, 

,

LiUxtź- !.
ltt

-ł,-C-,'(; #_*, #)I y+D6vlĄ (30),

;

{

{
l
J
I

t4
I
)
d
;l
_{

(31}
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Wprowadzając zależnośó (30) do (31) mamy po scałkowaniu

T-i(;-,ł;*-
_1(3*ra\ oa,

40 \pr /

dT" aUJ:-1rr_T).
dx Gt cpr

Wprowadzając (33) do (3a) otreymuje się

#\"u,-(ł "-d6

dx
(32\

(34)

(35}

Uwzględniając równanie (32) w (30), otrzymuje się prrybliżony profil prędkości warstwy
cieczy na ściancę kanału.

4. Wymiana ciepła między gazem a warstwą cieczy

wymiana ciepła pomiędzy warstwą cieczy a Eazen7 odbywa się na drodze konwekcji.
Dla ruchu burzliwego gazu współczynnik przejmowania ciepła między gazem a warstwą
,ciecą może być określony ze znanej zalężności Dittusa-Boeltera B)

Na : 0,023R e!,8 Pr|,n, (33)

gdzie Nu:ad"l^g i Ren:und"|vn są liczbami Nusselta i Reynoldsa opartymi na średnicy
hydraulicznej kanafu, tzn. d":461U, aliczba Prandtla Pr:vJan. Uproszczone równanie
energii dla warstwy cieczy można zapisać następĘąco

# : o,orr*e|," rr!,4 
Ł *(Tf - Tg) .

Równania (35) oraz (32)wtaz z równaniami (l4), (15) i (16) pozwalają obliczyćpara-
metry przepĘwu dwufazow ego gaz-ciecz,

5. Przykład zastosowań wlprowadzonych zaleźności

Rozpatrzmy przepĘw gazu nieściśliwego o natężeniu p,rzeplywu Gn przez kanał
o zmiennym przekroju, dla którego gradient ciśnienia jest siaĘ,tzn. dp|dx:const. Po ścian-
ce kanału pĘnie film o natężeniu przepĘwu G1 najednostkę szerokości kanału.

Korzystając z zależności (22) i równania ciągłości (1) otrzymuje się

dA

d*'
^ Idp I Gj
u_-

F1 dx v1 p'n A"

^1(oPo, (o U;
"n-E pł'

dT (n G? dA
dx 8 poA" dx

(30;



46 J. Mikielewicz

gdzie (o jest wsPÓłczYnnikiem tarcia obliczonym jak dla przepływu fazy gazowej po suchej
ściance.

'WProwadzając 
za7eżność (36) do (32) otrzymuje się równanię róźniczkowe, pozwala-

jące dla okreŚlonego ksztahu kanału (np. gdy A:axłb) obticzyógrubość f,lmu cieczowego
Ó w zalężnoŚci od współrzędnej kanału x, Równanie (32) jest równaniem nieiiniow5mr
i rłymaga w zasadzie nrrmęrycznego całkowania.

w celu znalęzięnia prostej relacji na grubośó filmu przyjęto w równaniu (32) pewne
uproszczenie, a mianowicie

,t:

1) D6<<-:,
ll
r,o. ó22) Gr_1l-:o(0).
zpl

Pierwsze uproszczenie jest realne w większości przepĘwów obserwowanych ekspe-
Tlr.entalnie. Wynika ono stąd, żę udziń na?rężeń sĘcznych w ruchu fi,lmu cieczowego
jest macznie większy od udziału gradientu ciśnienia. Drugie uproszczenie wynika stąd, że
Przy pominięciu gradientu ciŚnienia, natężenie przepływu filmu może być z dużądokład-
noŚcią okreŚlone ptzez profil prędkości rv filmie wywołanym naprężeniami stycznymi.
Wprorvadzając dwa powyższe uproszczenia do za7ężności (32) otrzymuje się

9=_7a" t 
.dx pdxD

Po uwzględnieniu nł.łiy*ów (36) w (37) otrzymuje się

9: __( on
'clx- 4 fu'

a po scałkowaniu w granicach od óo do ó

(3D

(38}

(39}

Jak wYnika zrównań (36), w kąnale o stałym gradiencie ciśnienia, grubość filmu cieozowego
w przybliżeniu zrnienia się liniowo.

6. Wnioski

W PracY Przedstawiono zalężnościopisujące przepływ dwufazowy gaz-cieczw kanale
o zmiennYnr przekroju, bez wymiany ciepła z otoczenięm. Rozpatrzono ruch fazy gazowej
oraz fazY ciekłej. Pominięto ptzy tym istnienie warstwy przyściennej , traktając przepływ
fazy gazowej jako jednowymiarowy. Ruch fazy ciekłej w tym nrodelu jest spowodowany
istnieniem gradientu ciśnienia orazaaptężeniami stycznl,mi na granicy tozdziaŁu faz, Na_
Prężenia tę można obliczyć w pierwszym przybliżeniu na podstawie parametrów fazy gazo-
wej. Przykładowo, zastosowano wyprowadzone zależności do przepływu d,wufazowego,
w którYrn faza ęazowa może być traktowana jako nieściśliwa; otrzymano proste za7ężności

a:_(. !Łx+óo.
+Pr



Ldiabatyczny przepływ warstwy cieczy w kanale

analityczne. Bardziej złożony przypadek przepływu, w którym faza gazowa przepĘwa z d:u-

żą prędkością i wymaga uwzględnienia ściśliwości czynnika, prowadzi do konieczności
korzystania z ana7izy numerycznej. Całkowanie numeryczne powinno przebiegać w sposób.
iteracyjny. Najpierw rozwiązuje się przepĘw fazy gazowej dla zadanego kanału przy, zało-
żrcniu, że ruch faty ciekłej nie wpływa na ruch fazy gazowej. Następnie rozwiązl4e się ruch
fazy ciekłej, co umożliwia uwzględnienie go w ruchu fazy gazowej, Povłyższa metoda jest
szczególnie ptzydatna do atalizy przepływu dwufazowego w dyszach maszyn przepływo*
wych.

Praca wpłynęła do Redakcji w listopadzie 1978 r,
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PacqeTa IIapaMeTpoB o6erłx texyrqux $as. Tełerłue ra:oo6pasrłoź $a:rr caltTaęTcą oAHopa3MepHbIM.

B Pesyrrsrare [oJTyqeEbI IIpocTl,Ię 3aBIIcIłMocTIl, Ilo3BoJlnlotr{re BbIqIłcJIrTb cxopocTr o6eux $as,
E TepMfiqecKtre IlapaMeTpBI B IIpoIł3BoJIEHoM ceqeHtru KaHaJIa. Ąarr npocroź rlplrMep WnIocTp[pyIoTT{Eń
MeToA pacqeTa. flonyłena aHaIET[qecKaff 3aBI4cIłMocTb olItrcblBa}oĘa{ u3MeIłeEIłe TonĘilłbl IIJIeHKE
BAoJIb KaEaJIa. Eoree crroxgrre cIyqau rpeoyror qtrcJleHEoro aEaJII43a, xoropr,lft MoxIIo npoBecTĘ L{cIIo]I6-
3y{ 3aBlłcuMocTfi BbIBeAęFHbIe e erofi pa6ore.

Adiabatic Flow of a Lay€r of Liquiil in a Channel of Variable Cross_Section

sirmmary

The Problem of flow ofa layer of liquid appears in many technical applications as, among others".
in guide-ring rotor channels of steam turbines, in cooled channels of gas turbines or in oxpansion appa-
ratus of rockets.

The rnotion of both phases, liquid and gaseous, along a channel of variable cross-sęction has bęen
atalyzed. The sinrplified analysis was aimęd at oIi'ering an engineer's rnęthod of calculation of both flo.
wing'phases. The flow of the gaseous phase has been regarcied as onedimensional. Simple relations
were obtained, rendering possible calculation of velocities ol both phases and thermal parameters in
anY cross-Section.of the channel. A simple example illustrating the rnethod of calculation was given, in
which an analytical relation describing the variation of the liquid layer thickness along the channel was,
obtained. More compiex cases require ądoption of numerical analysis which ean be carried out basing,
on the relations derived in the paper.
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