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JAROSEAW MIKIELEWICZ

Gdansk

Adiabatyczny przeplyw warstwy cieczy w kanale*

‘W pracy podano zalezno$ci pozwalajace na obliczenie parametrow fazy cieklej i gazowej w przeply=-
wie. Przeplyw fazy gazowej potraktowano jako jednowymiarowy. W rezultacie otrzymano proste zalez-
noéci analityczne, opisujace zmiane grubos$ci warstwy cieczy wzdluz kanatu.

Spis oznaczen

A — przekrdj kanatu,

v — lepkos¢ kinematyczna,
¢ — cieplo wlasciwe, T — naprezenia styczne,
d — $rednica kanatu, p — ggstosc,
D=—£—%€—C — parametr zdefiniowany w (29), th = rj;:a} c;y;rslgft a,tarcxa,
G — natezenie przeplywu, Re — liczba Reynoldsa,
p — ci¢nienie, Pr — licgba Prandtla.
R — stala gazowa, Indeksy dotycza:
T — temperatura, .
u — predkosé, e — $rednicy hydraulicznej,
U — obwbd kanatu, i — granicy rozdziatu faz,
x — wspolrzedna wzdluzna kanatu, g — gazu,
¥ wspoélrzedna poprzeczna kanatu, - cieczy,
o wspolezynnik przejmowania P ci$nienia,
ciepla, : n — kolejnego przyblizenia,
0 — grubo§¢ warstwy cieczy, x, y. — odpowiednich wspolrzednych,
# — lepko$¢ dynamiczna, 0 — warunkow poczatkowych.

®

1. Wstep

Badania podjgto w zwiazku z prowadzonymi w Instytucie Maszyn Przeplywowych
szerszymi badaniami na temat ruchu warstw cieczy (wody) w kanalach kierowniczych
i topatkowych turbin parowych. Przeplyw cienkiej warstwy cieczy w kanale wystepuje
réwniez przy chlodzeniu topatek turbin gazowych lub tez dysz rakiet.

* Prace wykonano w ramach problemu miedzyresortowego MR. 1. 26, ,,Podstawy projektowania
maszyn i urzadzen energetycznych”, grupa tematyczna 06.

[391



40 J. Mikielewicz

Zwykle w literaturze przedmiotu przeplyw filmu cieczowego traktowany jest niezalez-
nie od ruchu fazy gazowej. Jako sprzezenie przyjmuje si¢ jedynie ten sam gradient ci$nienia
oraz naprezenia styczne na granicy rozdziatu faz. W niniejszej pracy obie fazy sa rozpatry-
wane Iacznie. Analiza ma charakter uproszczony, jej celem jest pokazanie wplywu ruchu
jednej fazy na druga w przeplywie dwufazowym w kanale o zmiennym przekroju.

W pracy podano zalezno$ci pozwalajace na okreslenie parametréw fazy gazowej oraz
fazy cieklej w zaleznosci od wspétrzednej kanatu. Rozpatrzono zaréwno §cisliwy jak i nie-
. Scisliwy ruch fazy gazowej. Przeprowadzona analiza pozwala na obliczenie zmiany grubosci
warstwy cieczy plynacej po $ciance kanatu, spowodowanej przeplywem obu faz w kanale.

{ :
2. Wyprowadzenie zaleznosci wiazacych przeplyw warstwy

Rozwazmy kanat (rys. 1), w ktérym przeplywa faza gazowa, a po jego $ciance plynie
warstwa cieczy (filmu). Zatézmy, ze w danym przekroju kanatu 4 (x) predkosé gazu wynosi
u,, temperatura T, cisnienie p,, a dla filmu, predko$¢ u,, temperatura T',. Zmiana diugosci
o dx powoduje zmiang przekroju kanalu o d4. Okre§lmy parametry w nowym przekroju.

Rys. 1. Kanal w ktérym przepltywa faza
gazowa oraz warstwa cieczy

Zalozmy, ze istnieje wymiana ciepla i pedu miedzy filmem a gazem. Ponadto przyjmuje-
my, ze:

— Wymiana masy miedzy filmem a gazem jest pomijalna,

— przeplyw jest adiabatyczny,

— dysypacja energii jest pomijalna w fazie gazowej,

— przeplyw jest jednowymiarowy,

— gaz ma wlasnosci gazu idealnego,

— wlasnosci cieczy tworzacej film s state,

— film cieczowy jest na tyle cienki, ze mozna uwaza¢, ze przeplyw gazu odbywa sie
calym przekrojem kanatu,



Adiabatyczny przeplyw warstwy cieczy w kanale 41

— przeplyw filmu jest laminarny.
Roéwnanie ciaglosci masy daje zaleznosci:
— dla gazu
pyugA=G,, : (1
— dla filmu
p;0,u,U=Gy, @
gdzie p,, p; — gestosci gazu i filmu, odpowiednio u,, u, predkosci gazu i filmu, J; — gru--
bos¢ filmu, U — obwdd kanatu o przekroju A(x).
Roéwnanie stanu gazu mozna przedstawi¢ w postaci:

p=p,R, T, 2
lub, wykorzystujac réwnanie ciaglosei (1), jako
: G
2= 5 ;Ry T;I’ “)

g
gdzie R, — stala gazowa.

Z réwnania (4) wynika, ze

g a1,  T.dAd T,du, ).
P= —/E Azug uy A :
a dalej .

pTugA

a
Przy pominjeciu dysypacji energii mechanicznej réwnanie ruchu dla obu faz mozna prze--
dstawi¢ jako

du du,

—dp=6, tiG E - (1)

s R
Dla adiabatycznego przeptywu réwnanie energii, dla obu faz, przedstawia sie nastepujaco:

2 2
Gf[Pfo+ 2]+G |:png+ 2]—COHS'C; 8)

stad
dTg:Ji';ili’__GL I:EBZ de+ufduf].' (€))
CP.‘I g Pg ch

Z réwnafi (5) i (7) mozna wyeliminowac dp otrzymujac
dA G, u,dus A T
d']"g:._ n_bf_i_lg__lit_f_._ugdug _—J - (10)‘
A G, R,6U R
Nastepnie, eliminujac dT, z réwnan (9) i (10), otrzymuje sie

d4_G Ryusydu;, A
Ri f[ L easal ,,du,]

S A4 Gg Cpy Cpq Uo : (1 1);

: R.‘] Rg 1”9
Yplit= e 3
cl’n ug
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Aby wyrazi¢ dT, poprzez duy i dT; mozna réwnanie (11) podstawi¢ do (10). otrzymujac
d7;=f(duf,de,»dA). (12)
Ostatecznie dT, z réwnania (12) i du, z (11) mozna podstawi¢ do réwnania (5) i uzyskaé

Dla elementarnej dlugosci kanatu dx moina uzyskaé, zamiast réwnas (11), (12) i (13),
zaleznosci

s

u e,
dd, - di G4 e Sqi o A Ud'dx (14)
el R R T -
Bl
cl’g ug
dt, T, dA G, uA du, do, bl T (15)
—:“_———-—h——u —_— —_———— )
dx A dx G,R,0U dx ‘dx|R, u?
dp 10 T T o
dx " Y\ du dx  Au dx uZd dx |

Zaleznosci (14), (15) i (16) sa zblizone do zaleznosci uzyskanych w [1] dla przeptywu czas-

teczek ciala stalego w gazie; stuzyé one moga do obliczeri numerycznych przeptywu.
Mozna uproscié model przyjmujac, ze faza ciekla nie wplywa na ruch fazy gazowej,

izn. wstawiajac w réwnania (14), (15) i (16) G ;=0 otrzymuje si¢ zaleznosci uproszczone:

T,  dd
i TE -
d_ug___ A dx : an
dx [ R, RgT_,,:I
il
eae o
B oadd o adnt L B (18)
& i Ry
dp dt o Td4 Tdu, (19)
dx- ' ?| 4u, dx A*ugdx u?Adx |

Jezeli przeplyw fazy gazowej mozna traktowaé Jjako niescisliwy, wéwczas otrzymuje sie
z zaleznosci (7) i (1)

e Ll : (20)

o= R c- ot
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‘Wprowadzajac wzér (21) do (20), otrzymuje sie zaleznoéé

T G At @2)
dx p,;A> dx :

z ktdrej wynika, Ze zmiana ci$nienia spowodowana jest tylko zmiana przekroju kanatu.

3. Ruch filmu wodnego po Sciance kanalu

Gdy wprowadzi si¢ ciecz na $cianke kanatu, przez ktory przeplywa gaz, wéwczas gaz,
wskutek sit tarcia, powoduje ruch cieczy. Réwnanie ruchu cieczy plynacej cienka warstwa
Po sciance kanatu mozna przedstawié jako

G, - O gy 10y

e =+ e _ 23
ax oy ' ay* pyox &
a réwnanie ciaglosci
; y
u,
u,=— 561}’, gdyz u,=0 dla y=0. (24)
(0] > :
Wprowadzajac réwnanie (24) do (23) otizymuje sie
. 2
Ou, du, [ ou, ou= .0
oot EfC g, (e 9P (25)
ox, O0x J 0x oy® p;y0Ox
Warunki brzegowe zagadnienia mozna sformutowaé nastepujaco:
1) dla y=0 =0,
0 :
D) d g R
oy us
3) dla x=0 ux—'——uo, 5=60.
Réwnanie (25) mozna przedstawié w postaci
h 2
Pu,, UL, ot (¢ 10
e [ i 4 (26)
dy ox. - Gy 0x Py Ox

0
przy warunkach brzegowych

1) dla yp=0 u,=0,

duxn = T

dy p,
3) dla x=0 Upn=Ug 0=0,.

2D db o



44 J. Mikielewicz

Posta¢ réwnania (26) umozliwia zastosowanie metody kolejnych przyblizei. Metoda
ta w teorii watstwy przysciennej zostala zastosowana przez M. E. Szweca [2]. Réwnanie @5y
nalezy do tej samej klasy réwnan co réwnania warstwy przyéciennej. Indeks # oznacza tu
numer przyblizen, z ktérych kazde musi spelniaé powyzsze warunki brzegowe. Jako znane
przyblizenie przyjmijmy u, o=0; wobec tego otrzymuje si¢ jako pierwsze przyblizenie
rozkladu predkosci w warstwie cieczy

@7

W przypadku, gdy gradient ci$nienia jest pomijalnie maly, z réwnania (27) uzyskuje
sig znang zaleznos¢ na profil predkosci filmu poruszanego przez napreZenia styczne

T
U R— Y. 28}
W&y 4 (28)

Wprowadzajac zalezno$¢ (27) do (26) uzyskuje sie drugie przyblizenie rozwigzania

W postaci :
1 dD y° dD ¥ fa '
=—|\D———__ Do ) —+[ —=+D5
2 vf[ dx 360 dx ( >6o+(uf+ )X
1 dr; dD ds y?
X —0+D —D 29
<ﬂf dx+dx + dx) Vr 2+cly:l (29)
gdzie

T; db 6> dD 54 T;
Ci=—= Jhpes e e D5 +D5 X
Pr dx 60 dx 12 Ur

5 1 dT+dD5 Ddt 83 i
e e v A
By dx  dx dx ) 6 -

1d
e
My dx

Dla stalego gradientu ci$nienia, D=const, otrzymuje si¢ z réwnania (29) zaleznos$é

L B pali dT+‘Dd(S 2w
u"z_;; uf by dx dxl24 7o

: : 1 dr; as\ 63
+iy—<j—+D5>(——z+D—)~y+D5ny:|~ (30)
Oy Uy Uy dx dx ) 6

Znajac natezenie przeplywu fazy cieklej G, mozna wyznaczy¢ zaleznos$¢ zmiany grubosci
warstwy cieczy ¢ od wspotrzednej diugosei kanatu x.
Natezenie przeptywu fazy cieklej wyraza sie zaleznoscia

P
Gf=pfg"uxfdy. ; 3B
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‘Wprowadzajac zaleznos¢ (30) do (31) mamy po scatkowaniu

v 2 L e g ] )yt
déo _ p; 40 Ky dx =3 2u,
dx 3t - '
o= — Do) DY
40 \up

Uwzgledniajac réwnanie (32) w (30), otrzymuje sie przyblizony profil predkosci warstwy
cieczy na $ciance kanatu.

(32)

4. Wymiana ciepla miedzy gazem a warstwa cieczy

Wymiana ciepta pomiedzy warstwa cieczy a gazem odbywa si¢ na drodze konwékcji.
Dla ruchu burzliwego gazu wspodlczynnik przejmowania ciepla miedzy gazem a warstwa
cieczy moze by¢ okreSlony ze znanej zaleznosci Dittusa-Boeltera [2]

Nu=0,023Re)"*Pro+*, (33)

gdzie Nu=ad,[A; 1 Re,=u,d,[v, sa liczbami Nusselta i Reynoldsa opartymi na $rednicy
hydraulicznej kanatu, tzn. d,=4A/U, a liczba Prandtla Pr=v,/a,. Uproszczone réwnanie
energii dla warstwy cieczy mozna zapisaé nastc;pujqco

( =T (34

‘Wprowadzajac (33) do (34) otrzymuje sie

dT, A
d’ 0,023Red®Pro* 2 “o (T,— (3%
X

d Gf pf

Roéwnania (35) oraz (32) wraz z réwnaniamj (14), (15) i (16) pozwalaja obliczy¢ para-
metry przeptywu dwufazowego gaz-ciecz.

5. Przyklad zastosowan wyprowadzonych zaleznoSci

Rozpatrzmy przeplyw gazu niesci§liwego o natezeniu przeplywu G, przez kanat
0 zmiennym przekroju, dla ktérego gradient ci$nienia jest staly, tzn. dp/dx=const. Po $cian-
ce kanatu plynie film o nateZzeniu przeplywu G, na jednostke szerokosci kanatu.
Korzystajac z zaleznosci (22) i réwnania ciagtosei (1) otrzymuje sig

Sdp L6 dd ]

(36)
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gdzie {, jest wspolczynnikiem tarcia obliczonym jak dla przeplywu fazy gazowej po suchej
Sciance.

Wprowadzajac zaleznosé (36) do (32) otrzymuje si¢ réwnanie rézniczkowe, pozwala-
jace dla okreslonego ksztaltu kanatu (np. gdy 4 =ax+ b) obliczy¢ grubos¢ filmu cieczowego
d w zaleznosci od wspéhrzednej kanatu x. Réwnanie (32) jest réwnaniem nieliniowym
i wymaga w zasadzie numerycznego catkowania.

W celu znalezienia prostej relacji na grubo$é filmu przyjeto w réwnaniu (32) pewne
uproszczenie, a mianowicie

T
1) Do

u

7:p, 6%
2) G,— — a0y
) Gt a0

Pierwsze uproszczenie jest realne w wigkszo$ci przeplywéw obserwowanych ekspe-
rymentalnie. Wynika ono stad, ze udzial naprezen stycznych w ruchu filmu cieczowego
jest znacznie wigkszy od udziatu gradientu ciénienia. Drugie uproszczenie wynika stad, ze
przy pominigciu gradientu ci$nienia, nateZenie przeplywu filmu moze by¢ z duza doklad-
noscig okreslone przez profil predkosci w filmie wywolanym naprezeniami styczaymi.
Wprowadzajac dwa powyzsze uproszczenia do zaleznosci (32) otrzymuje sie

g e bdnt, €0
dx U dx D
Po uwzglednieniu zwigzkéw (36) w (37) otrzymuje sie
do L By
= e 38)
T :
a po scatkowaniu w granicach od J§, do ¢
ey - (39
4 p,

Jak wynika z réwnari (36), w kanale o statym gradiencie ci$nienia, grubo$é filmu cieczowego
w przyblizeniu zmienia si¢ liniowo.

6. Wnioski

W pracy przedstawiono zaleznosci opisujace przeplyw dwufazowy gaz-ciecz w kanale
0 zmiennym przekroju, bez wymiany ciepla z otoczeniem. Rozpatrzono ruch fazy gazowej
oraz fazy cieklej. Pominigto przy tym istnienie warstwy przysciennej, traktujac przeplyw
fazy gazowej jako jednowymiarowy. Ruch fazy cieklej w tym modelu jest spowodowany
istnieniem gradientu ci$nienia oraz naprezeniami stycznymi na granicy rozdziatu faz. Na-
prezenia te mozna obliczy¢ w pierwszym przybliZeniu na podstawie parametréw fazy gazo-
wej. Przykladowo, zastosowano wyprowadzone zaleznosci do przeplywu dwufazowego,
w ktérym faza gazowa moze by¢ tréktowan_a Jjako nieScisliwa; otrzymano proste zaleznosci
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analityczne. Bardziej ztozony przypadek przeptywu, w ktérym faza gazowa przepltywa z du-
z3 predkoscig i wymaga uwzglednienia $cisliwosci czynnika, prowadzi do koniecznosci
korzystania z analizy numerycznej. Calkowanie numeryczne powinno przebiegaé w sposéb:
iteracyjny. Najpierw rozwigzuje sig przeplyw fazy gazowej dla zadanego kanalu przy zato-
Zeniu, Ze ruch fazy cieklej nie wplywa na ruch fazy gazowej. Nastepnie rozwiazuje sie ruch
fazy cieklej, co umozliwia uwzglednienie go w ruchu fazy gazowej. Powyzsza metoda jest
szczeg6lnie przydatna do analizy przeptywu dwufazowego w dyszach maszyn przeptywo--
wych.

Praca wplynela do Redakcji w listopadzie 1978 r.
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AnnabaTaveckoe TedeHHe IUICHKH KUAKOCTH B KAHAJC NEPEMEHHOTO CeveHus

Pesrome

Bompoc aBwkeHus NNICHKY XAAKOCTH B KaHAaJ€ BHICTYNAET B DSy TEXHUYECKAX HNPEMEHEHUMN, M.IID.
B HaIPaBJIAOMEX ¥ Pa009rX MEXIIONATOYHEIX KaHANIAX MAPOBBIX TYPOUH, B OXJIaXIaeMbIX KaHaIaxX Ta30-
BBIX TypPOWH WM B OKCHAHCHOHHBIX aNliapaTax paker.

Paccmotpeno memkenme obenx ¢as, T.e. KUOKOM U ra3000pa3HOM B KaHale HEPEMEHHOTO CEUYCHWSA.
Apanu3 mMeeT YHPOLICHHBIM XapakTep. Ero HeNbIo sBIseTcs OpefCTABICHAE HIDKCHEPCKOTO METOZa
pacdera mapamerpos obemx Tekymmx (as. Teuenwe razooGpasHOil (as3kl CINTACTCS OLHOPAZMEPHBIM.

B pesympTaTe mONydYeHBI MPOCTHIE 3aBHCHMOCTH, HO3BONSIONIAE BBEMHCIATL CKOPOCTE Obemx ¢as
¥ TepMUYECKUE IapaMeTphl B IPOM3BONLHOM CeYeHMH KaHayia. JJaH IpocToit IpuMep WILIFOCTPUPYEOIIHA
METOZ pacyera. IlonyueHa aHayMTHYECKAs 3aBHCHMOCTH ONWCHIBAMOIIAS W3MEHEHWE TONIIAHSI TUICHKA
BIOJb KaHana. bonee cioxabIe ciydan TpeGyIOT YMCIEHHOTO aHANN34, KOTOPEIL MOXKHO IPOBECTH HCHOTb~
3ys 3aBUCHMOCTY BBIBEIICHHBIE B 3TOMH paboTe.

Adiabatic Flow of a Layer of Liquid in a Channel of Variable Cross—Section
Summary

The problem of flow of a layer of liquid appears in many technical applications as, among others,.
in guide-ring rotor channels of steam turbines, in cooled channels of gas turbines or in expansion appa-
ratus of rockets.

The motion of both phases, liquid and gaseous, along a channel of variable cross-section has been
analyzed. The simplified analysis was aimed at offering an engineer’s method of calculation of both flo-
wing phases. The flow of the gaseous phase has been regarded as onedimensional. Simple relations.
were obtained, rendering possible calculation of velocities of both phases and thermal parameters in
any cross-section of the channel. A simple example illustrating the method of calculation was given, in
which an analytical relation describing the variation of the liquid layer thickness along the channel was.
obtained. More complex cases require adoption of numerical analysis which can be carried out basing:
on the relations derived in the paper.



