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JOZEF WIECKOWSKI

Gdansk

Elementy dynamiki mostu promowego z luzami obrotowymi
w opisie dyskretnym

Sformutowano zadanie zderzenia ze zlozona czastka w ukladzie dyskretnym tancuchowym z jed-
nostronnymi wiezami holonomicznymi. W ramach modelu zderzenia plastycznego rozwiazano zagad-
nienie ruchu mostu nieskonczonego pod dziataniem sity skupionej.

1. Wstep

~ Most promowy stanowi tadicuch pontonéw polaczonych przegubami umozliwiajacy-
mi wzgledne, ograniczone obroty tych pontonéw. Urzadzenie moze stuzy¢ jako przystan
lub most do przejmowania 1adunkow ze statku w strefie brzegowej i transportu tych tadun-
kow do brzegu.

Dynamike ukladéw tego rodzaju opisywano dotychczas modelem ciggtym belk1 Z wig-
zami jednostronnymi, ktére narzucaly ograniczenia wzglednych ruchéw pontonéw [3, 4,
5, 6]. Elementy belek przyjmowano doskonale sztywne. Odksztatcalno$é wedlug modelu
sprezystego podano jedynie dla przypadku skrecania [2, 5.

Niniejsza praca ma na celu opisanie tego samego ukladu rzeczywistego modelem
dyskretnym, przy czym zalozenia dotyczace uproszczonej hydromechaniki problemu

~ pozostaly niezmienione. Reakcje cieczy dane sa zatem przez sztywnos¢ na obrét i przemiesz-
czenia pionowe, a efekty czysto dynamiczne mozna uwzgledni¢ powiekszajac mase i mo-
ment bezwiadnosci masy o dodatkowe wielkosei zredukowane. Okazato sig, ze stosujac
metody rachunku réznicowego [1] mozna uzyskaé dla ukladéw dyskretnych efektywne
rozwigzania przez funkcje elementarne. Dodatkowe sformutowanie ogolne problemu
zderzenia w ukfadach tancuchowych pozwolito na ogélng klasyfikacje modeli zderzenia
waznych dla zadan tego rodzaju.

Przewiduje si¢, ze po uzyskaniu wielu’ waznych praktycznie rozwiazad i analizie nu-
merycznej bedzie mozna przeprowadzié¢ analize relacji miedzy ciggltym i dyskretnym opi-
sem tego samego obiektu rzeczywistego i w konfrontacji z doswiadczeniem wskazaé dalsze
kierunki badan.

W artykule przedstawié sig kolejno — ogdlne sformutowanie problemu zderzenia uktadu
holonomicznego ze zlozona czastka jako zadanie przygotowawcze oraz pojecie uktadu
tancuchowego, a nastepnie sformutowanie szczegolnego problemu ruchu mostu promowego

[135]
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z luzami obrotowymi i rozwigzanie zadania ruchu mostu nieskoniczonego, obciazonego
sita skupiong w jednym przegubie przy zerowych warunkach poczatkowych. Rozwiazanie
uzyskano dla szczegdlnego przypadku, gdy lancuch pontonéw posiada jednag czgstosé
drgan wlasnych. Pracg koficzy wyznaczenie sit wewnetrznych i prosty przyktad liczbowy.
Obszerna analiza numeryczna zostanie przedstawiona w osobnej pracy.

2. Zderzenie zlozonej czastki z wiezami holonomicznymi jednostronnymi

Przez ztozona czastke rozumiemy uktad o x stopniach swobody spelniajacy w pewnym
przedziale czasu jednostronne wigzy holonomiczne w postaci réwnosci. Oznacza to,
ze W tym przedziale czasu mamy rownania ruchu

d (0T (3T+6U 0.4R, Q1)
di\iq, ) dg 0q, T :
]:1’2’ & 3 n’
gdzie reakcje wiezow
= e o ‘
g RJ: Z A’i 5 )‘1'?0’ k<n, (2.2)
i=1 aqj
a wiezy dane w postaci ¢; >0 spetnione sg jako réwnosci
(pi(ql PP qn):O>
=10k (2.3)

Rozpatrzymy zderzenie ztozonej czastki z jednostronnymi- wiezami holonomicznymi

y’i(ql £l 42 O qn)>05 (2'4)
B0 v o >

Niech w chwili 1=t,, chwili zderzenia, parametry ruchu ztozonej czastki bedg

0§, @5, 6. (25)
Speiniaja one réwnanie wigzow w; w postaci ‘
ety ngl o a0 (2.6)
=12
oraz konieczny warunek zderzenia -
oy,
>l g 2.7)
i=10g;
.2 I

W procesie zderzenia nie zmieniaja si¢ wspdirzedne q}"). Impulsy danych sit zewnetrz-
nych Q; sa zatem zerem, natomiast impulsy reakcji wiezow ¢; i y; sa skoriczone i powoduja
przyrosty predkosci.
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Z réwnania (2.1) mamy catkujac w otoczeniu t=tz,

<6T> <6T) I, .+1 ‘ (2.8)
aqj t=ty aq, t=tg 5 - ‘ :
=12 o,
gdzie impulsy wewnetrzne w czastce
k S :
stj: Z ,‘Li qol? j;lzza"‘:ny (2.9])’
P aqj'
a impulsy zewnetrzne od wiezéw y; -
L a :
. e o (2.9.2)
i=1 qu

4;, v; sa mnoznikami Lagrange’a dla impu]s()w. Poniewaz wiezy sa jednostronne pos-
taci ¢;>0, y;>0, mnozniki Lagrange’a musza spetniaé nieréwnosci

#=0, . v,>0, - (2.10)
=2 5 ki)

Jezeli bedziemy postulowali energie kinetyczna ukladu w poétaci
Z% Z Z q.azAaﬂq.ﬂ 2 (211)
a=1 =1
oraz oznaczymy skoki predkosci wywolane zderzeniem przez 4q;, tzn
dg, =4 47 ‘ * (212)
to uklad réwnan (2.8) przyjmie postaé
k L
Z A 00— Z . (ﬂ,+ > v,al/ (2.13)
J' =1 2

Na to aby po zderzeniu ruch byt zgodny z wigzami predkosci musza spetniaé relacje

00 :
-Zl,é? 59,20, : (2.14.1)
1= J
i—£,2 0k
e T S
> 5——((1 +44,)=0, (2.14.2)
Ji=1
e

Dodatkowo mozna nalozyé ograniczenia na energi¢ kinetyczna ukladu po zderzeniu
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relacje

2 ,;21 (4572 +64,) Aup (d5 ' +645)< % ﬁzl a5 - (2.15)
Kazdy ciag q;, j=1, 2, ..., n spelniajacy réwnanie (2.13) oraz nieréwnosci (2.14) i (2.15)b
bedziemy nazywali modelem zderzenia. . —
Gdy chociaz jedna z nieréwnosci (2.14.1) jest silna, méwimy o zderzeniu z wypro-
mieniowaniem.
Gdy chociaz jedna z nierownosci (2.14.2) jest silna, mowimy o zderzeniu z odbiciem.
Gdy nierdwno$¢ (2.15) jest ‘rownoscia, zderzenie nazywanly zachowawczym.

3. Uklad ladcuchowy /
Przez uktad tancuchowy bedziemy roiumieli uklad mechaniczny o przeliczalnej liczbie
stopni swobody opisany réwnaniami (2.1) z jednostronnymi wigzami holonomicznymi

Aq;.1+Bg;+Cq;_+D20, 3.1
J=0 3 49—t .
gdzie 4, B, C, D — stale niezalezne od wskaznika j. Nieréwnosei (3.1) opisujg oczywiscie
przypadek szczegdlny. Ogélnie uktad mechaniczny nazwiemy tancuchowym, jezeli macierz
formy liniowej po lewe;j stronie uktadu nieréwnosci (3.1) bedzie pasmowa i kazde pasmo
(linia réwnolegla do przekatnej gléwnej) bedzie si¢ skiadalo z jednakowych liczb.
Niech w zadanej chwili # uklad staje si¢ ztozona czastka z wiezami holonomicznymi
(3.1) spelnionymi w postaci réwnosci dla wskaznikéw j=R+1, R+2, ..., R+S. Aby
znalez¢ wspolrzedne uogélnione zgodne z wiezami dla ztozonej czastki znajdziemy roz-
wigzanie ogdlne ukladu réwnan liniowych

Ag;1+Bq;+Cq;_+D=0, 3.2)
JI-Rt2.Ri3... RIS |

Uklad ten mozna sprowadzi¢ do abstrakcyjnego réwnania rozniczkowego drugiego rzedu
z pochodna réznicowa [1]. Funkcja wyktadniczg jest tutaj funkcja B/, gdzie B jest liczba.
Rozwigzanie jednorodnego réwnania (3.2) (D=0) sprowadza si¢ do podstawienia

9r+ j=ﬁj (33)
i rozwigzania rownania charakterystycznego ;
AB*+Bp+C=0. = G4

W przypadku jednokrotnych pierwiastkéw 0=, ==f,=0, rozwigzanie ogdlne jest
. qR+j=E1ﬁ{+E2ﬁ£z . (3:5.1
w przypadku pierwiastka dwﬁkrotnego jsse

s

dr+;=E; B+ E, jB, s B



.E_hm_\_—ﬁg‘\ e

w przypadku pierwiastkéw zespolonych niezerowych

Bia=0+ia,=p(cosy+isiny), (3.5.3)

qri:=FE; pjcoij—f—Ez p’sinjy .

Rozwiqzanie ukladu niejednorodnego (3.2) mozna znalezé np. metodg uzmiennienia
stalej w rozwigzaniach ukladu Jjednorodnego. Jest to analogia elementarnej metody wyzna-

czenia calek ogdlnych réwnan rézniczkowych 'liniowych o wspdlczynnikach statych.
Otrzymamy kolejno, w przypadku .51

: S D e g ,
qR+j=E1ﬁi+Ezﬁ5~~(%~ frte - v ,132"), (3.6.1)
A \By =B =h Br—Pi k=1
w przypadku (3.5.2)
‘ J D . j—Fkg - :
dr+;=EP'+E,jp = Y Bk, (3.6.2)
k=2

W przypadku (3.5.3)

: - D 1 sin(k—1) y—=cos(k—1 -
qr+;=E, PJCOSjX'i-EzPJSian-i-Z ¥ p_k[\( - ))S(I \_( ))] (363
: ny

k=2

Latwo zauwazy¢, ze sin x#0. Gdyby bowiem bylo sin x=0, to pierwiastek réwnania cha-
rakterystycznego bytby dwukrotny. E,, E, sa wspoirzednymi uogélnionymi strefy zwarcia
zgodnymi z wiezami,

Rownania ruchu strefy zwarcia otrzymamy dodajac réwnania (2.1) od wskaznika j=R
do j=R+ S pomnozone odpowiednio w przypadku réznych pierwiastkéw f, B i rZeczy-
wistych przez 7. Otrzymamy ' -

d [oT oF ol : =
= — = B (371
dt ( ) aE'm aEm J'Zl QR+Jﬁ : ( 5 )

OE,

- m-—1

W przypadkach pozostalych

di ol 0B 0l 5. '
= b i - b o iV i 5 3.7.2
5 <6Em> o5t or j; Qr+¥m () 372
n—1I 2
gdzie d{a pierwiastka dwukrotnego

adla pierwiastk(’)w zespolonych

v(=p'cosjy, y,(j)=p’sinjy. (3.8.2)
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4. Rownania ruchu pontonéw mostu promowego

Przyjmiemy schemat geometryczny mostu jak na rys. 4.1.
Jezeli K oznacza sztywno$¢ na przemieszczenia pionowe, L — sztywnos¢ na obroty pon-
tonéw, to energia potencjalna catego mostu

U= Z [ (q,+q,+1) = bz (qi+1— q)] : (4.1.1)
a energia kinetyczna =
' M= = = :
1= Z [ (qi+qi+1)2+'7;2 (‘1i+1”“h)2] > - (4.1.2)
gdzie q; — przemieszczenia pionowe przegubow P, z; — przemieszczenia poziome przegu-
bow P, I=I+mA? — calkowity moment bezwladnosci pontonu wzgledem punktu B,
‘ —2|
- [l
% ¢
; F—TA -
z b S &
< b
2b :

Rys. 4.1. Schemat geometryczny mostu

m — masa jednego pontonu. Wiezy narzucone sa na kazda kolejna tréjke przemieszczerr
weziéw w ten sposob, ze wzgledny kat obrotu dwdch sasiednich pontondw jest ograni-
czony zadang liczbe 2¢,>0. Prowadzi to do relacji

Qi+i—24i+Qi—1+2¢ob>0- (4.2)

Aby wyznaczyé sily wewnetrzne wzajemnego oddzialywania przy znanym ruchu,
nalezy napisa¢ réwnania ruchu pontonu miedzy dwoma przegubami (rys. 4.2) rozpatrujac
dwa przypadki brak styku pontonéw (S;=0) i styk pontonéw (S;=+0).

— Rdéwnanie ruchu postgpowego pionowego

K :
(‘L+1 ‘*"L/‘[‘ (4i+1+9)=Gis 1+ Ti—Tisy. (4.3.1)
— Roéwnanie ruchu postgpowego poziomego
e - = =
Tb(qi+1_qi)+'nZi+1:(Ni+1—Ni)+(si—si+1)+Hi+1' (4.32)
— Roéwnanie ruchu obrotowego dookota srodka masy pontonu o
= o
E(qi+1_qi)+g(qi+1_qi)“_‘Mi+1+A(Ni_Ni+1)'—b(Ti+Ti+1)+‘
+(h—A)(Si—Si+1). (43.3)
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Bl

S, | S+t
———ﬂ—-—t_f /"-JK?('H N
h i

N, | i o
=‘ L { b

‘ f NHI
PheE e

Rys. 4.2. Obciazenia pontonu

Postulujge brak ruchéw wzdluz ukladu (Z;=0) i rugujac sity podluzne z réwnania
ruchu obrotowego oraz wprowadzajac oznaczenia

I

== = (4.4.1)
. L

L= = 3 (44.2)

otrzymujemy po przeksztatceniach réwnanie

“Giv1—di v Qisi—a M, 4
o q+Lq“2 ‘1__b1+;<s ~Sp)tH =TTy, (443)

W przypadku strefy rozwarcia (S;=0) i braku ruchéw wzdtuznych uktad (4.3.1) i (4.4.3)
mozna rozwigza¢ wzgledem sit tnacych, otrzymujac wzgledne wzory kontrolne do obliczen
szczegdlnych

M 4 1 -k - = > -
ng*g_?Gi+1N+Hi+1 ;r’"l;+%[m(‘]i+1 +4:)—1(gis 1 — g1+

+3[K (g4, +qi)—i(qi+l_qi)]s (4.5.1)

h St
+3G +H; ﬁ_‘[m(q1+1+Q)+I(qz+1 g)]+

Ti+1=

2b

—3[K(@is1+a)+L(qisi—a)]. (452

Z rownan (4.3.1), (4.3.2) i (4.3.3) otrzymujemy réwniez impulsy sil wewnetrznych
W trakcie zderzenia, catkujac je w malym otoczeniu czasu zderzenia o lezeli

bg=ar =g - (4.6)

tzn. jest to rozmca Jednostronnych predkosci zderzenia przed i po zderzeniu, natomiast
jezeli przez N,, S,, T,- oznaczymy impulsy sit wewnetrznych, to otrzymujemy kolejno

m . . ~ e
7(5‘1i+1+5ql‘)=Ti"Ti+1; . 4.7.1)



142 J. Wieckowski

~

~ ~ v x mAa 5 .
<Ni+1_Ni)+(Si—Si+1):,:‘2‘g(5‘1i+1—'54i)a (4.7.2)
f 3 - ~ ~ h ~ ~
?(5%“—56]9:(51‘_5;‘“);—(Ti‘* Tiv1)- (4.7.3)

Oczywiscie podczas zderzenia wspolrzedne uogdlnione uktadu pozostaja stale, a impulsy
sit zewnetrznych sa zerami. W przypadku gdy na pontonach znajduje si¢ poruszajacy si¢
pojazd uklad réwnan (4.7) moze ulec zmianie, gdyz sity G, ;, M, , H;, moga zawiera¢
skladniki, ktére beda sitami bezwladnosci pojazdu.

5. Réwnania Lagrange’a i zadapia statyczne

Znajdziemy ogdlne réwnania ruchu ukladu mostu piszac réwnania Lagrange’a dla
uktadu taficuchowego z energia kinetyczna 7' i potencjalng U danymi relacjami (4.1.1)
i(4.1.2). ~ :

Dla kazdego wezla wewnetrznego réwnanie ruchu mostu rozwartego bedzie

m+f,_ m——f_, m——Iv,, K+]: K-1 =l

= ‘lj""'_4— ‘]j'+1+“z“ Qj—1+——2* Qj‘*‘""“r qj+1 "'44 - 4;-1=0;. - (51D

Jezeli j jest numerem lewego wezta zewnetrznego, to réwnanie ruchu jest

Ml mel - K K-1 e
= = Qj+T Qj+1+"‘“4* QJ‘*“Z““ 95+1=9;> (5.1.2)
natomiast jesli j jest numerem prawego wezla zewnetrznego, to réwnanie ruchu jest
m+Iv_, m—Iv__ K+EA k-1 ’
Tq‘]_l_ji q1_1+_4_q1+.—47_ q]_leJ, (5.1.3)

Dla pontonéw prostokatnych o szerokosci b, i dlugosci 2b; sztywnos¢ pionowa K
hydrostatyczna i sztywnos¢ na obr6t L obliczona rédwniez dla warunkow hydrostatycznych
Wynosza :

7 K=Ib.b, 7. 5.2.1)

Jezeli postulowaé, ze miedzy liczbami K, m, i, | zachodza relacje
K=o’m, (5.3.1)
L=o, : (5.3.2)

oznacza to, ze miedzy masa i momentem bezwladnosci pontonu 7 zachodzi zwiazek

s

1:%’- bl - (54

Réwnanie to jest spelnione scisle dla kilku przypadkéw zblizonych do praktyeznych.
Stad w rozwigzaniu dynamicznym bedziemy postulowali relacje(5.3) ze wspéiczynnikiem
o? danym. : -
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Zajmiemy sie mostem nieograniczonym i zadaniem statycznym. Réwnania (5.1.1)
przyjmuja postac

(K=L)g;s +2(K+L)g;+(K-L)q;, ,=40;, (5.5)
0 s a0 o no

Rownania te sg wazne jedynie wtedy, gdy wiezy nie interweniuja. Przypadek K= L prowadzi
do rozwigzani banalnych i nie jest mozliwy dla przyjetej geometrii pontondw (wtedy b, =
=./3b). Mamy réwniez

- i5
K—L=2b, b, 1*’;; >0, (5.6)

Z czego Wynii(a, ze obydwa pierwiastki réwnania charakterystycznego sa ujemne

ﬁlziz_@j. ' (5.7)
e ey

W oczywisty:sposGb mamy |B,|> 1, |B.] <1 i rozwiazanie ogolne uktadu réwnan jednorod-
nych (5.5) : A

- 4;=ABi+Bp;. (5.8)

Zajmiemy - si¢ szczegélnym przypadkiem obcigZenia przegubu zerowego sita O, =+0.

Bedzie to jedyne obcigzenie ukladu. Z warunkow. zanikania ugie¢ gdy j— + o0 i j—> — o0
oraz cigglosci w miejscu przylozenia sity otrzymamy rozwigzanie

,L,Qég bs =012 oty
KL .
q,=! (5.9)
e :
7——:ﬁ15 ”J:05—1,—2,--.,—OO.
VKL — )

Jedynymi sitami wewnetrznymi w potaczeniach sa sily tnace, ktére wyznaczymy z rownan
(4.5) otrzymujac ' '

Tiz%ﬁ;, i=0. 10 - o (5.10)

Dla i=0 jest to oczywiscie sita tngca prawostronna. Sily tngce dla i <0 sa oczywiscie sy-
metryczne. -

Site pierwszego zwarcia otrzymujemy podstawiajac rozwiazanie (5.9) do réwnania zwar-
cia pontonéw Srodkowych :

41=2q0+q_1=—2¢,b. : (5.11.1)

Proste przeksztalcenia prowadza do wyniku

Qo;=5”—;f VINKVT). Bl
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Rozwazmy przypadek ogdlny gdy strefa zwarcia pontonéw rozcigga si¢ od wskaznika
i= —n, do wskaznika i =n, . Postugujemy si¢ tutaj réwnaniami (3.7) i ogélnym rozwigzaniem
dla ugie¢ w strefie zwarcia, parzystym wzgledem i

4:=D,—pob(2+i%), : : (5.12.1)

=0 =l . tng .

Réwnanie Lagrange’a wzgledem wsp6trzednej uogélnionej D, jest dla ustalonego n,

5 - -
0o b(2+n5)+

Kl k-1
2nOK+~2— Dyt ——(G-ot ) F 4o+ 1)) =Po+

+ 1) (1o +2) 2o +3)+(ng—D(ne=2)2n,—3].  (5.12.2)

r . ro_. : . . o
Z warunkoéw ciaglosci na styku zwarcia 1 rozwarcia

D1—{Qo+¢0b[z(K+L)+z(K L)ﬁz](2+ 0)+ *7“[(’10“‘1)("04'2)(2”04‘3)4‘

] (n0—2)(2n0—3)]} <2n0K+I—<~;LL+§—L ﬂ2>— . 51y

W réwnaniach tych Q, nie jest oczywiscie sita dowolng. Jest ona zawarta w przedziale
Q0. min("0); Qo, max(f0)). Dolna wartos¢ odpowiada pierwszemu zwarciu i moze by¢ wy-
znaczona z warunku, Ze moment wszystkich sit dzialajacych na ponton migdzy przegubami
no—11 n, wzgledem przegubu n,— 1 znika. Liczne przeksztalcenia prowadza do rezultatu

Po b

Qo min= —————— [4K /Kno (202 —3n,+ 1)+ K/ I.(8n3 —8no+3) +
6(VK+V) \

+6L/Kno(2no— 1) +3LNE@2no—1D].  (5.14.1)
Dla K=1L otrzymujémy bardzo prosty rezultat

@o bk

Qo,min =5 Mo (45 —1). ; (5.14.2)

Obliczajac stata D, dla tego przypadku i podstawiajac do réwnania (5.12) obliczamy ekstre-
malne zgigcia

202N KL £ (22— 20y + 1) K £2n,— D L
7 ib (5.15)
2JK (K+VD) : :

Pominiemy teraz szczeglly rachunku podajac rezultaty obliczefi parametréw zgigcia
mostu.
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\

Ugigcia poza strefe zwarcia: i na jej. brzegu
JKZANT
R e e A
VK

‘—~(1 2no) 2 pob, (5.16)
i=Hg,ng+1, ..., +o0o.
Sity tnace poza strefa zwarcia i na jej brzegu
Fom o \/L(\/K VI)gi-mg (5.17)

i=ng,no+1, .., +o0.

Do obliczenia sit wewngtrznych w strefie zwarcia wygodme postuzy¢ sie rownaniem
(4.5.2) w postaci -

K ' .
Ti=T;:, +7(Qi+‘1i+1)- (5.18)
Otrzymujemy wtedy wzor rekurencyjny na obliczenie kolejnych sit tnacych
K 1
T T + (qno "'qno 1+ +2q1+1+q1) ? (5'19)

Z réwnania (4.4.3) wyznaczamy sily podtuzne na zderzakach w strefie zwarcia

b o bL :
sj=;[Tno+2Tm-1+...+2T,-+1+Tj— 02 (né—Jz)]- (5.20)

Z réwnania (4.3.2) wynika, ze w strefic zwarcia S;=N;, tzn. oprécz sit podtuznych na
zderzakach wystepuja jeszcze tej samej wielkosci sity w przegubie.

6. Zadania dynamiczne w opisie liniowym (bez zderzen)

Rozwigzemy szczegétowo zadanie dynamiki mostu pod obciazeniem skupionym w prze-
gubie /=0 przy zerowych warunkach poczatkowych i w fazie wzrostu strefy zwarcia.
Ogdlne rozw1qzan1e zadania dla mostu meogramczonego jest proste w przypadku, gdy
spelnione s3 réwnania (5.3), tzn. K=a?m, L—o2] . Uklad réwnati (5.1.1) sprowadza sie
wtedy do postaci
& (m+I  m—1

<T Qi n q]+1+ 4 q/ 1>

a
m+I m f m—1I :
“xl =G g azsz(t)- (6.1)
o 4
Wprowadzajac oznaczenie -
m+1 gt m—1I
Lo ‘Zj+1+T Gi-1; (6.2)

10 Prace IMP z. 77
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sprowadzamy kazde réwnanie ukladu (6.1) do postaci
' P, +0?P;=0,(1). ' (6.3)

Ogdlnym rozwiazaniem jest

Pi(t)=C,;sinat+C,;cosat+— J Q;(v)sina(t—1)dr. (6.4)
. ,

Znajdziemy wpierw rozwiazanie szczegolne dla g; odpowiadajace trzeciemu kolejnemu
sktadnikowi w rozwiazaniu (6.4). W tym celu zatézmy, ze obciazenie sita uogdlniong dziala
jedynie w przegubie j=k i napiszemy rozwiazanie w postaci

e o
1 ¢ -~ j O, (t)sina(t—r)dr. €6.5)
0 &
Uktad (6.2) sprowadza si¢ wtedy do postaci
m+1 g I i m—1I o '
5 q;+ = ‘11+1+ 1 4;-1=0, : (6.6.1)
: j=k 1 =0 R G
oraz
mil w1 m—1
—2‘442‘*‘ 4 q2+1+ 2 ‘Jk =L (6.6.2)

Rozwigzanie uktadu (6.6) z warunkiem

°_p $ (6.7)

oraz warunkiem ciagtosci réwnan dla j=k prowadzi do rezultatu

qo__ 1 {ﬁj_k j>k:
e k iy
: \/mI pi k=i

Rozwiazanie odpowiadajace pierwsZym dwom sktadnikom po prawej stronie rozwia-
zania (6.4) najlatwiej uzyska¢ wprost z jednorodnego uktadu (6.1). Postulujac rozwiazanie

W postaci ¢;=¢; e otrzymamy uktad réwnan

(6.8)

v ~

m+1 ~I - n 1
4’ +w)+ S qj+1(a2+w2)+‘Tqj_l(oc2+co2_)=0. (6.9)

2

Uklad ten jest tozsamosciowo spelniony dla = +ix. Mamy zatem niezaleZzne wzajemne
rozwigzania dla czestosci "o postaci

1 - o
q;j=B,;sinat+B,;cosat, (6.10)

7 e e s o
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Rozwigzania te opisuja drgania swobodne ukladu. Jak wida¢, wystepuje tylko jedna czesto$é
drgan wiasnych, a kazda forma odksztalcenia jest funkcja wiasna.

Trzecim skladnikiem rozwiazania ogdlnego uktadu (6.1) jest rozwiazanie jednorod-
nego uktadu (6.2) B

=A;pi+A4,85. , (6.11)

Suma rozwigzan (6. 5) dla Wszystklch k, rozwigzan (6.10) oraz (6 11) daje catke ogdlng
uktadu wyjsciowego w zakresie liniowym bez zderzefi.

Niech bedzie obciazony tylko przegub zerowy stalq sita Q,. Przy zerowych warunkach
poczatkowych otrzymujemy rozwigzanie

— (=cosot) (6.12)

: = \/ Im
Znajdziemy najmniejsza site Qo =0Q,,, przy ktdrej nastapi styk w pontonach przegubu
zerowego bez zderzenia. Zajdzie to dla af=n przy spelnieniu przez rozwwczama (6.12)
rownania wiezéw

{ﬁZ’ 1205
ﬁla 02‘]

qd1—2¢o+q-1+2¢,b=0. (6.13)
Proste obliczenia prowadza do wyniku
_Poba” bo® e
Im. 6.14
e o

Dla Q> 0, zderzenie wystapi wezesniej, dla ¢, <m/a. Czas zderzenia wyznacza si¢ z TOW-
‘nania

: 2 :
co = — (6.15)
 Q(1-85)

Mechanizm zderzenia rozpatrzymy szczegélowo w nastepnym punkcie pracy.

7. Impulsy wewnetrzne podczas zderzen pontonow

Wez'my przypadek szciegélny opisany w poprzednim punkcie pracy oraz obciazenie
Jedynie przegubu zerowego stalg sita Q, przy zerowych warunkach poczatkowych.
W chwili pierwszego zderzenia wlgczaja si¢ wigzy
di—296-+-9-1 20, b=0- ; (7.1
Zgodnie z réwnaniem (2.9.2) impulsy zderzenia odpowiadajace kolejnym wspélrzednym
uogolnionym sa

!

s T e (1)
& U g0 43 b0
Uklad réwnan nieskonczonych do wyznaczénia‘ przyrostow predkosci uogdélnionych
zgodnie z (2.13) jest : ‘.
m+I n—f -
2

~

JH
0q-,=4,

10*
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~ ~ ~

el a0 5
g+ oq; + oG =~
2 4 4 -
{1:3)

m+15. Jrm—I(S. +m—15. 1

> U 4 9o 4 qr =4,
WAl il mik
—2—541,"*‘"4—5‘11‘—1‘9‘*2_'5‘1,'“:0»

J=2,4 3, oo,

Rozwiazanie tego uktadu z warunkiem znikania rozwiazan w nieskonczonosci prowadzi
do wyniku

. 24
0qo= —;/tv (1-p,),

m
e St
8qi=——(1—-B)°p5 !, ix=1, (7.4)
\/mI
= 5_L 1__ 2.pi=3 _1>
qi= (1=B)7B1 - =1.

Vi

Wsp(’)}czynnik A wyznaczamy z relacji zgodnosci predkosci po zderzeniu z wigzami
(2.14.2). W przypadku modelu zderzenia plastycznego warunkiem tym jest réownanie

(457 +64:)—~2(46+8G0) +(di +64,)=0. : (7.5)

Korzystajac z rownania (6.12) i symetrii rozkladu predkosci wyznaczamy przyrosty pred-
kosci ;

5c 20 Tl
do== == sinot,, .
aNmES P2 - ' (1.6)
1___ 2
5q;= QO_V(3 by L lsinat,
oc\/mI )

Impulsy tnace w sworzniach 7} znajdujemy z réwnan impulsow dla ruchu pionowego
(4.7.1) oraz réwnan impulséw dla ruchu qbrotowego w strefie rozwarcia. Pomijamy
szczeglty rachunku otrzymujac

1 Q(1-5,)" i,

T2 I sinat, . 7 7)

9 g5 A
Z pozostatych réwnan (4.7) wyznaczamy impulsy podiuzne na zderzaku i=0 oraz impulsy
podtuzne w sworzniach .

. S (0D

0—7 o 3_ﬂ2

sin ot , : (Z.8.1) ¢
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J s 4h (1-8,)"7 : :
NO—; h(3_ﬁ2) [2—192 m] SanCtz‘, (78.2)
£)
Ni=£ % M S sinag,, (7.8.3)

2b a (1+5,)(3=B,)" 2
=B e

Jest rzecza oczywisty, ze przy szczegllnym doborze parametréw geometrycznych
ukfadu mozna uzyskaé impuls N 0=0. Impulsy N i +0 wtedy, gdy 4= 0 i zanikajg wedlug
" poteg B, do zera w nieskoniczonosci. Dla m =T jest B, =0 impulsy zderzenia ograniczaja
si¢ do przebiegu zerowego oraz Przegubéw o numerach jeden i minus jeden. Wystepuje
wige zjawisko lokalizacji impulséw. W przypadku m=1 impulsy pojawiaja sie jedno-
czesSnie we wszystkich przegubach. Ze wzgledu na sztywnos$é elementéw impulsy propa- -
guja sie w ukladzie z nieskoriczong predkoseia. .

W przekroju przegubu zerowego wszystkie impulsy sa poziome. Poza tym przekrojem
wystepuje pozioma i pionowa sktadowa impulsu, a wiec impuls wypadkowy

Ri=(N?+ T2, 23
ol '

Napiszemy teraz réwnanie ruchu ukladu i znajdziemy impulsy zderzenia dla przypadku
gdy przegub zostal obcigzony sita Q, taka, ze aktualnie strefa zwarcia obejmuje 2, pon-
ton6éw otaczajacych symetrycznie przegub o numerze i=0. Rozwigzujemy ukiad réwnan
wiezéw dla strefy zwarcia korzystajac z rozwiazania ogolnego (3.6.2). Warunek parzy-
stosci rozwigzania wzgledem wskaznika i prowadzi do wyniku

gDy oo BO L L0 T g (7.10.1)

D jest nowa wspdtrzedng uogdlniona, zatem
G=Dy 1=0, %1, iu,. : (7.10.2)

Do réwnania (4.1) dla ene}'gii potencjalnej i kinetycznej podstawiamy relacje (7.10) otrzy-
mujac réwnanie w nowych wspotrzednych uogélnionych uktadu Dy g1, 1= +(ny+ 1),
Tls+2), o)

Po licznych przeksztalceniach otrzymujemy réwnania ruchu. Réwnanie ruchu strefy
zZwarcia

m‘+i o m;lV o .
2n0m+T D1+T (q:xg+1+q‘(ﬂo+1))+‘

Kl K i
+ 2n0K+f~2—— D, +-7~ o+ 19— (ng41)) =

Koo b :
2 [(no+ 1) (ng +2)(2n0+3) +(ny,— D(no—2)(2n,— 3)]+

=0

Kl ‘
- G b))

2
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i pozostalej czesci ukladu
m+f.. m—f._ m—-f ;
T(lj"r'T j+1+qu—1+

m+f m—f m—Iv ;
+a2(T qj_l-quJrl—{—”L‘.— qj_1>=0, (7.11.2)

j=Z(me+1), £(no+2), ..., £ 0.

Przylaczenie pontonéw o numerach 4 (mo+1) do strefy zwarcia odpowiada wlaczeniu
sie wiezéw postaci

Gri1=Di=—(M3+2ng+3) 9o b, (7.12.1)
9o+ 1)—D1 =—(n5+2n,+3) po b, (1:12:2)

gdyZ qu, 1 Gno—1 S8 zalezne od D, .
Zgodnie z réwnaniem (2.9.2) impulsy odpowiadajace réwnaniom ruchu dla wspot-
fZanyCh DI’ Qno+laq—(no+1) SE}: :

= ‘51:—_(}"1_{_}‘2)5 (7.13-1) -
Eno+1 =)!'1 > (7'132)
3 E—(nu')‘l):;tz ,7 (7.13.3)

gdzie A, — mnoznik Lagraﬁge’a dla impulséw od wiezéw (7.12.1), a 4, — mnoznik dla
impulséw od wigzéw (7.12.2). Z réwnan (7.11) otrzymujemy, catkujac w otoczeniu chwili
zderzenia, réwnania do wyznaczenia skokéw predkosci

m-+—1v - m—f 2 : L iee ;
(2'10 + 2—) oD, +_—4—" (0dugt1+0d o 1)) =515 (7.14.1)
m+f m—f, m—1I : 7 -

j= £(ngt 1) Flny+2), ..., £00.

Rozwigzujemy nieskoniczony uktad réwnan (7.14.1) wykorzyétujqc symetrie zadania
(J;=24,) i wyznaczamy mnoznik Lagrange’a z warunku zgodnosci predkosci po zderzeniu
-z wiezami (7.12.1) przy zalozeniu zderzenia plastycznego, tzn.

(G572 1 +8ng+ )~ (DS +3D)=0. S B
Parametrem przy wyznaczeniu przyrostow prqakos’ci jest ‘
AV, =450t —Di7 - (7.16)
Po zmudnych obliczeniach otrzymujemy prZ);rosty predkosci ~

2

- AV (7171
[(A+2m)(1—B)+2] ™ . ( )

6D,
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5 (1 +2n4) (1 =0)
: [(1+2n0) (1) +2]

B (7372)

J=no+1l,n,+2, .., +0.

Impulsy wewngtrzne wyznaczamy z réwnan (4.7). Rozwigzania dla impulséw $cina-
jacych w strefie zwarcia

v gt
o s e (7.18.1)
[(1+2n0) (1—B,)+2]
=02 ian -
. Cm o (142n)(1+8,)
no+i=

e - =AY 7.18.2)
2 [(1+2no)(1_ﬁ2)+2]ﬁ2 e : ( :

G E oo

Jak wida¢, w strefie zwarcia impulsy scinajace zmieniaja sie liniowo, a poza tg strefa za-
nikajg. Impulsy podtuzne na zderzakach mozna wyznaczy¢ w zaleznoSci od ;

~

s g S e e
Sj=;('rj+2ri+1+...+2T;,0+‘T;,0+1)+-'27‘(5q,10+1—()Dl) o (7.19)

JROit

Pozostate impulsy sa oczywiscie réwne zeru, gdyz pontony nie stykaja sie ze soba. Podamy

~

formuty koncowe do obliczen impulséw S, i S,,

oo ol O Tl n)( 1) B4R, B (7.20.1)

- 2 ‘hl+2ng)(1=B)+2] 2 & -
§0=_mAV,,0 _b_4n0(1+n0)-|-(1—»i—2n0)(14—[32)_14”/,,0 E: (7.20.2)

2k s o b 2"}
Impulsy podluine Kfi sq zZwiazane z_‘i‘mpulsami S‘i relacjami
Ros - A - e
b [(1+2n0)(1—,)+2]
=0 1P '

Nmﬁ_i: “mAd (I+2no)(1"‘ﬁ2) i_lltVnO, (7212)

o F) i) "
el e

Wzory te umozliwiajg zbadanie w;;lywu liczby pontonéw na rozklad impulséw zderzenia
oraz rozkladu impulséw na catym moscie. Eatwo zauwazy¢, ze wszystkie impulsy zanikaja
do zera z rosnaca odlegloscia od strefy zwarcia li|— + 0. :
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8. Wyznaczenie sil wewnetrznych

Aby wyznaczy¢ sily zderzenia i 1mpulsy w zderzakach rozwiazemy réwnania ruchu
(7.11) przy zalozeniu K=« 2m oraz L= oc2I co jest réwnowazne zalozeniu istnienia tylko
jednej czestosci drgan wlasnych « i sprowadza problem do rozwigzania nieskonczonego
uktadu réwnan algebraicznych. Szereg przeksztalceni prowadzi do wyniku

ma+1 m—1I - 1o

2nom+ L 05 +T i =C, s 5mul G, cosat+? 9, (8.1.1)

m—i—f m——Iv X m—f :
= qj+~-z~- qj+1+~~2w- g;—1=Bj qsinat+B,; , cosat, (8.1.2)

s =L gt e
e (8.1.3)
=0, b 2, ang,
gdzie
=00+ [("0+ D (n, +2)(2no+3)+(”0_ 1)(no—2)(2no—3)1+

K+l
o : b(2+n). (8.2)

Stale calkowania wyznaczamy z warunkéw poczatkowych majac dane w chwili poczat-
kowej przemieszezenia i predkosci DS’y g} s B 45 % Znak (+) oznacza para-
metry po zderzeniu i dotgczeniu pontonéw o numerach n, 1 (—n,). Wyznaczajac state

z warunkow granicznych otrzymujemy

m+1> m—1 £ :
2n0m+7 D )D1+ ) qno+1 == ,no(t)’ (8.31)
m+':f m—:f R f o ’
) q;+ 4 sy R v q4j-1=2, (0» e (83.3.2)
j=n0+1,n0+2,..‘.,+oo,
gdzie 7
v 1 m+1 m—1I : i
D= oT|:<2n0 m+ —é__> D(1+n)o _51 quﬂ no:l sinot+

- . m+_1v +) m—I iy : 1 g
-+ 2n0m+T’ Dy 5 ot ,cosoct—l—O?Q,,o(l—cosat), (8.4.1)

v e m—1I m—1 :
ﬂj,no(f)f‘a‘lt q(+) & (Jﬁ)l n0+7— qﬁﬂl ,,Ojl sinat+
m+1 = / m—1
+[——2— Q§+n)o+—z— 431)1,M+ 4 q§+)1 no] cosat. (8.42)
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Nieskonczony uktad réwnan algebraicznych (8.3) rozwigzujemy dotychczas stosowana
metodg postulujac w kolejnych réwnaniach niejednorodnosé réwna jeden, znajdujac
rozw1qzame zanikajace w nieskorficzonoscei, mnozac rezultat przez odpowiednia funkcje
Z j n(?) 1 dokonujac superpozycji rozwiazan.

Mozna wykazac, ze dla kazdego n, i j>n,+1 réwnania (8.3.2) sa jednorodne. Ponie-
waz q,, jest powiazane z D, relacja (8.1.3), otrzymujemy do rozwiazania uktad

m+1 m—1I <
<2n0m+ 5 >D1+ > Qg+ 1=21 1) (8.5.1)
. m¥i m—1I m=1I m—1I
o qng+1+ano+z+T Do o o 4 s b(2+"o)+~n0+1 nolt) (8.5.2)
m+1 m—1I m—T :
L Qj+"—4 ‘1j+1""h4 g U . (8.5.3)

J=ng+2,n,+3,..., +oo.

Macierz wspdlczynnikéw tego uktadu jest identyczna z macierza uktadu (7.14). Réwniez
kolumna wyrazéw wolnych, od drugiego wyrazu poczawszy, jest zerem w ukladzie (7.14).
Dzigki tej wlasnosci mozna uzyska¢ ogélne rozwigzanie analityczne w postaci

= ; m—1I : b, S
D; =45 () +28, T(ﬂob(2+"o)+~5no+1,no(t) (2’70"1"‘\/1711)‘1, (8.6.1) -

8n m+2(m+1) . ‘
- — B, (D,H),: 4 —— o2 +nj) +

(\/m+\/1)2

= {ﬁz_ Tl

B
+‘—‘n0+1no(t) 2 R S S
2n0m+\/mI ;

J=he+1l,n0+2, ..., +00.

(8.6.2)

Wyznaczenie przyrostow predkosci A4V, wedlug relacji (7.16) nie przedstawia teraz
zadnych trudnosci, jezeli znamy czas zderzenia ¢, odpowiadajacy zmianie wskaznika n,
0 jednos¢. Czas zderzenia znajdziemy podstawiajac rozwigzania (8.6) .do réwnania wiezdw

qn0+1_2qno+q,70—1:'|;2¢0b=0 =/ (8'7'1)
lub w postaci réwnowaznej po wykorzystaniu relacji (8.1.3) » 1
Gug+1—D1— 0o b(3+2n0+n5)=0 (8.7.2)=

i znajdujac najmniejszy pierwiastek 7, , tego réwnania. Mimo iz réwnanie (8.7.2) spro-
wadza si¢ do elementarnego réwnania trygonometrycznego postaci

Gy cosai+G, sinat+G,=0, (88) -

to jego wspotezynniki sa tak skomplikowane, ze analiza numeryczna moze by¢ dokonana.
jedynie na maszynie cyfrowej i w osobnej pracy.
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9. Przyklady

W zakonczeniu pracy podamy wyniki obliczen sit wewnetrznych w ukladzie w chwili
zderzenia dla szczegdlnego przypadku gdy wystepuje pierwsze zderzenie w przegubie
zerowym. Jest rzeczg oczywista, ze nalezy do tego celu wykorzystaé réwnania ruchu pio-
nowego podane w punkcie 4 pracy. Pominiemy wszystkie szczegdty rachunku przytaczajac
jedynie wzory koricowe przydatne do obliczen. Rozpatrzymy jedynie przypadek obcia-
Zenia przegubu zero sila skupiong i pierwsze zderzenie pontonéw oraz m={=I natomiast
K—om i L 052L Jest rzecza oczywista, ze w momencie zderzenia system nasz zmienia
mase, zatem sity wewngtrzne beda mialy w chwilach zderzenia nieciagtosci pierwszego
rodzaju, gdyz wielkosci tych sit zaleza od przyspleszen a przyspieszenia nie sg ciggle
w chwilach zderzen.

Pomijamy szczegbly rachunku odsylajac czytelmka do pracy [7].

Réwnanie do wyznaczenia czasu zderzema t, W przegubie zero

o2k =
o : ©.1)

Qu(1—F2)

Sily wewnetrzne przed zderzeniem (z,=¢!"’)

Sity tnqce w przegubach

—ﬁz, e s (9.2.1)
T, jest prawostronna sila tnaca w ‘przegubie.
Sity podiuzne w przegubach i
T PNKEE o ane
yol iy S MBE (9.22)
2b 18, 1—-8, 7

N0

i

Sily wewnetrzne po zderzeniu (f,=1.")

Sity tnace
SO (9.3.1)
2
+5, i-1
L= ? 5 (Qo—Kpob)B5 ', (9.3.2)

i=1,2,...;+tow,

Sita podtuzna w zderzaku zerowym -

S i B b
So=—[ Qo%_;K%bj_ﬂz_?L%b], 9.3.3)
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Sity podtuzne w przegubach

4 l is l—l—ﬂz :
_A1-B[ 1+p, o

Odkladajac analize numeryczng calego rozpatrywanego problemu do osobnej pracy
dokonamy kilku prostych oszacowat sit wewnetrznych w-chwili zderzenia. Wezmy przy-
padek pontonu z wodnica prostokatna o szerokosci b, i dtugosci 2b, (rys. 4.1).

Postulujac, ze zachodza relacje (6.3) znajdujemy X

b3

e v | 9.4)
14 ?i \/% 7
b3 S
Poniewaz b, /b < 1=, <0. Najwigksze mozliwe 8, otrzymamy dla b,/b—1~. Mamy wtedy
B.=—0,267994. Do obliczetr przyjmiemy f,= —0,28. Przyjmujemy wymiary pontonu
2b;=4 m, b,=8 m, h=1,2 m, 4=0,6 m. Sztywnosci hydrostatyczne, masa 1 momenty
bezwladnosci masy sa wtedy K=3,139-10° Nm~*, L=4,186-10> Nm, £=0,993-105 Mm~1,
m=4,905-10% Ns?m~2, 1=4,774-10%> Ns2?, I =1,552-10° Ns*m~2 Odstep przegub6w
mozna wyliczy¢ z wzoru (9.4) otrzymujac h=2,053 m. Przyjmujac polowe odlegtosci
na zderzakach /=2,03 m obliczamy potowe wzglednego maksymalnego kata obrotu
sacsu:dmch pontonéw ¢,=0,0191.
Z rownania (9.1) otrzymamy dla ot =1 mmlmalnq s1l<; Q, niezbedng do pierwszego
zderzenia

(QO)min:::z,704' 103 N
i najdtuzszy czas od chwili poczatkowej do chwili zderzenia
(12)max=0,393 s.
Kolejne sity wewnetrzne w funkcji obcigzenia Q, dla =2 s

T,=—0,140;, S,=0, N,=0260(Q,—5408-10° N).

(3

Po zderzeniu, tzn. dla =1
T,20.1100(0, ~1.231:100 N),
So=1,043(Q,—5,408-10°> N),
Noé1,1o1(go—5,408-103N). : <

Z relacji tych wynika, ze sila S, oddziatywania wiezéw jednostronnych (zderzaki)
Jest dodatnia tylko wtedy po zderzeniu, gdy dwukrotnie przekracza minimalng sile
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zwarcia dynamicznego. W przeciwnym wypadku ruch w styku po zderzeniu nie jest
mozliwy. Skoki nieciagtosci sit rosna liniowo z Q, i dla Q,=2 (O0)min sa zerem. Sity
So 1 No dla Q022 (Q¢)min Sa zawsze wieksze po zderzemu niz przed zderzeniem. Prze-
ciwstawna wlasnos¢ posiada |T 1]

Praca wplynela do Redakeji w lipcu 1978 r.
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DJieMeNThI JUHAMUKH HAPOMHOIO MOCTA ¢ 00OPOTHEIMH
3230paMH B JUCKPETHOM OHHCAHHH

Pesrome

DOpPMyYTUPYETCs 3271494 CTOJIKHOBEHHUS CO CIIOKHON YaCTHIICH B IUCKPETHOM CHCTeMe C OJHOCTOPOH-
HUMH TOJIOHOMUYECKAMY CBS3NMH, DOPMYyIHPYIOTCS ypaBHEH S ABYOXCHYS UCTIHOM CHCTEMBI HA YOPYTOM
ocHoBamwy. Pemaercs nunamudeckasi 3afaya C HyJIEBLIMY HAYATbHLIME YCIOBUSMU. PaCCManHBaCTCﬂ
MOCT GECKOHEYHOM IITMHEL, a B JUHAMEYECKOM cly4ae Ac6aBOYHO NPEIPHHAMACTCS, 4TO OH HMEET TOJIBKO
OJIHy YacTOTy COOCTBEHHBIX Kosebanuit. OmpenencHst pacnpegenemm VMIYJIECOB BHYTPEHHETO CTOJIKHO=
BEHUS U RHYTPEHHUE CHUIIbL.

Elements of Dynamics of a Ferry-Bridge with Rotary Plays in a Discrete Description-

Summary

. The impact problem of a complex particle with unilateral holonomic constramts has been for-
'mulated and equations of motion of a chain system on a linear elastic foundation given.

A bridge of infinite length and with single eigenfrequency has been taken into consideration.
Zero initial conditions and constant concentrated force were assumed. Internal impacts and forces
were analysed.

Static problem has been solved for arbitrary parameter values.



