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Gdańsk

Elementy dynamiki mostu promowego z lazarni obrotowyrni
w opisie dyskretnym

Sformułowano zadanie zderzenia ze złożonącząstką w układzie dyskretnynr łańcuchowym z jed_
nostrorlnYmi więzami holonomibżnymi. W ramach modelu zderzenia plastycznego rozwiązano zagad-
nienie ruchu mostu nieskończonego pod działaniem siły skupionej.

1. Wstęp

Most PromowY stanowi łańcuch pontonów połączonych przegubami umożliwiający_
mi względne, ograniczotte obroty tych pontonów.IJtządzenie rnożę służyć jako przystań
lub most do Przejmowania ładunków ze statku w strefie brzegowej i transportu tych ładun_
ków do brzegu.

DYnamikę układów tego rodzaju opisywano dotychczas modelem ciągłym belki z wię-
zami jednostronnymi, które narzucały ograniczenia względnych ruchów pontonów [3, 4,
5, 6]. ElementY belek przyjmowano doskonale sztywne. Odkształcalność według modelu
sprężystego podano jedynie dla przypadku skręcania [2, 5].

Niniejsza Prala ma na celu opisanie tego samego układu rzeczywislego modęlem
dYskretnYm, PIZY czym założenia dotyczące uproszczonej hydromechaniki problemu

- PozostałY niezmienione. Reakcje cieczy dane sązatęmprzezsztywność na obrót i przemiesz*
częnia pionowe, a efekty czysto dynamiczne można uwzględnić powiększając masę i mo-
ment bezwładnoŚci masy o dodatkowe wielkości zredukowane, Okazało się, że stosująo
metodY rachunku różnicowego [l] można uzyskać dla układów dyskretnych efektywne
rozwiązania Przez funkcje elemćntarne. Dodatkowe sformułowanie ogólne problemu
zdęrzęnia w układach łańcuclrowych pozwoliło na ogólną klasyfikację modeli zderzenia
ważtych dla zadań tego rodzaju.

Przewiduje się, że po uzyskaniu wielu ważnych praktycznie rozwiązań i analizię nu-
merYcznej będzie można przeprowadzić analizę relacji między ciągłym i dyskretnym opi-
sem tego Samego obiektu rzeczywistego i w konfrontacji z doświadczęnienr wskazać dalsze
kierunki badań.

Iil/ artYkule Przedstawia się kolejno - ogóine sformułowanie problemu zdgrzeniaukład"u
holonomicznęgo Zę złożoną cząstką jako zadanie przygotowawczę oraz pojęcie układu
łańcuchowego, a następnie sformułow anie szczególnego problelnu ruchu mostu plomowego
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z llzami obrotowymi i tozwlązanie zadania ruchu mostu nieskończonego, obciążonego
siłą skupioną w jednym przegubie przy żerowych warunkach początkowych. Rozwiązanie
uzyskano dla szczególnego przypadku, gdy łańcuch pontonów posiada jedną częstość
drgań własnych. Pracę kończy wyznaczenie sił wewnętrznych i prosty przy|<ład 1iczĘowy.
Obszerna analiza numeryczna zostanie przedstawiona w osobnej pracy,

2. Zderzenie złoż,onej cząstki z więzami holonomicznymi jednostronnymi

Przez złożoną cząstkę rozumiemy układ o n stopniach swobody spełniający w pewnym
przedzia(e czasu jednostronne więzy holonomiczne w postaci równości. Oznacza to,
że w tym przedziale czasu mamy równania ruchu

.l / eT\ dT aU

at \aą ,)- ał,* a,l',:Q,* 
R,,

gdzie reakcje więzów

^,: Ś A,1!, )";ż0, k<tt.
i=1 oqj

a więzy dane w postaci p;)0 spełnione są jako równości

(2.1)

j:I,2,...,fr,

(2.2)

(2.5)

(2.6)

?i(Ql , Q2, ... , Q):0,

i:I,2,....,k. (2.3)

Rozpatrzymy zderzenie ńożonej cząstki z jednostronnymi-więzami holonomicznymi

Vi(Qt, Q2, ...., q,)>O,

i:l ,2, ..., L, k+L<n,

Niech rv chwili l: lo, chwili zderzenia, parametry ruchu złożonej cząstki będą

s:-), s,-," a,j-, ,

Spełniają one równanie więzów rlr; w postaci

'vr(q\-), q|;), ... , q!,-)):o,

i:t,2,..., L,
orazkonięczny warunek zderzęnia ,

(2.4)

(2.7),, '+ d\,,.0,
i:t OQi

i:7 ,2, ... , L.

W procesie zdęrzęnia nię zmieniają się współrzędne ,t:-). Impulsy danych sił zewnętrz-
nych Ql są zatem zęrem, natomiast impulsy reakcji więzów qii Visą skończone i powodują
plzyrosty prQdkoŚci.
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Z rówiańa (2.1) mamy całkując w otoczeniu 
': 

lo ą

/dr\ /dT\
(óa),=,*-,lri),=,r:In,,+I",, (2,8},

J-rr2r,..,fr,
gdzić impulsy wewnętrzne w cząstce

k 0o,

.In,j: ,Ęrr,|n,, 
j=|,2,...,n, (2.9.1},

_ a impulsy zęwnęttzne od więzów ł4,

L A,,.: Oa,I",i:Lv,;, j:|,2,...,fr. (2.9.2}
i=l Oqj

Pi, Yi są mnożniłami Lagrange'a dla impulsjw. Ponieważ więzy są jednostronne po§- ,
taci qi>O, y,>0, mnożniki Lagrange'a muszą spełniać nierówności

LliżO, , viż\, (2,10}
' 
i:l,2, ,,. , k, i:1 ,2, ,., , L.

Jeżeli będziemy postulowali energĘ:":": 

, 

-:: w postaci

l:ź L, Z s.A,os, (2.Il)
=1 p*l

oraz oznaczymy skoki prędkości wywołane zdęrzęnięm przez óĄr,,tzn.

'l ósi: sj'- ,1',-), (2,12}

to układ równań (2.8) przyjmie postać

nki .ł,"óą": ż ,,!* ś ,!!, Q,l3}d=l ,=1 oqj iil oqj

;la*]:Ir)r.,.,il.

Na to aby po zderzeniu ruch był zgodny z więzamiprędkości muszą spełniać relację

! 0ę,

,ł ,Ę 
ós,>o, (2,t4,1)

i:1,2, ..., k,
-'0w,

2 "{'te}-'*,n,),o, (2,14,2)
i=l OQi

"i:1 ,2,..,,L.
Dodatkowo moŻna nŃożYć ograniczenia na energię kinetyczną układu po zderzeniu_

I3T



138 J. Więckowski

relację

(.qL- ) + a il dł (a$- ) + a Ą,1 ą sr*,,A"frą(p-) (2.I5)

Każdy ciąg óĄ1, j:7,2, ..,, n spelniający równanie(2.I3)oruz riierówności (2.L4) i (2,15)
będziemy nazywali modelem zdęrzęnia.' Gdy chociaż jedna z nierówności (2,14.1) jest silna. rnó*imy o zderzeniu z wypfo-
mieniowaniem.

Gdy chociaż jedna z nierówności (2.14.Z) jest silna, mówimy o zderzęniu z odbiciem,
Gdy nierówność (2.15) jest "równością, zderzenie nazywańy zachowawczym.

3. Układ łańcuchowv

Przęz uldad łańcuchowy będziemy rozumieli układ mećhaniczńy o prze7iczalnej liczbie
stopni swobody opisany równaniami (2.1) z jednostronnymi więzami holonomicznymi

Aq,*rł Bq,łCqi_r+D>0,

J:0,+l,+2,...,*:o,
(3.1)

gdzie A, B, C, D - stałe nięzalężnę od wskaźnika7. Nierówności (3.1) opisują oczywiście
przypadek szczególny. Ogóinie układ mechaniczny nazwiemy łańcuchowym , jeżeli macierz
formy liniowej po lewej stronie układu nierówlości (3.1) będzie pasmowa ikażde pasmo
(linia równoległa do przekątnej głównej) będzie się składało z jednakowych liczb.

Niech w zadanej chwili l układ staje się zlożoną cząstką z więzami holonomicznymi
(3,1) spetnionymi w postaci równości dla wskaźników7:rę1l. R+2...., R+.S, Aby
znaleźć współrzędne uogólnione zgodne z więzami dla ńożonej cząstki znajdziemy toz-
lviązanie ogólne układu równań liniowych

Aq;*tł Bq,* Cq,-1 *D:0,
j:R+2, R+3, ..., R+,S-1

(3.2)

Układ ten można sprowadzić do abstrakcyjnego równania różt,tięzkowego drugiego rzędu
z pochodną różnicową [1]. Funkcją wykładniczą jest lutaj funkcja Bj, gd,zie l jest liczbą.
Rozwiązanie jednorodnego równania (3.2) (D=0) sprowadza się do podstawienia

(3.3)

(3.4)

W przypadku jednokrotnych pierwiastków 0#l]r*l]::O, rozwiązanie ogólne jest

ta+;:E, Bi+ a, §'r, (3.5.1)

w przypadku pierwiastką dwukrotnego B*0 
:

4n+;: E 1 F' + E" j F',

fln
YYL,L
ą=7 l}=1

nn
YYLL

ą=1 B=1

qn+i: §'
i tozwiązania równania charakterystycznego ł

APz +BB+C:0.

(3.12)
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w przypadku pierwiastków zespolonych niezerowych

ńozwiązanie układu.niejednorodnego (3.2) można zialćźćnp. metodą uzmiennięnia
stałej w rozwiązaniachukładu jeonoroanego, Jest.to analogiaelementarnej metody wyzna_czenia całek ogólnych równań tóżniczkowych 'liniowyó o współczynnikach stałych,Otrzymamy kolejno. w przypadku (3.5.1)

4a+i:E1 0ł+E, pź-?(#"'ź',,o,r * {i,'j, ur), (3.6.1)

w przypadku (3.5.2)

sR+;:E, Pi +arj§j -: Ź,Bj-u(j +I-.k), G.6.2)

§ t,z: u,t+ ia, :p (cos xł i sin 7),

{l a+ ; : E, pj cos j x ł E 2 nj sin i y

m:l,2.

(3.5.3)

. (3.7.1)

(3.7.2)

Djr
Q a + i : E 1 p] cos j y * E 2 pj sin j y + "7 

rĘ r 
r- rL

or 
,z^r-r|"i|\k 

llry:":"(!:t)r]. , (3.6.3).A t?z' |_ sin x
Łatwo zaaważyĆ, źe sinx+0. Gdyby bowiem było sin X:0, topietwiastek równania cha-

:11'."jl1*1nego 
byłby dwukrotny, Er, E, są wspot.zęjny-l .rogJlnionymi strefy zwarciazgoonyml z wtęzami.

Równania ruchu strefy zwarcia otrzymamy dodając równania (2,1) od wskaźnika7:ffdo7: j-q5 pomnożone 
"ap"*i.Jri"'JnÓ"OOu różnych pierwiastków IJr*B, irueczy-wistych przez Pr^. Otrzymamy

d /ar\ ar aU §_ 1._ l_ _I : L Q**i§j,,dt \ai_l aE^' aE,, j=l

w przypadku (3.5.3) ?

9,

W przypadkach pozostałych

* (;)- E- ::^: i,, Q *, i y,u ),

tn: | ')
IIl 

- 
l ) L ,

gdzie dla pierwiastka dwukrotnego

y Jil: §j, yr(j): j §j,,
a dla pierwiastków zespołonych

yr17;:p%os jX, y2(j): pjsinjx,
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4. Równania ruchu pontonów mostu promowego

Przyjmiemy schemat geometryczny mostu jak na rys. 4.1.

Jeżeli K oznacza sztywność na przemieszczęnia pionowe, I - sztywnoŚć na obroty pon-

tonów, to energia potencjalna całego mostu

gdzie qi - przemieszczenia pionowe przegubów P, zi - przęmięszazęnia poziome przega-

bów p, i:I+ml2 - całkowity moment bezwładności pontonu względem punktu.B,

_l-ł< . L ,l

a energia kinetyczna 

U: L 
L * 'n'* 

łt*t)'+ 
"_z(q,*,-sl\'),

r : z |'i,n,* n,,,)' + 
rl,o, 

rł,,, - łł'f,

Łt,l K"^ (s,r, +ł,)+ ̂  lQi+l*Q):Gi*tłT,-T,n r,
żl

- Równanie ruchu postępowego poziomego

m/' 

_ (s,* t - Ę) + mZ, *r :(N;* r - t{,) +(s, - si+ 1) +lli+ 1

)- t)

- Równanie ruchu obrotowego dookoła środka masy pontonu O

IL
*k,*r-ą)+;(Qi*l- 4i):Mi+ t+ A (Ni-N,* 1)- b (T,+ T,*,) *

(4.1.1}

(4,I.2J

(4.3,1}

(4.3,.2}

Rys. 4.1. Schemat geometlyczny mostu

m _ masajednego pontonu. Więzy narzuconę są nakażdą kolejną trójkę przemieszcz,eił,

węzłów w ten sposób, że względny kąt ob{otu dwóch sąsiednich pbntonów jest ograni"-

czony zadaną liczbę 2ęo>0. Prowadzi tq do relacji

ąi*, -2qil Qr-,łZtpob)O . (4.2}

Aby wyznaczyć slły wewnętrzne wzajemnego oddziaływania przy znańym ruchu"

należy napisać równania ruchu pontonu rniędzy dwoma przegubami (rys. 4.2) rozpatrując

dwa przypadki brak styku pontonów (ł:O) i styk pontonów (S;*0).

- RÓwnanie ruchu postępowego pionowego

+(h-/)(Sr§,*,). (4.3.3)
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Rys. 4.2. Obciążenia pontonu

Postulując brak ruchów wzdluż układu (Zt:O) i rugując siły podłuŹne z równania
ruchu obrotowego oraz wprowadzając ozoaczęnia

- I+/2m. 1:- bz'

-LL:
h2'

(4.4,I)

(4,4.2)

otrzymujemy po przekształceniach równanie

i d::l-!'*iq::]:!':Y:!+! 
(s,-s,*l)+H,* , ! -1r,or,*s. |4.4.3)22bbD

W przypadku strefy rozwarcia (ł:0) i braku ruchów wzdłużnych układ (4.3.1) 1(4.4.:3)
moŻnarozwiązaĆ względem sił tnących, otrzymując względne wzory kontrolne do obliczeń
szczególnych

,M,n, h _
7-, : źi - IG, * r.ł Hi *, ;-r* * |* k, * t + s ) -i ((i 

t o, - s )7 +

+łLK(q,*r+q)-L(s,*t-s)7, (4.5.1)

Ti+t:T*ro,- tł Hi*, łr-rlm(,i,*,+ ti,)+i(ti,*, -s,)] +

Z równań (4.3.1), (4,3.2) i (4.3.3) otrzymujemy również impulsy sił wewnętrznych
w trakcię zderzenia, całkując je w małym otoczeniu czasu zd,erzęnia to. Jeżeli

' 6s,=s|*'-q',-', . (4.6)

tzn. jest to rÓŻnica jednostronnycir prędkości zderzenia przed i po zderzeniu, natomiast
jeżeli przez Ń,, ś,, b, orou"ry^y impulsy sił wewnętrloych, to otrzymujemy kolejno

m
; (óat* L+6q):T,-Ti*r,l

(4;l.D
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Oczywiście podczas zdęrzenia współrzędne uogólnione układu pozostają stałe, a impulsy
sił zewnętrznych są zerami. W przypadku gdy na pontonach znajduje się poruszający się

pojazd układ równan ę.7) może ulec zmianie, gdyż siły G|,*r, M,*t, Hi+t mogą zawierać
składniki, które będą siłami bezwładności pojazdu.

5. Równania"Lagrange'a i zadania statyczne

Ztajdziemy ogólne równania ruchu układu-mostu pisząc równania Lagrange'a dla
ukladu łańcuchowego z energią kinetyczną r i potencjalną LI danymi relacjami (4. 1.1}

i (4.I.2\.

Dla każdego węzła wewnętrznego równanie ruchu mostu rozwartego będzie

m+i .. *-i .. ,n- i.. K+i K-i K- iaf a,*':-, łt-r*'!,--'- n,_,*11 s,*: ł ai+l+'j] 4i_t:Qi. , (5.1.1}

Jeżeli j jest numerem lewego węzła zewnętlznego, to równanie ruchu jest

m+i *-i .. K+i, K-L
- - { Si+ a Qi*t*-- qi* ..-4-- 4j+t:Qi,

nato4-1iąst jeśli 7 jest numęIem prawego węzła zewnętrznego, to równanie ruchu jest

m+i.. *-i . K+i K-L
+ 4i+- o Qi_,ł ą Si+ 4- Qi-,-Qi.

(4.7.2}

(4.7.3)

(5.1.2}

(5. 1.3)

Dla pontonów prostokątnych o szerokości ó2 i długości 2b, sztywność pionowa K
hydrostatyczna i sztywność na obrót L obliczona również dla warunków hydrostatycznych
wynoSzą

K:2btbz|.
Jeżeli postul ować, że między liczbami K, m, i,, i zachodzą relacje

K:ą2ttl ,

i,:o'i,
oznacza to, że między masą i momentem bezwładności pontonu I zachodzi związek

mi:! oi-3/') (5.4.I)

Równanie to jest spełnione ściśle dla kilku przypadków zbliżonych do praktycznych.
Stąd w rozwiązaniu dynamicznym będziemy postulowali relacje.(5,3) ze współczynnikiem
12 danym.

(5.2.1}

(5.3.1}

(5.3.2}
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.Z.ajmiemy się mostem nieograniczonym i zadanięm statycznym. Równania (5.1.1)
plzyjmują postać

6_bn,-,,!1o,,*J,?:,:"::i_,.:4Qi,...'(5.5)

Równania te są ważne jedynie wtedy, gdy więzy nie interweniują. przypad ek k:i.prowadzi
do rozwiązań banalnych i nie jest możliwy dla ptzyjętej g"o-Ltrii pontonów (wtedy ó, :: JSl). Mamy również

x-L:2ybrbr/ 1bi\
('-; i)'o, (5,6)

z czego wynika, że obydwa pierwiastki równania charakterystycznego są ujemne

o 1 łk+JŻ
Pl:;: Pz VK-Vi

Zajrniemy się szczególnym przypadkiem obciążenia przegab,a l"-*.go siłą 9o*0,Będzie to jedyne obciążenie układu. Z warunków-zanikida ugięć gdy -/--+ f oo i j--, - *qraz ciągŁości w miejscu Przyłożenia siły otrzymary .or*iąruni.

W oczywisty,sposób mamy ]B1|.> 1,|f ,l<l i rozwiązanie ogólne ukladu równań jednorod_
nych (5,5)

si:AB'r+BB'r. (5.8)

Jedynymi siłami wewnętrznymi w połączeniach są siły tnące, które wyznaczymy z równań(4.5) otrzymując

,,:Qł pi, j:0, 1,2,,.,, *oo. (5.10)

(5.11.1}

(5.7)

(5.9)

Dla i:0 jest to oczywiście siła tnąca, prawoslronna. Sily tnące dla i <0 są oczywiście sy-
metryczne.

Siłę Pierwsze go zwarciaotrzymujemy podstawiając rozwiązanie(5.9) do równania zwar-cia pontonów środkowych

4t -2Qoł q _ t: _2łło b .

hoste przekształcenia prowadzą do wyniku

Qo,:Ę łzrłE+łżl. (5.11.2}
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Rozważmy pTzypadek ogólny gdy strefa zwarcia pontonów tozciąga się od ,wskaźnika
j: -nodowskaźnikai:no. Posługujemy się tutaj równaniami (3,7) i ogólnymrozwiązaniem

dla ugięć w strefie zwatcia, parzystym względem i

Qi:Dt- ęob(2+i2),

j:0, *1 , ..,, Xllo,

(5.I2.I)

Równanie Lagrange'a względem współrzędnej uogólnionej D1 jest dla ustalonego n9

l x+L\ K-L K+L
|z", 

rc +'Ę 
) 

r, *'+ (Q _ @o + t \ ł 4 vo *, l ) 
: Qo * ; r2 o b (2 + nż) +

KQnb -*^Źa [(łro ł t)(no+2)(Ztlo * 3).r(n6 - I)(no-ĄQno - 3)] . (5.t2.2)

Z warunków ciągłości na styku ,*urJiui rozwarcil

(
D, : ]Qo + tp o b |ź ( R + Ll + + (rc - L) F r] Q + ni) + v o b f 

Yt n o+ l ) (łro + 2J Qn o + 3) +

*(no- 1, (ng- ż)(Zn -3)r} Q,,**Oł-+ 
p,)'_ (5,13)

W,równaniach tych Qo nie jest oczywiście siłą dowolną. Jęst ona za,warta w przedzia|e

(8o, .,n(no), Oo, 
^u*(no)).Dolna 

wańość odpowiada pierwszemu zwarciu i może być wy-

znaczona z warunku, że moment wszystkich sił działających na ponton między przegubami

no-I ino względem przegubu n6 -1 znlka. Lięznę przeksztńcenia prowadzą do rezultatu

Qo, .,n: -+! : |aK ł Knot2ią- rno+ l) + K .,/irsr3 - 8llo -l- 3) ł
6(VK+Vi)

+6i. łkno(2no-7) +ZL JiQno= t)f , (5,14,1)

DIa K: L otrzymujemy bardzo prosty ręzllltat

Qo,_,n: 
q}!! 

noqr1_t). (5.I4.2)

Obliczając stałą D, dla tego przypadku i podstawiając do równania (5.12) obliczaP,Y ekstre-

malne zgięcia
^l

2nfit/ 1ę2al2n|-2no+ l) K +(2łro - 1) t
Qob, (5.15)Qo:

Pominiemy teraz' szczegóły
mostu.

/ --.2łK(łK+vt)

rachunku podając rezultaty obliczeń parametróy zgięcia
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Ugięcia poza strefę zwarci; i na jej brregu

1 Jk_łitr:i Q-2n) 1v- r';"oqob,

i:tl6rno*I,.,., *@. 
'\

]l
Siły tnące poza strefą żwarcia i na jej brzegu

(5.17)

. i:ng,ngł l , ..., +@.

Do obliczenia sił wewnętrznych w strefie zwarcia wygodnie posłużyć się równaniem
(4,5.2) w postaci !

K
. Ti:Ti+tł.(aiłłi+J.

Otrzymujemy wtedy wzór rekurencyjny na obliczenie kolejnych sił tnących

K,Ti:T,oł, (Q,o*2Q,o_tł...ł2q,*r+q,). i

Zrównania (4,4.3) wyznaczamy siły podłużnę na zduzakach w strefie.zwarcia

o_ó|-- qobL., -1

§i: i|r,"+zrno-1ł...ł2T;+,*Ti-T.@3_rrJ (5.20)
*,

Z równania (4-3,2) wynika, żę w strefie zwarcia S.i:Ą, tzn, optócz sił podłużnych na
zdęrzakach występują jeszcze tej samej wielkości siły w przegubie.

6. Zadania dynamiczne w opisie liniowym (bez zdełzeń)

RozwiąŻemY szczegółowo zadaniedynamiki mostu pod obciążeniem skupionym w prze-
gubie i:0 PTIY zetowych warunkaćh początkowych i'w fazię wzrostu strefy zwarcia.
ogólne rozwiązanie zadania dla mostu nieograniczonego jest proste w przypadku, gdy
spełnione są równania (5.3), tzn. K:ą,fll, L:ari. utńa rownań (5.1.1) sprowadza się
wtedy do postaci

an 1m+i *-i ,-i \
al\ łsi+-4 4i+tł o ai-t)+

/m+i .-i ,r-i \ 
^'*( , Si+ 4 4i+tł o 4i-l 

)a':QiU), 
(6,I)

(5.16)

(5.1 8)

(5.19)

Wprowadzaj ąc oznaczenie

_ m+l tn- l
',= , ,ti+ 

4

t0 Prace I!/iP z. ż7

. m-I
Qi+ti--, Qj-t,

+
(6.2)
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sprowadzamy każde równanie układu (6.1) do postaci
" 

i;,+a2r,:q,Q).

Ogólnym rozwiązaniem jest
t.

-l r
PiQ):Cl;sirl at łCucosatł1 l 0r(r)rin a(t-r)dr .

Znajdziemy w pierw t ozwiązanie szczegól ne dl a q; odpow i adaj ące trzeciemu kolej nern u

składnikowi wrozwiązaniu(6.4). Wtym celuzałóżmy, że obciążenie siłą uogólnionądziala
jedynie w przegubie j:k i napiszemy rozwiązanie w postaci

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6.1)

(6.6.2)

(6,7)

(6.8)

t

^l r
Qi:si - | Ql(r)sina(t-t)dr.

"ł
Układ (6.2) sprowadza się wtedy do postaci

m+i n.m-i n ,,n-i n ^

^ sj + " 7uj+ tl , Q"i- t:0 ,2 , 4 "- 4 -"-
,

j+k i j:0, ł:1,, ł2,,..., *.o

m+i. 
^o , 

*-i _o , ,n-i ^o _ l
-;' 

qk+ n Li+t+ ,l Qlr-t: t.
LźT

Rozwiązanie układu (6.6) z warunkiem

lim qj:0
j=to

oraz warunkierr,i ćiągłości równań dla j:,1ę prowadzi do rezultatu

o l r7'r-o, j>k,
"! .ł r,i l,p',-u, k>-j.

Rozwiązanie odpowiadające pierwsżym dwom składnikom po prawej stronie rozwią-
zania (6,4) ndjłatwiej uzyskać wprost z jednorodnego układu (6.1). Postulując rczwiązanie
w postaci Qi:die'' otrzymamy układ równań

(6.9)

Układ ten jest tożsamościowo spełniohy dla a: *la. Mamy zatem nięzalężnę wzajemne
tozwiązania dla częstości a postaci

- S}:Bl;siną/+Bucosat,

.l:0, + I, +2,..., :|-co.

(6.10)
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równania więzów

qr-2qo*q_lł29ob:0.
Proste obliczenia prowadzą do wyniku

a^baz /-
Qot::* ! lm ,2(I- §r) ,

Dla Qo> Qo, zderzenie wystąpi wczęśniej, dla tr<nf a. Czas zderzęnia wyznacza
nania

147

Rozwiązania te opisują digania swobodne ukladu. Jak widać, występuje tylko jedna częstość
drgań własnycb, a każda forma odkształcenia jest funkcją własną.

Trzecim składnikiem rozwiązania ogólnego układu (6.1) jest rozwiązanie jednorod_
nego układu (6.2) 

srj:A, 1'I+AI, PL (6.11)^

Suma rozwiązań (6.5) dla wszystkich k, rozwiązań (6.10) oraz (6,1l) daje całkę ogólną
układu ,ivyjściowego w,zakre§ie liniowym bęz zdętzęń. l

Niech będzie obciążony tylko przegub zerowy stałą siłą Qo. Przy zerowych watunkaćh
początkowych otrzymujemy rozwiązanie

(6.12)

znajdziemy najmniejszą siłę 9o:Qor, przy której nastąpi styk w pontonach przegubu
Zerowego bęz zderzenia. Zajdzie to dla ąt:T przy spełnieniu przez rozwiązania (6.12)

^l;
, tpnba'rl I m

COS ryl-: t - Qn(L- §,)

(6.13)

(6.14\

się z rów-

(6,15)

Męchanizm zdęrzenia rozpatrzymy szczegółowo w następnym punkcie pracy.

7. Impulsy wewnętrzne podczas zderzeń pontonów

WeŹmy przypadek szczególny opisany w poprzednim punkcie ptacy oraz obciążenie
jedynie przegubu zerowego stałą siłą Qo przy zerowych warunkach początkowych.

W chwili pierwszego zderzenia włączają się więzy

qt-2qo*q-lł2tpgb:0. (7.I)

5lejnym współrzędnym
uogólnionym są 

E_r:),, jo :_27, Et:)., , 
,- ^,(7.2)

5;:0, i:+2, i3,..,, *.o.
Układ równań njeskończonych do wyznaczenia przyrostów prędkości uogólnionych

/

młI _. m-I _. m-l 
^

2 óq _1+ 4 óao+ ą ó4 _z:l"-
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m+i m-i m-i
i Ur,+i ar,*ź' 6Q_,: -2i,

(7,3)
m+i ^ --i ^. ^-i ^._ óO,ł. óqo*, ó4z:^, .

24,"4,-

^*'óó.ntn-l m-I
2 ,J 4- ÓTi-r+ 

4 
- 6Qi*t:0, 

,

j:+2,+ 3, ",. +oo,

RozwiązanietegoukładuzwarunkiemznIkaniarozwiązańwnieskończonościprowadzi
do wyniku

6so: - -Ł rr- §,),ł--

ó d,:Ł(I-§r,)'§j', i>|, (7.4)
,l *i

. )' ,, ^,)^i_1- ós,: :-t 
_Q - §)'§T' , -7>i ,

",/ m.I

Współczynnik ). wyznaczamy z relacji zgodności prędkości po zderzeniu z więzami

Q,14.2). W, przypadku modelu zderzenia plastycznego warunkiem tym jest równanie

(s{--] +ósJ-z(sf)+ado)+(dt-)+ó{,;:g. (7]5)

Korzystając z równania (6.12) i symetrii rozkładu prędkości wyznaczamy przyrosty pręd-
kości

óQo:-'Ł=sincf,,
a'l miJ-Pz (7.6)

Qn (-B)'.:,_,
óq;:-,__ ?_n_ p2'slnatz,

urJ mI J-P2

Impulsy tnące w sworzniach Ę znajdujemy z rownań impulsów dla ruchu pionowego
(4.7.I) oraz równań impulsów dla ruchu otrotowego w strefie rozwatcia. Pomijamy
uczegóły rirchunku otrzymując

źo:0, 'r,-+%+P! §i, lsinut, (7.7)'2ą3-§z

Z pozostałych równań (4.7) wyznaczbmy impulsy podłużąe na zderzaku i:0 oruz impulsy
podłużne w sworzniach

' ' l ' 
ś ,:? n' ,2- sinat., (7.8.1)

n a. 3-1.r2
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ń _Qo b f^ lh(l_p)rll\o-- tą:_prlL'- u,,,*Brl Isinal,,
:, Z Qo (1-6,)3
lv i: ń 7 u + nxz _ llr)§,'sin 

d/"

(7.8,2)

(7.8,3)

j:1 ,2. .... + co,

Jest rueczą oczywistą, 
': !:rr^szczególnym doborze parametrów geometrycznychukładu można uzysJ<ać impuls Ńo:O. trmpulsy_Ń;+0 wtedy, gdy /+ 0 i zanikająwedług

potQ9 §z do zera w nieskończoności. DIa m:i jest P2:O"iiriputry zd.er.zęnia ograniczająsię do przebiegu zerowęgo oraz przegubow o .ru*.ńch jeden i ńiou, jeden. występujewięc zjawisko lokalizacji impulsów. W przypadku m+i l-p.rrry pojawiają się jedno-cześnie,we wszystkich przegubach. 7ę względu na sztywnose etementow ińrrv ;;;;;gują się w ukladzie z nieskończoną prędkością.
w przekroju przegubu zerowego wszystkie impulsy są poziome. poza tymprzekrojemwystępuje pozioma i pionowa składowa impulsu, a więc impuls wlpadkowy

i:I ,2, ..., * co.

Napiszemy teraz tównanie ruchu układu i znajdziemy impulsy zdętzeniadla przypadkugdy przegub zostal obciążony siłą Qo taką, żę aktualnię strefa zwarcia obejmuje 2no pon-tonów otaczających symetrycznie przegub o numerze /:0. R";;;;zujemy układ równańwięzów dla strefy zwarcla korzystając z rozwiązania ogólnego (3.6.2). Warunek parzy-stości rozwiązania względem wskaźnika i prowadzi do wyniku

i;:(Ńi +r?)+,

Qi:Dt- rpobQ+i2). i:0. * l, .,., łno,
ł jest nową współrzędną uogólnioną, zatem

qrJór, i:0, *l,..., łno.

(7.9)

(7.10.1)

(7.I0.2)
Do równania @-1) dla energii potencjalnej i kinetycznej podstawlamy relacje (7.10).otrzy-mując równanie w nowych współrzędnych uogólniony"t ,,*łud., (Dr, q!,, i: *(ngłtr),ł(no+21,.... * co).

,r|Z}',r"rch 
przekształceniach otrzymujemy równania ruchu. Równanie ruchu strefy

/^ , ł-i\ . r_i .

\2nom- ; )Dl+"a 
(q,o*,łq -(flo+I))+

+/ _ r+ir K-L
(ŻnoK+ - )',* n= (Quo+lłQ_t,".,,)l

: g 
^ 
* 

K q o b 
[(fi o + l ) ( n o + 2)12n o + 3) + ( n o - l) ( n o - 2)(2n o- 3)] +u 

o*L+-2 aob(2+n3) 0.u.1)
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m+i .. w=I .. m-I .: ,,

^ ciił ^ 4i*tł- ^ Qi-l*r+4-"
./m +i ^-"l , *-i \

. +u"l _ q,a'!--'qj+|+"-;si_r|:O, (7,11,2)
t?4-,4/\-

j:X@otJ), {(no +2),.,., ico.

Przyłączenie,pontonów o numerach !(nn*l). do skefy zwarcia odpowiada włączeniu

się więzów postaci
* 

q,o* ,- D t: -@3ł2no-13) Eob ,

8,{no+1)-Dr : -@2o+Zng*3) Q,b ,

Edyż Q,o i 7no_t są zależne od D," 'z,iiÓ"i" z ,o*rraoi"* Qą.z) impulsy odpowiadajądę równaniom ruńu dla współ-

EI:_(^r+)),
_-1 lnoł L: /:I ,

J-(no+ L):Az,

(7.I2.I)

(7.Iz.2)

(7.13.1)

(7.I3.ż)

(7,I3.3)

(7.!4.I)

gózle ),, _ mnożnik Lagrang€a dla impulsów od więzów (7:I2.|), a 1z _ mnożnik dtra

i-p"rro* od więzów ęizz>. Z równai (711},otrzymujemy, całkując w otoczeniu chwili

zdetzęnia, równania do wyztaczenia skoków prędkości ż

m*I _. m-I ^ . m-I -. 11 1A .\
z ósi+ o ó4i+|+ 4 óQj-t::j, \1,1a,L)

j= *(ł16*1), t(no*Z), .l., t oo.

Rozwiązujeńy nieskończony układ równań (7,14.I) wykorzystując symetrię 
1adanla

(hr:lz) i wyznulru^y mnoznik Lagrange'a z warunku zgodności prędkoŚci Po zderzeniu

" - ) więłum, ę.tZ.t) pivy zńoZetiu zdęrzęnia plastycznego, tzn,

Parametrem ptzy wyznaczeniu przyrostów prędkości je_st

, lĄo,=ql"]r-P1-1 
9

Po żmudnych obliczeniach otrzymujem.y przylo§ty prędkości

6D r 
|,:(I +2Ę6 - B ry+ąlY^'o' ."

,(7.1q),

(7.I7.I)
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_ Impulsy wewnętrzne wyznaazamy z równań (4.7). Rozwi ązania dla impulsów ścina-jących w strefie zwarcia

Ti= -m rG+znOG-lD+2f
j:0,1,2,...,l1g.

lĄn, (7.18,1)

6 a, : _ JI@Y#r]B!;r' +,o\ / vuo,
|(I+2n)(I-1
j:no+1 ,ngł2, ..., ł@.

i1,"*,: - r ł###i pi-, / v.",

2j-

(7.I7.2)

(7.18,2)

(7.żO.t)

(7.20.2)

(7.2I.I)

(7.2L2)

i:L,2,..., *co

Jak widaĆ, w strefię zwarcia impulsy ścinające zmieniająsię liniowo, u po,rutą strefą za_
nikają. Impulsy podłużne na zdętzakach możta wyznaczyć w ,zależności od

'A b.+,^: _:. : i b'Si:r(ł.+2Ti+t*...+2i,o+i,o*r)+ -rlóri,"*r-óD) !l,, Q.lg)

j:O, r ,2,,..,fio.
pozostałe impulsy są oczywiście równe zerą gdyż pontony nie stykają się ze sobą. podamy
formuły końcowe do obliczeń impulsów Śo i Ś""

ś : _ mlVno b  nołQ+2n)(I+§) ilĄ" b
-'ło 2 ;h lG+zijlt-9;1*21- 2 h'

ś^ _,^lV,o b  uG +no)+0+2nJ(l+§) izv;" uJU_ - - . 
-,, 2 h r1+2nil1.-pjTrr--Th'

Impulsy podłużne Ń; są związane z impulsami Ś, relacjami

/Yro

i:l,2..... +co.

WzorY te umoŻliwiają zbadanie wplywu libzby pontonów na rozktad impulsów zderzęnia
o_razrozkładu imPulsów na calym moście. Łai*o zauważyc,że wszystkie'irnpulrrrunipuji
do zeta z losnącą odległością od strefy zwatęia li l-+*, " : "
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i 8. Wyznaczenie sił wewnętrznych

Aby wyznaczyć siły zdqżęnia ii*p,r§v w zdęrzakach rozwiążemy równania ruchu
(7.1l) przy założęniu K:a2m oraz L:a'i, co jest równowźne założęniu istnienia tylko
jednej częstości drgań własnych a i sprowadza problem dó roz:wiązania nieskończonego
układu równań algebraicznych. Szereg przeksńałceń prowadzi do wyniku

/ m+i\ m-i l
|2nom+-,., )rr*, Q,o+t:Cr,nośinatłC2,,ocosatłlś),o,\./
ru+i ,r-i - *-i' 

- 
ar+'' 

o-' 
rr*r+': 4 4i-t:Bli,,osinatlBrr,,ocosd',

(8.1,1)

(8.1,.2)

' j :.no*7, tto"l2, ..., *oo,

Qi='Dt- ęob(2+i2),

':0. 
t .ż,....no,

(8.1.3)

(8.3.1)

(8.3.2)

(8.4.1)

(8.42>

gdzie

Krn^b
Q,n= Q o + .::: [(,?o + i) (,?o + 2) (żn o+ 3) + (łro - I) (n g - 2) (2no - 3)] +ó-

K +i,, 
, + -f vob(z+n1), (8.2)

Stałe całkowania wyznaczaffiy z warunków początkowych mając dane w chwili począt-

kowej przemięszczęnta i prędkości D\!),, s}j,}", ń'r|)", sj*]", ZnuU (+) oznacza paru,
metry po zderzeniu i dołączeniu pontonów o numerach ng i (- ng). Wyznaczając stałe

z warunków grantcznych otrzymujeiny
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Nieskończony układ równań algebraiczRych (8.3) rozwiązujerny dotychczas stosowaną
metodą postulując w kolejnych równaniach niejednorodność równą jeden, znajdując
rozwiązanie zanikające w nieskończoności, mnożąc ręzultat przez odpowiednią funkcję
Ź ,, ^"(t) 

i dokonując superpozycji rozwiąząń.
Można wykazać, żę dla każdego no i j>no* 1 równania (8.3.Z) są jednorodne,. Ponie-

waż qnojest powiązane z D, relacją (8.1.3), otrzymujemy d,o rozwiązania układ
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/ m +i:, ,, -i
|2nonl+ ;)Dr- , Q,g+t:Et,,o(t),
\ Z/ -

_ m+i *-i *-i *-i' 
+ Lno+tl'ł^ s, t- - n -"' 

' qob(2+n])+Ź,"*1,,o(!),,ż _, _ 4 -rol''.-4 "l---4

m+i ,r-i *-i
2-Sj+1 4j+lł n ai_r:O,

j:no+2,nn*3, ..., -Fco,

Macięrz współczynników tego układu jest identyczna z macięrzą układu (7.14). Również
kolumna wyrazow wolnych, od drugiego wyrazu począwszy, jest zerem w układzie (7.14).
Dzięki tej własnośqi można uzyskać ogólne rozwiązanie ana\ityczne w postaci

(- fm-i l)D,:J5, .,oG)+2P2l , 
- qobt2+r3)+Ź,or,,,"(1) ll|2nont+łĄ-r, (8.6.1)( L 4 " ," 

JJ
( - 8iz. m +z(m+i Iq.:1|;'";,,,o (1)J D -@o+'rlY aob(2+ n3)+t e;ąrr Pz- L+

+::,o*,,^(r)l}--1i, _j 2nomł r/ mI

(8.5.1),

(8.5.2}

(8.5.3}

(8.7.1).

t

(8.7.2)

(8.7,2) spro-

(8.8}

(8.6.2}

j:no*1,ng+2,..., *oo,

WYznaczenie przyrostów prędkości /V,o wed,lug relacji (7.16) nie przedstawia lęraz
żadnYch trudności, jeżeli znamy czas zdętzenia t" odpowiadający zmiańie wskaźnika no
o jednoŚĆ. Czas zderzęnia znĄdziemy podstawiaj ąc rozwiązania (8.6).do równania więzów

Qng+1-2Q,r*Q,o-1łZqgb:O , !

lub w postaci równowaźnej po wykorzystaniu relacji (8.1.3)

Q,o+ t - D t - a o b (3 + 2no + nf;) :a
t znaldaląc najmniejszy pierwiastek tz,no tęgo równania. Mimo iż równanię
wadza się do elementarnego równania tTygonometryczfięgo postaci

G, cos a/* G, sinat *Ge :0,

to jego wsPÓłczynniki są tak skomplikowane, że analiza numeTyczna może być dokonana.
jedynie na maszynie cyfrowej i w osobnej pracy.
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' 9. Przykłady

W zakończeniu pracy podamy wyniki obliczeń sił wewnętrznych w układzie vl chwili
zderzenia dla szczegó7nego przypadku gdy występuje pierwsze zdęrzenię w przegubie
ZeroWYm,. Jest rzeczą oczywistą, że należy do tego celu wykorzystać równanid ruchu pio_
nowego podane w punkcie 4 pracy. Pominiemy wszystkie ,rrrr[ały rachunku przytaczaiąc
jedynie wzory końcowe przydatne do obliczeń. Rozpatrzymy jedynie przypadek obcią-
żenia przegubu zero siłą skupioną i pierwsze zderzenie pontonów orui*+}, natomiast
K:ązm i L:ą'i,. Iest rzeczą oczywistą, że w momencie zderzenia system nasz zmienia
masę, Zatem siłY wewnętrzne będą miały w chwilach zderzenia nieciągłości pierwszego
rodzaju, gdyż wielkości tych sił zależą od przyspieszeń, a przyspieszenia nie są ciągle
w chwilach zderzeń,

Pomijamy szczegóły rachunku odsyłając czytelnika do pracy [7].
Równanie do wyzaaczenia czasu zdęrzęnia t, w przegubie zero

(9.2.1)

(9,2.2):

SiĘ wewnętrzne po zderzeniu (t,:7)1

Siły tnące

?T*L (9.3.1)

(9.3",2)

- 
^ lv

. \ qoba"ł lm
---"'z 

QoQ-§r)

,o^

Ti:a Pi, i:0,I,2,..., *a),z

prawostroxną siłą tnącą w iprzegubie
podłużne w przsgubach

Iv

N.:A t_ Brf n _qo N KL1t't=26Ęfi|a"-';Ń 
]Pr,

j:0, 1 ,2, ..., *'@.

Siły

, 7o jest
Siły

Qo

2'

Siła poilłużna w

(9.3,3)
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Siły podłużne w przegubach

Al-B.r l+p2 o^^1No: So n ń l _'ńLrr- u- p;r, 
x qo b 

f,

-,: łrłżln, - ##, x,ł, uf n ;'

(9.3,4)

_ 
(9.3.5)

Odkładając analizę numeryczną całego rozpatrywanego problemu do osobnej pracy
dokonamy kilku prostych oszacowań sił wewnętrznych w chwili zderzęnia. Weźmy przy-
padek pontonu z wodnicą prostokątną o szerokości ó, i długości 2b, (tys.4.1).

Postulując, że zachodzą relacje (6.3) znajdujemy

,-!lf_
§z: _ __!:+ Q.4)

. 1 *9,1'.1b3
Ponieważ bllb<I+Br<0. Największe możliwe B2 otrzymamy dla br|b--rl-. Mamy wtedy

fz: -0,267994. Do obliczeń przyjmiemy §z: -0,28. Przyjmujemy wymiary pontonu
2br:4 m, br-$ m, h:1,2 tn, /:0,6 m. Sztywności hydrostatycząę, masa i momenty
bezwładności masy są wtedy K:3,139. 105 Nm- 1, L:4,186.105 Nm, i,:0,993. 105 Mm- 1,

m:4,905,103 Ns2m-2, I:4,77.4.103 Ns2, i :1,552.103 Ns2m*2. Odstęp przegubów
można wyliczyó z wzorv (9.4) otrzymljąc b:2,053 m. Przyjmując połowę odległości
na, zdetzakach l:2,03 m obliczamy połowę względnego maksymalnego kąta obrotu
sąsiednich pontonów po :0,019l.

Z równania (9.1) oftzymamy dla qtz:It minimalną siłę Qo niezbędną do pierwszego
zderzenia

(Qg)^in:2,T04, 103 N

i nądłuższy czas od chwili początkowej do chwili zdętzęnia

(/z)-u*:0,393 S ,

Kolejne siły wewnętrzne w funkcji obciążenia Qo dla t,:rL-) są

Tr= -0,I4Qo, So:0, No=0,ż6O(Qo-5,408,103 N).

Po zderzeniu, tzn. dla t:tJ

7, 
=0,i10(Q o- I.23l. 104 N),

So = 1,043 (Qo - 5,408 , 103 N) ,

i

No= 1,101 (0o-5,408, l0 3 N)

Z rclacji tych wynika, że slła §o oddziaływania więzów jednostronnych (zderzaki)
jest dodatnia tylko wtedy po zd,erzeniu, gdy dwukrotnie przekracza minlmalną siłę
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zwarcia dynarnicznego. W przeciwnym wypadku ruch w styku po zdęrzeniu nie jest,
możliwy. Skoki nieciągłości sił rosną liniowo z Qo i dla Qo:2 (QJ^in 'są zerem. Siły
,So i ly'o dla Qoż2 (0o)-," są zawszę większe po zderzćniu niż przed zd,ęrzenięm. Przę-,
ciwstawną własność poslada |ł|.
Praca wplynęła do Redakcji w lipcu 1978 r.
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3łenłenrrr AIłHaMuKI{ IrapoMnofo MocTa c o6opoTublMu
3a3opaM[ B AllcKpeTIroM ollilcaHrłfi

Pe: rolłe

@oPvYmłpyercr 3aąaĄa cToJIKHoBeHLL co crroxrloił ,racTLrIIeż n gucxperrłcż c]łcTeMe c cAHocTopoH-
Hlt]\fit roJlolloMŁqecxłMll€Bl3rnłu. Óopuy:rrpyloTc, ypaBHeHllq 

^Bu}KoriuĄ 
I]errłoż ćrłcrevr,r Ha yfipyroM

ocHoBaHI4t{. Pemaerc.q .qI4HaMI4qecKa.a 3aAaqa c HyneBbJMI{ Ha{aJ]bHLIMI4 }ilorrłxyH. Paccuarprłnaercł
r.nocr 6ecroHełHoń .łlłHst. a B AnHaMllgccKoM cJly{ae,ac6a_aołuo npeAnp]4HJłMarTcr, tiTo oH JłMeeT TonbKo
o,quY vacroiy co6ctseirHux xorre6arłrłź. Onpenerrenr,r puanp"p.r,.i."r' ,.ornynuao" BHyTpeHHero cTo.[KHo-
BeHR, M BHyTpeHHye cunbt.

Elements of Dynarnics of a Ferry-Bridge with Rotary Plays in a Discrete Description.

S ummary

. The imPact Problem of a cornplex particle with unilateral holonornic constraints has been for-
mulatęd and equations of motion of a chain sy§tem on a linear elastic foundation given,

A bridge of infinite length and with single eigenfrequency has been taken into consideration.
Zero initial conditions and constant concentrated force were assumed. Internal impacts and forces
were analysed.

Static problem has been solved ?or arbitrary parameter values.


