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, RY§ZARD PISKoR§KI, IozEF wIĘcKoWsKI

Gdńsk

Modele teoretyczne zginania belek o zmiennej strukturze

Przedstawiona teoria sprowadza się do dynamiki belek zginanych z nraterialu idealnie usztywnia,
jącego się. Rozwiązane przykłady i alaliza rrumeryczna są zastosowaniami do dynamiki przystani
i mostów.

1. Niniejsza praca jest pod§umowaniem i dalszym rozwinięciem prac |2, 3, 4, 5\ na

temat ciągĘch modeli pewnych układów łańcuchowych zwięami jednostronnymi. Modele
te powstały w związku z badaniami nad dynamiką pływających łańcuchów kontenerów,
przystani, a także w związku z możliwością wykorzystania ich w problematyce rnostów
pływających lub statków wieloczłonowych.

Autorzy nię znaleźli w dostępnej literuturze rezultatów badań teoretycznych modeli
tego rodzaju z wyjątkiem [1], gdzie Z. Batsztynowski i J. Marszalekrozłłiązali zada,

nie statyczne skręcania pręta cienkościennego z więzami jednostronnymi.

Istotną nowością niniejszej pracy,w stosunku do prac dotychczasowych,jest usyste-

matyzowanie modeli teoretycznych i wprowadzenie nowego modelu (tzw. model C) z jedno-

czesnymi luzani, ścinającym i obrotowym (pkt. 2). Nowością jest również wprowadzenie
warunków granicznyclr na końcach stref zwarciajako praw ruchu nieciągłości pierwszego

rodzaju, jak teZ wyznaczenie obszernej klasy całek ogólnych dla wszystkich badanYch
modeli co umożliwia rozwiązywanie szeregu ważnych praktycznie problemów początkowYch

$kt, 3) oraztózwiązanie i ilustracja numeryczna zadania stacjonarnego ruchu obciążenia
ciągłego po belce nieograniczonej (troblem ruchu pociągu) (pkt. 4 i 5), a także zadańa
początkowego drgań belki pod działaniem nieporuszającej się po belce siły lub ciężaru
(pkt. 6).

Autorern punktu 5 pracy jest R. Piskorski. Wprowadzenię praw ruchu nieciągłoŚci

w punkcie 2 jest częścią wspóln{. Autorem pozostałej części pracy jest J. Więckowski.

2. Postuluje my, że opis ruchu belki sprowadza się, podobnie jak w modelu Timoszenki,
do przemieszczęń ęlęmentów bez obrotów yL otaz przemieszczeń z obrotami y2, tz:o.

że przekroje obracają się wraz z ugięciem y2 o 0y2l0x. Przyjmując umowę znaków sił

t1 39i
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wewnętrznych i zewnętrznych jak na rys. 2.1 , niżej otrzymamy równania ruchu:

aQ a2

ń+s:p atr9t+yr) Q.t,L}

. aM ^ lry,
^ łQłm:i: ^ ..ox dx iJt'

ZakładamY również liniowe podłoże sprężyste typu Winklera, polarne, z zadanym, zmięn-
nYIn w czasie obrysem Powierzchni swobodnej Y(x, t). Jest to najprostszy mode1 oddziaĘ-

Rys. 2.i

wania hYdrodYnannicznego wody na belkę. Obciążenia ciągle e1 siłą oirazobciążenie ciągłe m

Q:Qo-k(!t+ y2-Y), ,,

o
In: ftlo- l ^ (yr- Y) .

ox

Nie wywołują reakcji polarnych ugięcia y, ,., *rględu na brak obrotów.przytoczymy szczególne prrypadki równań ruchu. Jeżeli występują w belcę jedynie
luzy obrotowe, to yr:0, a jeżeli dodatkowo nie działająwięzy, to M=a i równania będą:

Ao lry,
ń*ro-'r(y,-Y):p"ii ,

Q*mo-t ]tl,-y):,*('#)
JeŻeli brak jest luzów obrotowYch, a występują jedynie.przemieszczenia be? obrotów, to
!z=0, a dodatkoWo, gdy nie działają więzy, to O:0. W tym przypadku otrzymujemy
równania

^ud'v.
8o-k(!t-Y):p -Ł',

ót,
aM aY
^ lnr6*/ ^ :0.ox óx

(2.1.ż}

(2.2.1}

(2.2.2,}

(2,3.1}

(2.3,2}
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W trzecim przypadku przyjmiemy, że występują luzy dwojakiego rodzaju, obrotowe zwią_
zanezptzetnieszczeńamiyri ścinające zvłiązanezy1, Jeżeliluzynie zostaĘ wyczerpane,to
winno być Q=0 i M:O i równania przyjmą postać

^ad,
qo- k(! tł yz- Y ): p ;_, (y l * y r),ot-

a
*o-1 Ń(yr-Y):i

Można ocrywiście rozpatrzyó również inne modele teoretyczne, np. tyllco przemieszczenia y
jednego rodzaju,ale zułiązane z obrotami przekrojów i dopuszczające luzy ścinające, tzn.

Q:0 w przypadku rorwarcia. Przydatność tego modelu może być jednak dokonana
wyłącznie przez eksperyment lub teorię aproksymacji układów dyskretnych układem ciąg-
łym. Równania równowagi w tym szczególnym przypadku dla rozlvarcia (0:0) są:

14i

^ , ^)0 (o-yr\
Ń\a7 )'

aM a a /02v\
^ łmo-| ̂  (y-Y):i = lj^ ,l.ox 0x ox\Ot,/

(2.5.t)

(ż.5.ż)

(2.6.I)

(2.6.2)

(2,7.1)

(2.7.2)

(2.8.1)

(2.8.2)

Model ten sprawia jednak zasadniczą trudność w opisie luzów dwojakiego rodzaju, i dla
rozwatcia gdy M:Q i Q:O, Prowadzi bowiem do równań sprzecznych.

Kolejne rnodele, dla których podano równania w przypadku rozwarcia będziemy
oznaczali literanri A (równania(2.3)), model B (równania (2.4)), rnodel C (równania (2,5))

i mode1 D (równania (2,6)). Ptzyjmiemy je do opisu więzów dla kolejnych modeli.

Model A. Więzy są jednostronne kinematyczne i również jednostronnę, narzucone na
sity wewnętrzne

so-k(y-n:p Ł,dt,

d'V 
"-: 

"- 
+Bo=0 + Mś0,

óx'
^a0-1ł"

IvI=O + =źą-Boż0,oX-

aO ó2v.-]*q:p źł,ox ót,

aM a3v"
^ łQ*m:i =ĄĄ.oX dxót-

Bo jest dodatnią stałą. W przlpadku rwarcia, tzn, działania więzów, równanie Q.IJ)
wznacza ugięcie y2) a mo{nęnt gnący M,spełniający nierówność Q,7,l),oraz siłę tnącą
wyznaczymy z tównań (2.1) ptzy y1:0, tzn.

Uogólnienie tego przypadku więzów na przypadek ograniczenia krzywizny liczbami
BrlB, od góry i od dołu jest ocz,vwiste.
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Model B. WięzY są jednostronne kinematyczne i narzucone równieź na siĘ wewnętrz_
ne. PrzYjmiemY je w najprostszej postaci symetrycznego ograniczenia kąta ugięcia od
góry i od dołu

óv,
jj:f = Q>O,

*: -r* 0>Q,

lóv.l
P=0 + | :jl<./.

lo* i

oo(!)-,,W)^

(2,9.1}

(2.9.2,}

(2.9.3>

Modęl C. Więzy są jednostronne, kinetyczne i narzucone również nasiływewnętrzne.
Przyjmierry, że są za.dane relaeją

a(a,Ł\:n
\ ó" uł ):u (2,10)

wyznaczającą krrywą gładką na.§aszczyźnie OylfOx, O2yrlOx2 (rys. 2.2).

Rys. 2.2.

Więzy przyjmiemy zzńożęniadoskonałe, tzn. ptacasił tnących O i momentów gnących
M na przemięszczeniach przygotowanych Z (OyrlOx) i / {a2yJax2) musi być zerem 

-

z definicji przernieszczeń przygotowanycłt otrzymujemy, że spełniają one relację

(2.11.1\

ń,(2ł:)-ffi,(*):,
(2.t1.2)
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Ponieważ ręlacje (2.11) winny byó spełnione dla różnych od zeta ptzemięszczęń przygoto,

wanych,'siły reakcyjne Q oTaz M mlszą spehić warunek

I43

la , M 
l_^

la@ a@

lŁł;'ę-)\
wynika stąd, że siły reakcji więzów w przypadku ich działania są postaci:

aó
8:A(x,t) ^ ,,a(y\

\dx /
a<p

M:i(x,t) ,- 
^ 

.

^l0-|z\o\ł"; 
)

-(*,#)=o,**u"*

Postulując, że ó rośnie z obszaru,,I" odciętego krzywą więzów na zęwnątrz (tys,2,2)

mamy dodatkowy warunek
i(x, t)żO (2.14)

dla zapewnienia dzińanla więzólv. Obszar ,,1" odpowiada wtedy dopuszczalnym parom

Oyrlli, Ozyr|Ox2 dla swobodnego ruchu. Więzy te nie opisują w pełni wszystkich zjawisk

jakie zachod ząw rueczywistych konstrukcjach łańcuchow,vch, gdyż nie uwzględniają możli_

wości pojawienia się luzów wzdłużnych, Przypadek ten omówimy w osobnej pracy. Naj-

łatwiejszyrni w zastosowaniach analitycmych lub numerycznych są w oczywisty sposób

więzy liniowe, tzn. gdy funkcja @ jest postaci

(2.12)

(2.t3.t)

(2.t3.2)

(2.16)

opisujących

(2,I5)

Znakistałych Aoi BowymaczĄąwtedy klasę sił tnących i momentów gnących M zapewńa-

jących dzińanie więzórv jednostronnyń, gdyż

Q: )"Aa , M: iBq , ),>a ,

3. zajmiemy się całkami ogólnymi i warunkami granicznyrni dla równań

kolejne modele.

Model h. Załóżmy szczególny, ważny praktycznie przypadek, gdy

lk
=:-_ - ó' ,

l.p
(3.1)

Relacja taka zachodzi wtedy z dostatecznym prrybliżęniem, jeżęli pontony układu aProksY-

mowanego mogą być rozpatrywane jako elementy liniowe o stałej gęstości, a ich kształt

jest prostopaclłościennv. Równania Q.3.1) można wtedy w prosty sposób rozvłiązać,



144 R. Piskorski, J. Więckowski

Rugując siłę tnącą Q otrzymaje się po prostych przekształceniach

ł-(#-''l")-o' (# **,,):* (#- -'r)*ł (*-,"), (3.2.7)

gdzie 

ł=o, (g.2.2)

Całkę ogólną równania (3.2) otrrymuje się poprzęzkwadratury w postaci:

y 2(x, t) : D r(x) sin ór + Dr(x) cos ót +', i rO- " rr") + e- " C r(r)| sin ó (ł - t) dc *
to

, lł
1 r r (3.3)

-' 
JJ ęk, () sinha(x-() sinó(r- id.ćdc,
'o 

xo

gdzie 
^/a2y \ 1 /hm^ \vQ,x,1:5z(#--)-+(+-r"), (3.4)

natomiast Dr(x), Dr(x), C{r), C2(t) - funkcje jednej zmiennej do wyznaczeniazwarun-
ków granicznych zadania (początkowych lub brzegowych). Ponieważ przypadek (3.2)
opisuje ruch rozwartej belki, to dla sił wewnętrznych rorwiązanie ogólne jest

a:,*,(#**r,)-(.. *,#), (3.5.1)

M=0. (3.5.2)

W przypadku belki zwaftej otrzymamy zgodnie z rclacjami Q3)
x2yz(x,t): -Bor+ElQ)x+Er(t), (3.6)

gdzie Er(t) i Er(t) - dowolne funkcje czasu. Całkę ogólną dla momenta M ottzymamy
rugując z równań (2.1) siłę tnącą przy yr:O

x{

, - 
J 

r* 
I ę,_'# + ky (4,,> _, 

#) o, -
/ x2 x3 xa\ x2_ k\E,(t) 

T + E lG) 6 
_ B" ń)_ r3o 

2
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a po podstawieniu do równania {2.1.2) otrzymamy siłę tnącą

l,
O:_r(r"_*+ky_ta^'Y_\a, / x2 \

J \ 04 d,z / r+E,(r)(k ,+l )+kxE,(ł)+Jo 
., / x2 \ .. / x3 ay\

+,01(t)(p 2+i)+pxEr(/)-(kBo 6ł*o*' u* )-rrrrr. 
(3.7.2)

x jest tutaj dowolnym punktem początkowym całkowania wybranym z wnętrza strefy

zwztcia, a E{t), E2(t), H{t), Hr(t) są dowolnymi funkcjami czasu do wyznaczenia z wa-
runków granicznych zadania.

Warunki graniczne sprowadzają się do ciągłości ugięó yr(x,t) oraz ich pierwszych
pochodnych na styku strefy zwarcia i strefy rozwatcia, ciągłości sił tnących na styku oby-
dwu stref lub nieciągłości skokowej siły tnącej w miejscu obciążenia siłą skupioną. Aby
wyznaczyć warunki graniczne dla momentu, trzeba ułożyó równania ruchu nieciągłości
drugiej pochodnej mieszanej. Nieciągłość ta możę pojawić się na styku strefy rozwarcia
i strefy zwarcia.

Weźmy dowolny ptzedział ustalony (xr, xr,).Kręt względem początku układu współ-
rzędnych tego odcinka belki będzie

l45

J*,*": | ,! (u!'\ox+ [ xp 
u!'n*.

ł, o,\o, / J, ót

Moment wszystkich sił zewnętrznych względem tego sarlego bieguna x:0

u{ć *,*,: i m dx +'i q* a* + U (xr'1 - M (x r) +-'* 

O@ ;:- Q(x,) x,+ T ADłt,

(3.8)

(3.9)

/W, oznaczają zewnętrzne obciążenia skupione monentami, a - l!)t, skoki nieciągłości
momentu gnącego w punktach x,. Liczba tych punktów jest skończo na, gdyż rozpatrujemy
zadanię w klasie funkcji przedziałami ciągłych.

Postulując, że wewnątrz przeóziału (xr,xr) znajduje się punkt nieciągłości xo(l)

pochodnej pieszanej 
o,'fi 

"rrr^amy 
pochodną krętu w postaci

x2 x2

!:I; : 
I,, *,r"*J,pa# o-*,(uu':;|.,-3'!;,i.*)o. . (3.10)

Moilent M,,,, można natomiast zapisać następująco:

'i -i/
-//,,*,: ) (m+Q)dxłM(xr)-M(xt)+ I /łni+ l *ls+ 1n-)*. (3.11)

J' T J \ dx/

!p p_rące ,*r, ,, ,r" 

'T1
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Ponieważ Tównanie ruchu obrotowego w po§taci całkowej jest

i równania ruchu postępowego i obrotowego postaci (2.1) muszą być spełnione (dla y1=0)"
otrzymamy równanie ruchu na nieciągłości

*Y,"fff:**,",

/1)l:ixo(*;,-*,|,r)

yt(x, t): + fx+ C,(t) ,

Z rownań Q.1) otrryrnamy siłę tnącą Q i moment gnący M w postaci
x
f/x2\..

Q: - | @o + kY) dć + k( t f \ + c r(t) x ) + pc,(r) x + D r(t),J\2/
X0

(3.tż\

(3.18}

(3.13}

W miejscu xo pojawi się zatem skok nieciągłości momentu lub tzw. moment zderzenia
o własności

(3.14}

Nieciągłość momentu może pojawić się zatem jedynie w tym przypadku gdy io+O, tm-
gdy nieciągłość porusza się.

Model B. Podobnie jak w poprzednim przypadku zbadamy wpierw ogólne roz-
wiązańe dla strefy rozwarcia, edy Q:O.Z równanta (2,4.1) wyznaczyrny 71, gdyż spro-
wadza się ono do postaci

(3.15}

(3.I7>

ó2v, ^ 1

źł+6'yr:.(qo+kY).0t- p

Całka ogólna tego równania jest 
t

yl(x,t):Al(x)sinór+.4rlr;"oral+| f (qo+łY)sinó(t-Ądr. (3.16},
ópJ.o

Moment gnący w strefie rożwarcia wyznaczymy z relacji (2.4.2) oftzymljąc

M (x, t) :- 
I (,. 

-,':*)rt + B L(t),

A{x), A2@), Br(t) są dowolnymi funkcjami miejsca i czasu do wyznaczenia z warunków
granicznyclr.

Dla strefy rwarcia mamy, w przypadku (2.9.I) lub (2.9.2)

(3,19)
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[|[:

(3.20)

C{t), D{t), Dr(t) są dowolnymi funkcjami czasu.
Warunki graniczne sprowadzają się do ciągłości ugięć na styku stref zwarcia i roz-

warcia, ciągłości momentów na styku obydwu stref lub nieciągłości momentu w miejscu
pt zyłożenia obciążenia skupionego momentem.

\i/ tYm modelu, wskutek istnienia luzów ścinających, mogą wy§tąpić nieciągłości pierw-
szej Pochodnej. Równania ruchu tych nieciągłości (frontu strefy zwarcia) są dynanricznymi
warunkam i granicznyrni opisujący m i zdarzęnia wewnęt rzne.

Weźmy dowolny przedziŃ (xr, xz).Pęd tego odcinka belki będzie

NIśrrr
- 

)(mo+ly)dć+ ) 
dć 

)(ao+ky)dł_
'o' 

x' ; 
': 

.x2
- k 

( t/ a + C,(t), 
)- 

pC |(t) T - D 1Q) x + D r(t),

:l,**,

x2

( ć'yr. /óyrl ayr, \: )ł ̂ iz'dx+łio( ;;i_, -;;i.*)

9*r*, (3.21)

(3.2z)

wypadkowa siła od wszystkich obciĘeń odcinka odpowiadającego przedziałowi (xr, xr)
wynosi

xż
R,,*,: l q dx+QG)- Q@)+ D ZP,,

x| i

lProznaczajązewnętrzne obciążenia skupione siłą w wewnętrznychpunktach xrprzedńału
(xr, xr), a -/P, skoki nieciągłości siły tnącej. Liczba punktórv nieciągłości, podobnie
jak dla modęlu A, jest w przedziale (x,, xr) z założenia skończona.

Postulując, żewewnąttz przedziału (x.,,,xz) znajduje się punkt xo(l), w którym po-
chodna lyrlOt posiada nieciągłość pierwszego rodzaju, otlzymarny po zróżniczkowaniu
pędu

d? rr*,
(3.23)

Korzystając z równania iuchu w postaci całkowe.j

dt

(3.24)

otrzY/namY równanie ruchu na nieciągłości, warunek zderzenia, lub skok siły tnącej na
nieciągłości pierwszej pochodnej

Q6b-Q(*;l:rł"(!:! _!') ) ę.25)
\ " i*o Ot ],;/

tr w tym przypadku dynamiczny skok siĘ tnącej pojawia się jedynie wtedy w miejscu nie-
ciągłości pochodnej 1yrlOt, gdy xo*O, tzn. gdy nieciągłość porusza się.

10.

*Y-,(#:o*,*"
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Model C. W tym przypadku dla strefy rozwaTcia siła tnąca Q:0 oraz moment gnący

M=O. Całki ogólne dla ugięć otrzymujemy łatwo z równań (2.5.1) w postaci

y r(x, t) : Al(x) sin ó, r +,4r(x)cos ó, l +

1} 
t

+B,(4+* 
I 
t I(*.*, f,),,"u,r 

t-r) dr,
'U' ,n ,o

y r(x, t) + y 2(x, t) : Pt rę*) sin ó, t + D r(x) cos ó, t *
t1r+ ^ l ko+kv)sitlór(t-r)dt,

Póz J
to

(3.26.1)

(3.ż6,2)

(3.ż7.t)

(3.27.ż)

(3.27.3)

Ar(x), Ar(x), Br(t), Dr(x), D2@)sątutaj funkcjami jednej zmiennej, którętrzebawyznaczyĆ

z warunków granicznych, natomiast 
I _, ]<

ózr=', , ói= 
;. 

(3.26.3)

W przypadku .strefy zwarcia ograniczymy się jedynie do więzów liniowych (2.15)

o współczynnikach,46 i Bo stałych otazpfzy dodatkowym założeniu, że ór:5r-_5 uou,

logicznie jak w modelu A (pattz (3.1)). Tylko w tym przypadku można bowiem znaleźć

całkę ogólną przęz kwadratury dla strefy zwarcia.
Równania dla strefy zwarcia otrzymarfly z rówrlań (2.tr) podstawiając siły wewnętrzne

według wzorów (2.t6) i dołączając do tak otrzymanego układu równanie więzów liniowYch
(pattz (2,15)). Układ przyjrnuje wtedy postać

Rugujemy O),lOx z równań {3.27.2) i (3.27.3). Różniczkujemy względem x tak otrzyrnane

równanie i ponownie rugujemy O),lOx posługując się równaniem (3.27.2). Po prostych

przekształceniach otrzyrnamy

azr a ó2v,1

6,;|n, l { y, + y r|+ pBo 
rr(!, ł y )- i Ao 

d? )+

+ a'|e 
" 

p 0, ł y z) + ł s o j*{l, * y z) -, 
^,u u#7:

:B,*+BokT*o,QołAołr- l,aff. (3.28)
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Całkując równanie (3.28) względem czasu i dołącza_.. c,_ :_ .;
(3.27.1), otrzymujemy następujący układ rólrnań c ,.i=:,_-::_-

czas odgrywa jedynie rolę parametru:

!_ : ,rl,,.,a;

]- ,,jl- ii

:i.ł ,lh 
-.-tr

ó a2v,
Ao pOt*yz)+ Uo o a;(y r+ yr)- iAo 

a*ł 
:E,(-rlsin.': - ó.,,

^ ^aóv, a'v)Aoł*Bo_:;:g,ax ox-
i _1 ]:_] ł

:r&:

Równań tych ogólnie rozwiązywaó nie będziemy ze względu na skompliko*aną posiec
całki ogólnej. Aby wyznaczyć siły wewnętrzne należy po znalezieniu rozwiązania na _},1

i y, wtócić do równań (3.27.2) Lab (3.27 ,3) wyznaczając z nich funkcj ę },(x , t). Prz1,-kłado*o
z równania (3.ż1,2) oftzymarny przy A6lO

(3.30)

i według reiacji (2.16) otrzymarny siły wewnętrzne,
Warunki graniczne na styku stref zwarcia i rozwarcia sprowadzają się do ciągtości

ugięó y. oraz y2, ciągłości kątów ugięcia ayrlax oraz nieciągłości skoków sił tnących
i momentów gnących zgodnie zrelacjami (3.25) i (3,I4). Rozwiązania uzyskane w niniejszej
pracy mają dużą wartośó praktyczną, pozwa\ają bowiem uzyskać przez układy równań
różniczkowy ch zwy czajny ch, r ozwiązania problemów początkowych dla wszystkich roz-
patrywanych modeli Lub rcrwiązań okresowych w przedziałach przestrzennych skończo-
nych (z, warunkami brzegowymi). Problemom początkowynr i zadanion w przedziałach
skończonych poświęcimy osobną pracę. Niektóre własności rozpatrywanych w niniejszej
pracy nodeli A i B zilustrujemy na przy,kładach zadań opisujących ruch stacjonarny
pewnego układu modelującego pociąg poruszający się ze stałą prędkością po belce o zmien-

nej strukturze i ruclr drgający ciężaru nieruchomego na belce.

4. Rozważmy ruch masy rozłożonej w sposób ciągły w ptzedziale (-*,.io), gdże io
jest funkcją czasu, po belce według modelu A zajmującej ptzedziŃ (-oo, +co). Para-

metrami belki niech będą gęstość liniowa p,u, gęstość liniowa Inomentu bezwładności ą
otaz sztywność podłoża sprężystego Winklera k na przemieszczenia i / na obroty, Nie
będziemy uwzględniali w dalszych obliczeniach ciężaru liniowego qn belki, gdyż jej stan

równowagi statycznej może być przyjęty jako układ odniesienia.

- ; I |r,'ff * u, t { +,l,, Qo * Ao l,v - l,t!",_],,., : - : _ :

li oó'i
1.: - 

A: o ) 
att. t)dć+ )"łJ [l,{ś, l)+ y2(Ł. t)]dE.



150 R. Piskorski, J. Więckowski

Masarońożona w sposób ciągły modeluje np. pociąg poruszający się ze stałą prędkością
,9 i posiadający gęstość liniową /p, gQstość liniową momentu bezwładności i, oraz ciężar
liniowy q, tozłożone w przedńale i e (--, io).

Wprowadźrny układ wspótrzędnych x związany zporuszającym się pociągiem. Równa-
nia dla modelu A w stanię stacjonarnym w przedńale. w którym znajduje się pociąg będą

Q' * qo:(p,+ p ) u2 y'| + ky, ,

M' + Q- ly'2* (i.ł i r) u' y'ł' :0 .

Poza przedziałem, w którym znĄduje się pociąg są ważne równania postaci (4.1), w któ-
rlah clp:pp:i:0. W celu uzyskania rozwiąvania będziemy postulowali strefę zwarcia
wokół czoła pociąu zgodnie z rysunkiem 4.1.

0x
Rys. 4.1

strefarozuarcia {2)

W stręfię rozv,tarcia (1) otrzynrujeny po wyrugowaniu siły tnącej Q z tówrcń (4.7)

i ptzy M:0 równanie

(4.1.1)

(4.I.ż)

(4,ż)u' ęi, + i-) ył + ll - (p, + p-) u'f y ;' - ky 2 ł q o: o .

Równanie charakterystyczne tego równania posiada jedyny pierwiastek dodatni

gdzie

Pierwiastkowi temu odpowiada całka szczególna zanikając a do zer a gdy

wane rozwiązanię równanta (4.ż) będzie zatem

r2kt
dt:| 

-- 

_ l ,' Lt-(po+ p*lu'+J l)

7:|l-(p rł p*)r')' +4k(ir+ i.)u2 .

v.:C,eo'*+!!
K

!z:Czao",

-,:-(- !|,.,\',\l_ p_u'+i /)

l:(l- p.u272 + kiruz .

(4.3.I)

(4.3.2)

x--+ - oo. Poszuki-

(4.4)

Podstawiając w równaniu (4,ż) i],:pp:Qp:O, otrzyrrtagLy równanie do wyznaczetia
uglęć w strefie rozwarcia (2). Poszukując całki zanikającej do zera gdy ,r--+ * co otrzynrany

(4.5)

(4.6.I)

(4.6,2)

gdzie
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Rozwiązanie dla ugięć w strefię zwarcia x ę <x1, Jc2> sprowadza się d,o wyznaczenia całki
ogólnej równania więzów

!'ł: * Bo ,

2x

(4.7)

(4.10.1)

(4,Ia.2)

(4.1013)

(4.I0.4)

zapisana w układzie

(4.1.1)

yz:-Boż*Dlx*Dr. (4.8)

Po podstawieniu tego rozwiązania do równań (4.1) i uwzględnieniu, że pociąg jest
tYlko w części strefy zwatcia dla x e (xr, 0), otrzymarny rozwiązanie dla sił tnących i mo-
mentów w postaci

,x

a : - | s, d Ę - (p_ + o,' - 
Y)ł B o x + k( - r. 

" 
- r,* * o, *)+ r,,

J
o

x ł @,9,I)

, = I 
o, 

I n,o, +(ł_+ 4=*),,u,:_
0o

/xox'x'\/x2\k\-Boń+D1-+D2i)-tę- ro, +n,* 
)-r,x-Ez. G.9,ż)

Warunki graniczne do wyznaczenia stałych C,, Cr, Dt, Dz, Et, Eroraz współrzędnych
krańców strefy zwarcia sprowadzają się do ciągłości ttgięć y, i ich pierwszych pochodnych
(warunki geometryczne) oraz ciągłości sił tnących i skoków nieciągłości rnomentów (zde-
rzenia) na krańcach strefy zwarcia.

Warunki geometryczne przyjmują postać

C, eo,*, +QJ: - l 
x1

. ł 'o , 
DrXrł Dr,

Clc{leo'*' - -Bo xttDt,

C, eo"' : - U"'} ł D, x r* D r,

C2d,rel2xz- - 86x2*D2,

Warunki nieciągłości momentów wynikają z relacji (3,14), która
związanym z pociągiem i dla xo:x7,x2 przyjmuje postać

M (xł)- M (x;): is'(y';|,ł - y'ź|,).

Dla 16 : rr jest M (x,) : g, i : i- (gdyż pociąg poru§za się z prędkością ,9 i jego elementy
nie ulegają zderzeniu) oraz M (x{): M,1 , gdńe M,, oznaczarnoment zdęrzęnjaw punkcie
xr. Po podstawieniu rozwiązań dla y, otrzymamy

M ul : - i. 32 (B o + C L a? e"'*') . (4.12.I)
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Podobnie dla xo:x, otrzyrnamy

M u2 : - i - 32 (B o + C, ą3, ęo"') .

Dla zapisania wszystkich warunków graniczmych narzuconych na
wyznaczyć siły tnące w strefach tazwaTcia I i 2 @atrz (4.1)).

Z równańa (4.1.2) otlzyrnamy siłę tnącą w strefie 1

Q : C t Ua 1 + (i p + i *) 
jr2e?] e"''

i w strefie 2

8:Cz|la,+i,82u)fe"'.

Warunki gtańczne w punkcie Jr:Jfl są po rozpisaniu następujące.

C, |ia r+ (ie + i*) szoi] 
"o'*' 

- - 4 p X t - (p r+ p -)S' 86 x1 *

(4,t2,2}

siły wewnętrzle należy

(4.13.1}

(4.13,2}

Ciągłość siły tnącej

(4.t4,2}

+ł(-a. **r,**r,,,)*r, , (4.L4,t)

Zadany skok nieciągłości momentu gnącego

- a,! - rł, + p 
-1t s' a o! + r(- a"§+ o,! + n,!)_

- t (- a "! *or rr) +,o,, x, * E 2: i, .9'(Bo + C 1 u! e""'),

Warunki granicme w punkcie x:xz.Ciągłość sity tnącej

c 2Qa, + ij 32 a}1 e",\2 - - p. s2 Bo *, + ł ( - a rĘ * r r* * r, * r)* u r, (4.1,4.3}

Zadany skok nieciągłości momentu gnącego

^xl/xtxix3l
-p,9zBa_;*o(- Bofi+Dl ;*r, ;)-

/2lx"\

' 
(- ao 

},'-+ 
o ,*r)+ zrx2ł E2:i-s2(Bo+ C2a?2eązxz| . g.t4.4)

Układ równari (4.10) i (4.I4) rozwiązano numelycznie posługując się maszyną cyfrową

K-202. Sposób postępowania polegał na wyrugowaniu stałych Ct i C2 z równań (4.10)

i rozwiązaaiu względem x1 i x2 przy pozostałych paragetrach danych. Przeszukiwano

obszar napłaszczyźnie(Dr,Dr)korzystającztego,że Dz,tj. ugięcie naczolę pociągu

musi być dodatnie, a kąt ugięcia D, na czole pociągu na skutek asymetrii strefy zwarcia

względem czoła pociągu musi być ujemny. (Odciążające działanie pociągu wydłuża strefę

zwarciana obciążonej części belki). Wyznaczając dla każdej pary (D1 , Dz), xt, x2, C1, C2

możemy z tównań (4.14,1) i (4.14.2) wy.nnczyć (Er, Er), i analogicznie z równań (4.14.3)
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i (4.14.4) również wyzlaczyć (Er, E")r. Ieżeli różńca tak otrzymanych par jest w sensie
najmniejszych kwadratów dostatecznie §ała, to można uznaó, żę znaleźliśmy romiązanie
układu i wyznaczrJć wszystkie interesujące nas paranetry w strefie zwarcia, Poza tą strefą

q,Q2

pB]9

st'""ł'9ł%,"io

Rys.4.2. Wpływluzu'86namomentgnącynastrefiezwarcia(/=100T,ł:lOTm-2,po:Q,5Tm-2s\
p.:0,3 Tm-2s2, ł:l0Ts2, in:2 Ts2, ąo:4,905 Tm-1)

czo1o
strefy zworcio

= 
qolm l

=0015rril

[r,

Rys. 4.3. Wpbw luzu 89 na siłę tnącą na strefie zwareia (Y:4O km/h, pozostałe dane jak na rys. 4.2h
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siĘ wewnętrzne i ugięcia zmięrzają wykładniczo dla x-+-loo do zera lub liczby stałej
i dlatego nie przeprowadzono analizy numerycznej w strefie rozwarcia.

Interesujący jest wpĘw stałej ,Bo charakteryzującej |uzy w rzeczywistym układzie
dyskretnym aproksymowanym układem ciągłym [a]. Na rys.4.2 podano wyniki obljczeńa
momentu gnącego w strefie zwarcia dla układu o parametrach zbliżonych do układu
rueczywistęgo i dla prędkości przejazdu V: Okmlh i różnych .B9. Wszystkie długości
stref zwarcia zredukowano proporcjonalnie na wykresach do tej samej długości.

ńt

/ł
50

^---
* --o'Y

_--n- \,

40,1-

J'Ł

_10

słrefy zworcio

RYs. 4.4. WPłYw Prędkości Z i gęstości momentu bezwładności ln na moment gnący na strefie zwarcia
(dla .8o:6,62 m-1 i dta Ą:10 Ts' - linia ciągła oraz dla ln:6 Ts2 _ linia plzerywana, pozostałe

dane jak na rys. 4.2)

IstotnYm dla praktyki konstrukcyjnej wnioskiem jest istnienie optymalnego |uzu Bo,
dla którego maksymalny moment w strefie zwarcia osiąga minimum. Siłę tnącą na strefie
zwarcla przedstawiono ptry tych samych danych wejściowych na rys. 4.3. Iak wid,ać
wpbw stałej ,Bo nie jest tutaj istotny.

Narys.4.4i4.5 podanowynikiobliczeńsiłwewnętrznychdlaustalonegoBo:0,02m'1
przy tóżnych prędkościach i z pominięciem lub uwzględnieniem gęstości momentu bez-
władnoŚci Pociągu io. W zakresie od zera do 50 km/h pominięcie gęstości momentu bez-
władności pociągu io podwyższa maksymalne momenty gnącę o około l5){. wpływ ten
nie jest zatem istotny.

Jęszczę mniejszy jest wfyw parametru lo na maksymalne siły tnące w tym samym
Przedziale PrędkoŚci. Dla 60 kmlh obraz tego wpływu jest nieco inny. Nie jest to jednak
prędkość osiągalna w praktyce.



Rys. 4.5. Wpływ prędkości Z i gęstości momentu bezwładności i, na siłę
(dla Bo:g,g2 m-1 idla ł:0 Ts2 _ linia przerywana oraz dla ip:10 Ts2

dane jak na rys. 4.2)

tnącą na strefie zwarcia
* linia ciągła, pozostałe

i.:

0,03

-10

4.6. Krańce sttefy znarcia x1

-5

[m] oraz x2 [m] w funkcji luzu 86 (V:40 km/h,pozostałedane jak
na rys. 4.2)

Rys.
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Na rys. 4.6 przedstawiono zależność współrzędnych krańców strefy zwarcia od para-

metru_Bo (luzy)przystałejprędkościV:Aakm/h.Jaknależałosięspodziewaćstrefazwarcia
ulega wydłużeniu gdy .Bo maleje.

5. Identyczn ę zadanięjak w poprzednim punkcie pracy ronłiążemy dla modelu B.
Równania ruchu (2.1) napisane w układzie związanym z poruszającym się pociągiem i dla
modelu B są

W całkach szczególnych równaniajednorodnego przyjęto stałe dowolne równe zero, gdYż

żadna z tych całek nie znika przy x--+ - @. Z tych samych powodów rozwiązanie w strefie

rozwarcia 2 jest

Q'+q:pS2y'ł,
M'+9:g,

Obciążenie ciąg}e q obliczamy według relacji (patrz rys. 4.1)

4:PO-k!t,

o:[pn+ 
p-

' ł.P*

W strefie rozwatcia 1 jest Q=0 i z równania (5.1.1) otrzyrnarny

(p,* p-) g
Yl:--k '

y,:+9.
K

Ugięcię w strefie zwatcia .vqtzrraczymy z równania więzów

!1:-Ao+./t: -Aox*C,
Z równania (5.1.1) można wyznaczyć siłę tnącą w strefie zvłarcia otrzymując

/x2\
Q:Q@)- pox + k (\ -lo 7 + cx 

).

Q @il - Q@i) : p. S' (y'rl,; - yi 
l*o ),

$dzie xo:16r, x", Równania do wyznaczenia stałych będą zatem

WP 0:- Aoxt*C,

x € (- oo, 0),
xe(0, +oo).

(5.1.1)

(5,I.2)

(5.2.I)

(5.2.2>

(5.3)

(5.4)

(5.5}

(5.6)

(5.7)

Do wyznaczenia czterech statych C, QQ) i współrzędnych krańców strefy zwarcia

x1 i x2 mamy warunki ciągłości ugięć w punktach xr otaz x2 jak również warunki nie-

ciągłości sił tnących od zderzenia wewnętrznego (3.25i), które zapisane w układzie związa-

nym z poruszającą się masą przyjmują postać

lj
ł

d

(5.8.1)
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P-g_ A

! -T: _O"x2łC,

ż

Qt)) - (p r+ p,,) g x, ł kCx, - kAo!! : - p,S2 Ao,

- Q(O) + p, s x r- kC: x 2 + k,ło! : p- S',ło .,ż

Rozwiązaniami układu (5.8) są

.. _ PpQ
^2_ ^r-2kĄ

^ (p,łZp.)
L'- a-

2k

Q(0): _kA"(;-+r+)

Q@) : -W - o- s' ao +Ę|*l- oo": .

M(x,): _Tlrł-+(#),1

(5.8.2)

(5.8.3)

(5.8.4)

(5.9.1)

(5,g,ż)

(5,9.3)

Na to aby rozułiązania miały sens należy sprawdzić czy w strefię zwarcia jest Q@)<0.
Podstawiając rozlłiązania (5,9) do (5.6) otrzymamy

(5.9.4)

Jest sprawą oczywistą, żę niezależnie od znaku x otrzymarny trójmian kwadratowy na

Q@) z wyróżnikiem ujemnym, a to dowodń, że Q(x)<O w strefie zwarcia.
'llby wy,znaczyć momenty gnące rozwiążemy równanie (5.1.2) z warunkiem granicznym

M{xr):g, a to zaaczy, że siły wewnętrzne la części niezablxzomej obecnością pociągu

są zerem. Obliczenia prowadzą do wyniku

IĘ (x\: _P,9f P-92 *!_(r:g\l*f@,il' *r..sr,ł^l x+ź L k 'ż+\t lo) l'Iał,ł. 
IYw"'-Uf""'

_PĘ*rrnn* 1 1 .-'.
4 _ łrkAox'. (5.10)

Moment gnący jest na całej strefie zwarcia i-w strefie rozwarciaujemny. Jego najmniejsza
wartość w punkcie x:xt ot&z na calej strefie rozwarcia (1) wynosi

(5.i 1)

Jak widać z porówrrania ottzymatych ręzulłatów z lvynikami punktu 4 pracy wpĘw luzÓW

obrotowych i ścinających jest zupełnie odmienny. Przejdzierny do tozvłiązania przy&adu
zagadnienia po czątkowego.

6. Rozważmy belkę nieograniczoną według modeiu A, która w chwili l:0 jest nie-
ruchoma i nieobciązona. W miejscu x:O przykładamy siłę skupioną P stałą w czasie.
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WYznaczYÓ ruch belki. Postulujemy, że powierzchnia swobo dna podłoża sprężystego nie
porusza się, nie ma obciążeń ciągłych siłami 46 i momentami no. ponieważugięcia yr(x, t)
oraz momęnty gnące M(x,t) będą parzystymi funkcjami r dla każdego t, natomiast Q
będzie funkcją nieparzystą, rozpatrzymy jedynie przedńŃ x e (0, +co).

Zgodnie z powyższymi zalożeniami całka (3.3) dta ugięć winna w strefie rozwarcia
zawieTać jedynie składniki zmierzające do zera gdy x-+ +@, zatęm

l7yz(x,I):_r e-"* ) C2@)sinó(t-r)dr, (6.1)UJ"
gdńe C2(t) - nteznana funkcja czasu. Podstawiając prawą stronę relacji (6.1) do rólvnań
(3.5) otrzymamy siły wewnętrzne w strefie tozwarcia. Siłę tnącą

oraz moment gnący
Q: - iąCz(t)e-"*

M:0.
Postulując również parzystość rozwiązań dta ugięć w strefie zwarcia mamy w relacji (3.6)
Et:O, a zatem ugięcia y2 w postaci

yz(x , t): - a"!}+ arlts . (6.3)

Z watunku zadanego skoku nieciągłości siły tnącej w punkcie x:0 dla każdego t otaz
nieparzystości Q(x,/) względem x otrzymamy Ht:PlZ i siłę tnącą Q w strefie zvvarcia

(6,4)

a podstawiając w relacji (3.7.1) 7o:t?lo:Y:Et:Q oraz Ht:pl7, moment gaący fuI

M:H,(r+: *.t|l,{t>!-u"ł]- ruurf;--'u,:r. (6'5)

Niech 4 oznacza wspołrzędnąkrańca streĘ zwarcia. Warunki granicme 1al a:((t) spro-
wadzają się do warunków ciągłości ugięó i kątów ugięcia, tzn.

a: r (a,ę1 x - Bo*)* r*z,-',

Bn " 1 t'

-! C' +Er(/):i "-"' l crtr) sinó(t-t)ch,
J

(6,2.t)

(6.2.2)

(6.6.1)

(6.6,2)-Boć:

ciągłości siły tnącej

iaCr(t)e

-l r
-o(e-nś " l Cr(r)sinó(t-rldr,

o.)
o

-/ć3\..P-ąĘ : k | - so'. + rręs 1 |+ pryrę)_ :^

\o/2
(6.6.3)
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i warunku nieciągłości momentu gnącego zgodnie z (3,10)

./ _ Ęn -.(2\ ,. ( ćż p
o (-u. ń+ 

E2(l)'z 
)* 

1116 }, + lBo =, -, ć_ H z:

:iĆaę-"Ć 
Yła cosó(t-r)dr . (6,6.4)

Rugując z równań (6.6.1) i (6.6.2) funkcję C2G) otrzymarny relację algebraicznąmiędzy
ugięciem Ezbelki w punkcie x:0 i połową długości strefy zwarcia {.

Ez:Bo</]*Ć\"'\o ' 2 )'
Wygodnie jest również wprowadzić oznaczenie

v: I cr(rlsinó{t- tldt.
0

Wtedy równanie (6.6.3) zapisuje się w postaci

1i+ó, a l _rp
D ;:', ""lI - pćE,- t (! u".' -T)]

Z równańa (6.6.2) mamy relację mtędzy Y i Ę

y:Ól! ę""t
ą

(6.10)

i rugąjąc w równaniu (6.9) E oraz Y re7acjami (6.7) i (6.10) otrzymujemy równanie różnjcz-
kowe do wyznaczenia połowy długości strefy zwarcia Ę w funkcji czasu
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Po rozwiązaniu tego równania potrafimy wyznaczyć dla każdej chwili l przyspieszenie
ruchu punktu x:0 na belce

, _r|,"-2a121l 
+ ąĘ\- ó2 ć (, -oł' ł;7

' (I+ać)z

/E \.. l L .. ._ \Ez:BoI +ćć+ć'I
\d l\/

H,(t) : 1ę (- u, !* u ła f,) - n, f, *, u 
" | 

_ i ę' s,lt + -o - ! t .

(6.7.1)

(6.8.1)

(6.9)

(6,11)

(6.!2)

orazfunkcję Hr(t)w równaniu (6.6.4),wykorzystującokreśleniefunkcji Y(6.8) ijejzwiązek
z funkcją ś (6.10). Po prostych rachunkach otrzymamy

(6.13)

przypadek drgań masy skupionej o ciężarze p na belce wynaga jedynie drobnych mody-
fikacji. Z równania ruchu masy skupionej można wyznaczyć reakcję R na belce otrzymując

n:r(r_'ł), (6.t4)
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a równanie różniczkowe do wyznaczenia współrzędnej Ę przyjmaje postać

^Pt(I+at\" + -:2si

(6.15)

'\Nyznaczając funkcję 11r(l) według relacji (6,13) oraz siłę tnącą Q i moment gnący M
według (6.3) i (6,4), należy zamiast stałej siły P podstawić zmienną w czasie reakcję R
według relacji (:6J4). Pozostałe związkj nie ulegają zmianię,

obliczenia numerycznę wykonano na.maszynie cyfrowej K-2O2. Całkując równania

(6.1l) i (6.15) najprostszą metodą Eulera, przyjęto zerowe warunki początkowe i zmie-

niano krok całkowania od 10-3 do 10-6 uzyskując pomijalne różnice w łvartościach

ć i Ę aU obydwu równari.
Wybrane rezultaty obliczeń zestawiono na wykresach 6.I+6.6 przyjmując parametrY

belki i podłoża te same co w punkci e 4 pracy. Do interesującego wyniku w opisie mecha-

nizmu zjawiska na|eży zaliczyć to, że w griarę rozwoju strefy zvłarcia wokół punktu przy-

łożęnia siły lub punktu oddziaływania masy o zadanym ciężarze, pojawia'się na wykresie

0J

Rys. 6.1, Momenty gnące w strefie zwar-
cia P: 50T (bez masy)

bezwzględnej wartości momentu gnącego w strefie zwarcia minimum, malejące z czasem

do zera. Ilustruje to dla szczególnego przypadku rys. 6.1. Moment osiąga wartoŚĆ zero

w wewnętrznym punkcie strefy zwarcia ptzed osiągnięciem przez tę strefę maksYPalnej

długości. Punkt wewnętrzny na strefie, w którym M:0 staję się punktem rozpadu strefY,

sB2_

ł3



-*ęś-',iśleii-r

M
tT"!

,36

367

\ś
!- _

-t_*§[n]
4

RYs, 6.2. RozkładY momentów grlących w otoczeniu czasa rozłączenia'strefy zwarcia dla p:20 T.Lioie ciągłe dotYczą działania siły i masy, linie przerywane tylk; ,iłv. puru*.t., ..l*u"*"r" ,.*i,
zwarciaprzy działaniu siły: rr=0,366 s, Ę1=2,47 rn,pIzy działaniu siły i masy: tr=0,Ę6;, i;=z.ąii

trr!
7

7

RYs,6,3, Połowa długoŚci strefy zwarcia w funkcji czasu. Linie ciągłe dotyczą działania siłY, linie
przerywane - siłyimasy

u Prace IMP, z,75
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gdyżwięzy są jednostronne, a przy dalszymwzroście długości strefy moment gnący uzyska-
nych rozwiązań zmięnia znak. FrzykJad rozkładów momentu gnącego dla siły P:2O T
lub ciężaru P:2a T (z wpływenr masy) w otoczeniu czasowyln i przestrzennym punktu
roąladrr strefy podano na rys, 6.2. Z pr4ltoczonych tam wyników obliczeń (również dla
P: 50 T) wynika, żę zarówna wzrost siły jak i wzrost masy powoduje wzrost czasu, w któ-
rym strefa zwarcia ulega rozpadowi. Czas rozpadu jest jednak zawsze krótszy od połowy
okresu drgań strefy zwarcia wyznaczonego z pominięciem ograniczenia znaku momentu
gnącego. Wynika to z porównania odległości miejsc zerowych funkcji ć:ć(t) dla różnych
przypadków obciążenia P, Wykresy tych furrkcji podano na rys. 6.3 zaznaczając osie
symetrii poszczególnych wykresów. Współrzędna / tych osi jest oczywiście jednączwaftą
okresu.

Dla zilustrowania procesów zachodzących podczas drgań układu wybrano typowe
rczkłady sił tnących i momentów gnących w strefie zwarcia z pominięciern i uwzględnie-

vA
:Tn-]'

20

0
Lr]

1a

\-\-'ś---
\--

i ____ _*_J€
C i,] j,0

Rys. 6.4. Rozkład siły tnącej na strefie zwarcia.
Linie ciągłe doiyczą d,ziałania siły, trinie prze-

rylva&e - siły i m..lsy (P:20 T)

X,/ż
'- &F-1,3 1,0

Rys. 6,5. Rozkład momentu gnącego pa strefie
zwarcia. Linie ciągłe dotyczą dz,ałania siły, linie

przelywane - siły i masy (.F:20 T)

i

]
0

niern nasy ciężaru (rys. 6.4 i 6.5). Dodatkowo na ry§. 6.I przedstawiono rozkłady mo-
mentów lv począ,|korvej fazie ruchu co 0,02 s.

trnteresujące i waźnę z punktu widzenia praktyki mogą być oceny Fnaksymalnych
i minimalnyc]r r,,zartości reakcji f; dla r,óżnych ciężarórv P, oczywiście z uwzględnieniem
masy. Forównanie łvartości współcz;,nników ptzeciążenia1z:R^u*lP i odciążenia y, :
:Rmirl lP podczas drgań układu dla P:20 T', i 50 T wskazuje, że 71 maleje a y, rośnie
ze wzrostem obciążenia. Wykresy P,:f(t) podano na rys. 6.6.
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Fowstaje pytanie jak opisać ruch układu dla czasu t większego od czasu rozpadu
§trefy zwarcia. Oczywiście stan układu w mornencie rozpadu będzie warunkiem początko-
w}rn dla zadania (symetrycznego względenr punktu x:0) z trzęfia stręfami młatcia,
z ktorych dwie będą oddalać się do nieskończoności, a środkowa drgając, wypromieniu.ie

l63

Rl
]

nI

l

60i
]

i

t'1 =0,45; l z= ł,3? p=50T

5B

03 0,1 0§ 0,6 0J 0§

Rys. 6.6. Reakcja pomiędzy masą i bełką

po pewnyn czasie ponownie strefy tak, że ruch całego układu będzie dla otoczęnia strefy
środkowej zanikający i ugięcia będą zmierz-ały do rozwiązania statycznego. Schemat
mechanizmu wypromieniowania stref zwarcia podano na lys. 6.7 . Uwagt te mają oczywiście
charakter heurystyczny. Przedmiotem dalszych prac będzie tozwiązanie nurneryczne

R.ys. 6.7, Schemat mechanizmu r,vypromiepiowywania stref zwarcta

i analityczne tego problema, a takżę innych zadań ważnych praktycznie, w szczególności
zadań startowych, zadań dla belek c:graticzonych z wpĘwem oddziaływań hydrodyna-
micznych i siły podłużnej. Będzie to wymagało zarówna dalszych badań nad uogólnieniem
modelu. ogólnymi metodami analitycznymi uzyskania rozwiązańjak również prac ekspe-
:;, :,enialnYch.

-- -: _ :: Rjjrk];i $ |,su 1976 r.

Jł = 0,6zl lr= !,2.! , P= 2gr

- 
5flęfy zworclc
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Teoperrrłeerclle Mo,ĄeJII{ I,r3r!I6a 6arrorc rrepeMeunoń crpyxTypll

Pe:rorrłe

KlaccrłólrqNpyloTcfi IIpuMeHreMLIe Ao c]4x nop TeopeTfiqecxlre MoAeJII{ BBo,Eź Hopy}o MoAenb, o,ĄHo-

BpeMeIIHo yrrżTbIBaIoIĄrIo o6opornr,re Ir cABI4raIoIqrłe 3a3opbl. flepeuNc:rerłsr ycjloBTl.fi, IIcIIoIHreMbIe

B rtpaKTrłqecfl,I BaxHb]x clyqarx MocToB }t rrlta§aroqrlx fipficTaueź, rrp4 KoTop}ix Moxtio "uila 
o§rr{re

EIłTerpaJIbI qacT}tblx yparłlerłlrft ABI.ixeHIłf qepe3 KBaApaTypu. flpegenr,Hble ycJloBIł, BblTeKaIoT ]ł3 Teopl1ln

nJlocxoro vzruGa u 3aKoHoB ,ĘBI,IxeH}lfl pa3pbrBHocTeź IIepBoIo poAa.

A.rłałrłrz.Iec}c[e It qucJlelil]l,le rrplrMepll Kace,IoTc, ABIrxeHIł, fioegAa rł ro:re6axrłń noA ,4eżcTBl,IeM

cIlJIbI unrt Beca Heorpa}rfiqeHnoft 6anrrł Ha nolrpnoM ocHoBeHI{l4 Burłrrrepa.
1!*

Theoretical Modełs of Yariable Structure Beam Bending

Sumnrary

Theoretical nodels used up to now have becn classified and a new mode1 allowing simultaneousl},
for rotary and shear ciearances has beęn proposed. Conditions under which a general solution of partial
equations of motion can be found by the method of quadratures have been §pecifi€d. These coaditions
are satisfied in the practically importani case of bridges and floating tęrminals. The boundary
conditions result fronr the flat bending theoly apd tlre laws of motion of a first kind discontinuity.

Analytical arrd numerical examples concern the notion of a train and_ vibrations due to a forc_e
or weight app]ied to an infinite bearn resting on a Winklęr polar foundation.


