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RYSZARD PISKORSKI, JOZEF WIECKOWSKI

Gdansk

Modele teoretyczne zginania belek o zmiennej strukturze :

Przedstawiona teoria sprowadza sie do dynamiki belek zginanych z materialu idealnie usztywnia-

jacego si¢. Rozwiazane przykiady i analiza numeryczna sg zastosowaniami do dynamiki przystani
i mostow.

1. Niniejsza praca jest podsumowaniem i dalszym rozwinigciem prac [2, 3, 4, 5] na
temat ciagltych modeli pewnych uktadéw taficuchowych z wigzami jednostronnymi. Modele
te powstaly w zwiazku z badaniami nad dynamika plywajacych tancuchéw konteneréw,
przystani, a takze w zwiazku z mozliwoécia wykorzystania ich w problematyce mostéw
plywajacych lub statkow wielocztonowych.

Autorzy nie znalezli w dostgpnej literaturze rezultatow badan teoretycznych modeli
tego rodzaju z wyjatkiem [1], gdzie Z. Bursztynowski i J. Marszatek rozwiazali zada-
nie statyczne skrecania preta cienkoéciennego z wigzami jednostronnymi.

Istotna nowoécia niniejszej pracy, w stosunku do prac dotychczasowych, jest usyste-
matyzowanie modeli teoretycznych i wprowadzenie nowego modelu (tzw. model C) z jedno-
czesnymi luzami, §cinajacym i obrotowym (pkt. 2). Nowoscig jest rowniez wprowadzenie
warunkow granicznych na korncach stref zwarcia jako praw ruchu nieciggloci pierwszego
rodzaju, jak tez wyznaczenie obszernej klasy calek ogélnych dla wszystkich badanych
modeli co umozliwia rozwigzywanie szeregu waznych praktycznie probleméw poczatkowych
(pkt. 3) oraz rozwiazanie i ilustracja numeryczna zadania stacjonarnego ruchu obciaZenia
ciaglego po belce nieograniczonej (problem ruchu pociagu) (pkt. 4 i 5), a takze zadania
poczatkowego drgan belki pod dzialaniem nieporuszajacej sie po belce sity lub cigzaru
(pkt. 6).

Autorem punktu 5 pracy jest R. Piskorski. Wprowadzenie praw ruchu niecigglosci
w punkcie 2 jest czeécig wspolnq Autorem pozostalej czeéci pracy jest J. Wieckowski.

2. Postulujemy, Ze opis ruchu belki sprowadza si¢, podobnie jak w modelu Timoszenki,
do przemieszczeni elementdw bez obrotdw y; oraz przemieszczetn z obrotami y,, tzn.
ze przekroje obracaja si¢ wraz z ugieciem y, o 9y,/0x. Przyjmujac umowe znakow sit

[139]
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wewnetrznych i zewnetrznych jak na rys. 2.1, nizej otrzymamy réwnania ruchu:

a0 Vi

e ] s -1-
= +q patz(yﬁyz) (2.1.1)
oM 3y,
- =q iR 219
@x+Q+m l‘6x6t2 ( )

Zakladamy réwniez liniowe podtoZe sprezyste typu Winklera, polarne, z zadanym, zmien-
nym w czasie obrysem powierzchni swobodnej Y (x, 7). Jest to najprostszy model oddzialy-

e

Rys. 2.1

wania hydrodynamicznego wody na belke. Obciazenia ciagte g sila oraz obciazenie ciagle m
momentem bedzie zatem: ==

G=do=k(y1 +y,=¥), = (2.1
0
m=mo—1I_—(y,—Y). _ 222
0x
Nie wywoluja reakcji polarnych ugiecia y; ze wzgledu na brak obrotéw.

Przytoczymy szczegélne przypadki réwnan ruchu. Jezeli wystepuja w belce jedynie
luzy obrotowe, to y, =0, a jezeli dodatkowo nie dzialaja wiezy, to M=0 i réwnania beda:

00 o%y
~a§+40“k(3’2‘y)=.0—6t72’ 23.1
d .0 (0%
Q*’"O‘la(yfy):’a(z?z)' Lo

Jezeli brak jest luzéw obrotowych, a wystepuja jedynie przemieszczenia bez obrotéw, to
¥2=0, a dodatkowo, gdy nie dziataja wiezy, to 0=0. W tym przypadku otrzymujemy
rOownania

%y
QO_‘k()H_Y):PW;’ 24.1)
oM oY
— ] =~ - (2.4.2)

0x 0x
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W trzecim przypadku przyjmiemy, ze wystepuja luzy dwojakiego rodzaju, obrotowe zwig-
zane z przemieszczeniami y, i §cinajace zwigzane z y, . Jezeli luzy nie zostaty wyczerpane, to
winno by¢ O=0 i M=0 i réwnania przyjma postaé

i
go—k(y1+y,—Y)=p 672()’1‘*‘)12), (2.5.1)
i s (2.5.2)
Ma—10— — =71 — > 2
e Yo\

Mozna oczywiscie rozpatrzy¢ rowniez inne modele teoretyczne, np. tylko przemieszezenia y
jednego rodzaju, ale zwigzane z obrotami przekrojow i dopuszczajace luzy Scinajace, tzn.
0=0 w przypadku rozwarcia. Przydatno$¢ tego modelu moze by¢ jednak dokonana
wytacznie przez eksperyment lub teorig aproksymacji uktadow dyskretnych uktadem ciag-
lym. Rownania réwnowagi w tym szczegdlnym przypadku dla rozwarcia (Q=0) sa:

62
qgo—k(y—=Y)=p

< 26.1
= (2.6.1)
oM G 8 (9%

M e 262
e 6x(y ) l&x(6t2> .- -

Model ten sprawia jednak zasadnicza trudno$¢ w opisie luzow dwojakiego rodzaju, i dla
rozwarcia gdy M =0 i 0=0. Prowadzi bowiem do rownain sprzecznych.

Kolejne modele, dla ktérych podano réwnania w przypadku rozwarcia bedziemy
oznaczali literami A (réwnania(2.3)), model B (rownania (2.4)), model C (réwnania (2.5))
i model D (ré6wnania (2.6)). Przyjmiemy je do opisu wiezow dla kolejnych modeli.

Model A. Wiezy sa jednostronne kinematyczne i réwniez jednostronne, narzucone na
sily wewnetrzne

azJ’Z
— +B,=0= M<0, (2.7.1)
0%
M=0— a”; +B, 20, (2.7.2)
X

B, jest dodatnig stala. W przypadku zwarcia, tzn. dzialania wiezéw, réwnanie (2.7.1)
wyznacza ugiecie y,, a moment gnacy M, spetniajacy nieréwnos¢ (2.7.1), oraz sile tnaca
wyznaczymy z réwnan (2.1) przy y, =0, tzn.

00 52.1’2 ‘
e s (2.8.1)
0x . ot?

oM 3%y,

o g 2 (2.82)
Pl e e

Uogolnienie tego przypadku wiezow na przypadek ograniczenia krzywizny liczbami
B;<B, od gory i od dolu jest oczywiste.
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Model B. Wiezy sa jednostronne kinematyczne i narzucone réwniez na sity wewnetrz-

ne. Przyjmiemy je w najprostszej postaci symetrycznego ograniczenia kata ugiecia od
g6ry i od dolu

W o os0 2.9.1)
ax =V, ‘ : o
5
i (2.9.2)
Ox
—~ 0y,
0=0=Dl<r. (2.9.3)
r

Model C. Wiezy sa jednostronne, kinetyczne i narzucone réwniez na sily wewnetrzne.

Przyjmiemy, Ze sa zadane relacja
dy; &
ol L1 . (210
X = X"

wyznaczajacg krzywg gladka na plaszezyznie dy,/0x, 9%y,/0x2 (rys. 2.2):

azyz
b ==
Ax

Rys. 2.2

Wigzy przyjmiemy z zalozenia doskonale, tzn. praca sit tngcych Q i momentéw gnacych
M na przemieszczeniach przygotowanych A (3y,/dx) i 4 (9%y,/0x?) musi byé zerem

. o2
04 <5}-;-1)+MA (Eyj>=o. @.11.1)

Z definicji przemieszczen przygotowanych otrzymujemy, Ze spelniaja one relacje

oD d 0P foie
g . e (2.11.2)
a(@yl) ox a(@ y2> ox?

0x 0x?
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Poniewaz relacje (2.11) winny by¢ spelione dla réznych od zera przemieszczen przygoto-
wanych, ‘sily reakcyjne Q oraz M musza spelni¢ warunek

=0. : (2.12)

4 2
Ia T ?_YZE
| \ ox 0x

Wiynika stad, ze sily reakcji wigzéw w przypadku ich dzialania sa postaci:

o - (2.13.1)
o2
%)
v 2.132)
2

Postulujac, ze @ roénie z obszaru ,,I” odcigtego krzywa wigz6w na zewnatrz (rys. 2.2)
mamy dodatkowy warunek '
- Alx, )=0 (2.14)

dla zapewnienia dzialania wigzéw. Obszar ,,I” odpowiada wtedy dopuszczalnym parom
dy,/0x, 02y,/0x* dla swobodnego ruchu. Wigzy te nie opisuja w pelni wszystkich zjawisk
jakie zachodza w rzeczywistych konstrukcjach laficuchowych, gdyz nie uwzgledniaja mozli-
wofci pojawienia si¢ luzéw wzdluznych. Przypadek ten oméwimy w osobnej pracy. Naj-
latwiejszymi w zastosowaniach analitycznych lub numerycznych sg w oczywisty sposob
wiezy liniowe, tzn. gdy funkcja @ jest postaci

0y, 52}’2 9y1 52)’2
| —, " |=4y —+By —- 2.15)
( ox 0x* > 0 %x  ° ox’ (
Znaki stalych 4, i B, wyznaczaja wtedy klase sil tnacych i momentow gnacych M zapewnia-
jacych dzialanie wiezéw jednostronnych, gdyz

0—/i4,, M=IB;,, 1=0. (2.16)

: 3. Zajmiemy si¢ catkami ogdlnymi i warunkami granicznymi dla réwnan opisujacych
kolejne modele.

Model A. Zatézmy szczegdlny, WaZny praktycznie przypadek, gdy
— k —
o

l
= 8. 3.1
i

Relacja taka zachodzi wtedy z dostatecznym przyblizeniem, jezeli pontony ukladu aproksy-
mowanego moga byé rozpatrywane jako elementy liniowe o stalej gestosci, a ich ksztalt -
jest prostopadlosciennv. Réwnania (2.3.1) mozna wtedy w prosty sposob rozwigzac.
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Rugujac site tnaca O otrzymuje si¢ po prostych przeksztalceniach

o (0%y %y zr omy
5—;(#4‘52.))2)_“ (‘6—2— +52 ) 52(6)6 —a Y) —(EQ—Q()), (3'2-1)

gdzie

—=qa. (3.2.2)

Catke ogdlng réwnania (3.2) otrzymuje si¢ poprzez kwadratury w postaci:

t
rn

1
¥2(x, £)=D(x) sin 6t +D,(x) cos ot + = [e*Ci(2)+e~*Cy(1)] sind (t—1)dr+

o~
OL

e (3.3)
+&5 fgo(r,6)sinhoc(x—é)sinﬁ(t—r)dédt,
t‘éxo
gdzie
7y 1 /0
(0(t’x)552(a 2 —a2Y>+—.(_rn‘?_qo>’ . (3'4)
x i\ Ox

natomiast D;(x), D,(x), Cy(7), C,(r) — funkcje jednej zmiennej do wyznaczenia z warun-
kéw granicznych zadania (poczatkowych lub brzegowych). Poniewaz przypadek (3.2)
opisuje ruch rozwartej belki, to dla sit wewnetrznych rozwiazanie ogélne jest

L8 (0%
O=i % (*51}2—2 +52J’2>_(m0

M=0. (3.5.2)

oY
35.1
- ) @3.5.0)

W przypadku belki zwartej otrzymamy zgodnie z relacjami (2.7)

2
y50%; = =By %+E1(t) X Ey(D, (3.6)

gdzie E(t) i E;(t) — dowolne funkcje czasu. Catke ogélna dla momentu M otrzymamy
rugujac z réwnan (2.1) sile tnaca przy y, =0

x g
62Y
M—fdéf —+kY(;1,t) 6 2>d11—
n

2 x3 x4 x2
—k<E2(t)—+E1(t)—*—BO ) 1By~

24 2

s 2
—p(Elo)€+E2<t)7>+H1<t)x+Hz(t), (3.7.1)
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a po podstawieniu do réwnania (2.1.2) otrzymamy sile tnaca

X

omy %Y x°
O=— | (go———+kY—I]— |dn+E ()| k—+1 |+ kx E,(t)+

Xo
3

- X - x oY
+E ()| p—+i|+pxE(t)—{ kBy—+mg+1
2 6 Ox

&)

)—Hl(t), (3.7.2)

x jest tutaj dowolnym punktem poczatkowym catkowania wybranym z wngtrza strefy
zwarcia, a E(2), E,(t), Hi(t), H,(¢) sa dowolnymi funkcjami czasu do wyznaczenia z wa-
runkow granicznych zadania. - ;

Warunki graniczne sprowadzaja si¢ do cigglosci ugie¢ y.(x, t) oraz ich pierwszych
pochodnych na styku strefy zwarcia i strefy rozwarcia, ciggto$ci sit tnacych na styku oby-
dwu stref lub nieciagloéci skokowej sily tnacej w miejscu obcigzenia sita skupiong. Aby
wyznaczy¢ warunki graniczne dla momentu, trzeba ulozy¢ réwnania ruchu nieciggtosci
drugiej pochodnej mieszanej. Nieciaglo$¢ ta moze pojawic sie na styku strefy rozwarcia
i strefy zwarcia.

Wezmy dowolny przedzial ustalony {x,, x,». Kret wzgledem poczatku uktadu wspodt-
rzednych tego odcinka belki bedzie

e 0y, 9y,
Foo— s b ch de 3.8
T Jlax<at>dx+fw ot - 38

X1 X1

Moment wszystkich sit zewnetrznych wzgledem tego samego bieguna x=0

X2

M= | mdx+ [ qxdx-+M(xy)—M (x)+

X1

+0(x3) %, —0(x1)x; + ZASUL, (3.9)

AIM, oznaczaja zewnetrzne obciazenia skupione momentami, a —AM; skoki nieciagltosci
momentu gnacego w punktach x;. Liczba tych punktéw jest skoriczona, gdyz rozpatrujemy
zadanie w klasie funkcji przedziatami ciagtych.

Rostulujqc, ze wewnatrz przedzialu {(x;, x,) znajdujé sie punkt nieciaglosci xo(%)

pochodnej mieszanej 2;)6): otrzymamy po«:ho‘dnac kretu w postaci
i b By I o o o
s =J1de+prﬁdx+l<éx6t xo——aatixg>x0' (3.10)
X1 X1 -
Moment M, ,, mozna natomiast zapisa¢ nastepujgco:
Moy = J‘(m+Q)dx+M(x2)—M(x1)+ Z AM; + J‘ x(q =+ %S—)dx. (3.11)
% %

10 Prace IMP, z. 75
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Poniewaz réwnanie ruchu obrotowego w postaci catkowej jest

S
Y. (3.12)
X1, X2

i réwnania ruchu postgpowego i obrotowego postaci (2.1) musza by¢ spelnione (dla y, =0),
otrzymamy rdéwnanie ruchu na nieciagtosci

‘ 62 I 62
e (3.13)
0X 0t |xs  0XO0t|xy

W miejscu x, pojawi sie zatem skok nieciggtosci momentu lub tzw. moment zderzenia

o wihasnoSci
52)’2 } azh
M) =Mxy)=ixol ——— —— . (3.14)
o) Mbro) x"(axat o Oxot )

Nieciagto$¢ momentu moze pojawic¢ si¢ zatem jedynie w tym przypadku gdy X,#0, tzn.
gdy nieciagto$¢ porusza sig.

Model B. Podobnie jak w poprzednim przypadku zbadamy wpierw ogolne roz-
wigzanie dla strefy rozwarcia, gdy Q@ =0. Z réwnania (2.4.1) wyznaczymy y,, gdyz spro-
wadza si¢ ono do postaci

&* 1
—6%+52y1=A(q0+kY). (3.15)
' P

Calka ogolna tego rownania jest

t
1
yl(x,t)=A1(x)sin5t+A2(x)cosc3t+5—f(qo+kY)sin5(t—r)dr. (3.16)
0
b

Moment gnacy w strefie rozwarcia wyznaczymy z relacji (2.4.2) otrzymujac

X

M(x,t)=— J <m0+ 1669 dE+B,(D), (3.17)

Xo

A(x), A5(x), By(¢) sa dowolnymi funkcjami miejsca i czasu do wyznaczenia z warunkow
granicznych.
Dla strefy zwarcia mamy, w przypadku (2.9.1) lub (2.9.2)

yl(x, t)= j:fx+cl(t). (3.18}
Z réwnan (2.1) otrzymamy sile tnaca Q i moment gnacy M w postaci

2

0=~ f(qo+kY) d5+k(i~f%+Cl(t)x)+pcl(t)x+D1(t), (3.19)
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M= f(m0+lY)d£+J‘de‘(qo-HcY)dr—
% % a2
_k<if6+ C1(t)2>*PC1(U7“D1O)X+D2(0: (3.20)

Ci(t), Dy(t), Dy(t) sa dowolnymi funkcjami czasu.

Warunki graniczne sprowadzaja si¢ do ciaglo$ci ugieé na styku stref zwarcia i roz-
warcia, ciagloéci momentéw na styku obydwu stref lub nieciagtosci momentu w miejscu,
przylozenia obcigZenia skupionego momentem.

W tym modelu, wskutek istnienia luzéw $cinajacych, moga wystapi¢ niecigglodci pierw-
szej pochodnej. Réwnania ruchu tych nieciggloéci (frontu strefy zwarcia) sg dynamicznymi
warunkami granicznymi opisujacymi zdarzenia wewnetrzne.

Wezmy dowolny przedziat (x,, x,). Ped tego odcinka belki bedzie

X2

0y,
o fp = !dx. (32D

X1

Wypadkowa sita od wszystkich obcigzeni odcinka odpowiadajacego przedziatowi e xs)
Wynosi

xlxz _fqu+Q(x2) Q(X1)+ Z API: (322)

4P; oznaczajg zewngtrzne obciazenia skupione sita w wewnetrznych punktach X; przedziatu
X1, X2), a —AP; skoki nieciaglosci sily tnacej. Liczba punktéw nieciagtosci, podobnie
jak dla modelu 4, jest w przedziale {x,, x,)> z zalozenia skoniczona.

Postulujgc, Ze wewnatrz przedziatu <x,, x,)» znajduje sie punkt Xo(t), w ktérym po-
chodna 0y,/0t posiada nieciaglo$¢ pierwszego rodzaju, otrzymamy po zrézniczkowaniu
pedu

X2

e T
— -l —detpi,t - — | (3.23)
dt fp o1 é °<6t =
Korzystajac z réwnania ruchu w postaci catkowej
d?
Yy _—p 3.24
e s (3.24)

otrzymamy réwnanie ruchu na nieciaglosci, warunek zderzenia, lub skok sily tnacej na
niecigglosci pierwszej pochodnej
0y aJ’1
Q(xg)~0(x5)= pxo( |

6t 6t

) : (3.25)

I w tym przypadku dynamiczny skok sily tnacej pojawia sie jedynie wtedy w miejscu nie-
ciaglosci pochodnej 9y, /0t, gdy x,+0, tzn. gdy nieciaglo§¢ porusza sig.

10*
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Model C. W tym przypadku dla strefy rozwarcia sita tnaca Q =0 oraz moment gnacy
M=0. Catki ogdlne dla ugie¢ otrzymujemy latwo z réwnan (2.5.1) w postaci

y.(x, )=A(x)sin o, t+ A,(x)cos o, t+

X t
1 ay ‘
+B()+— | dé | { mo+]—— |sind,(t—7)dz, (3.26.1)
04 o¢
X0 to
y.(x, D+ y,(x, )=Dy(x)sind, t+Dy(x)cosd, t+
L
1
+ - j (go+kY)sind,(t—1)dt, (3.26.2)
PO,
1o

A, (x), Ax(x), B(t), Dy(x), D,(x) sa tutaj funkcjami jednej zmiennej, ktore trzeba wyznaczy¢
z warunkéw granicznych, natomiast
Z=
i p ,

W przypadku strefy zwarcia ograniczymy si¢ jedynie do wigzéw liniowych (2.15)
o wspblczynnikach 4, i B, stalych oraz przy dodatkowym zalozeniu, ze J, =0,=0 ana-
logicznie jak w modelu A (patrz (3.1)). Tylko w tym przypadku mozna bowiem znalez¢
calke ogblna przez kwadratury dla strefy zwarcia.

Roéwnania dla strefy zwarcia otrzymamy z rownan (2.1) podstawiajac sity wewngtrzne
wedtug wzoréw (2.16) i dolaczajac do tak otrzymanego uktadu réwnanie wigzow liniowych
(patrz (2.15)). Uklad przyjmuje wtedy postac

(3.26.3)

Vi 52}72 :

d—0 =0, 3.27.1
2 0 0 ox? ( )
e

Ao—+g=p 5 (yi1+y2), (3.27.2)
0x ot

oA 03)’2

By—— + Ay A+ m=i : (3.27.3)

S e

Rugujemy 94/0x z réwnan (3.27.2) i (3.27.3). Rézniczkujemy wzgledem x tak otrzymane
réwnanie i ponownie rugujemy 94/0x postugujac sie rownaniem (3.27.2). Po prostych
przeksztalceniach otrzymamy

a Ay p(y,+7,)+pB i( i s +
s —i
o2 oP\YV1TY2)TP Ot?x Vit Vo) 0 o)

2 0 = a2)’2
+6°| Agp(y1+y2)+pBo— (¥ +y2)—ido—— |=
0x ox

gy
=BO‘ +B0 k
0x

om,
—— +Aogot+AokY —Ag— -
0x O0x

(3.28)
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ja OIS0 TOWTLENS WS W s g
(3.27.1), otrzymujemy nastepujacy uklad rownan o wspoicoymmbach stz W Do
czas odgrywa jedynie role¢ parametru:

0 : aZYZ Sl
Ao p(¥1+Y3)+Bop— (y1+y2)—ido—— =E(¥)sindi + Efx)cosde = 329§
, 0x ox
t
1 6q0 oy amig ==
+-—— | | Bo — Bokf—f—Aoqoﬁ—AokY Ay — |sindo(r—t)dx,
0 O0x O0x ox
0
%y
Ao—y—l—!—Bo——O (3.29.2)
0x ox*

Roéwnan tych ogdlnie rozwiazywaé nie bedziemy ze wzgledu na skomplikowana postaé
calki ogoélnej. Aby wyznaczy¢ sily wewnetrzne nalezy po znalezieniu rozwiazania na y,
i y, wréci¢ do rownan (3.27.2) lub (3.27.3) wyznaczajac z nich funkcje A(x, 7). Przykiadowo
z réwnania (3.27.2) otrzymamy przy A, #0

X

A= /: jq(é t)d§+

X0

4, o2 J [y4(&, D+pa(E, D]dE, (3.30)

i wedlug relacji (2.16) otrzymamy sity wewngtrzne.

Warunki graniczne na styku stref zwarcia i rozwarcia sprowadzaja si¢ do cigglosci
ugie¢ y, oraz y,, ciagloéci katéw ugiecia 9y,/0x oraz nieciagtosci skokow sit tnacych
i momentow gnacych zgodnie z relacjami (3.25) i (3.14). Rozwiazania uzyskane w niniejszej
pracy maja duza warto§¢ praktyczna, pozwalaja bowiem uzyska¢ przez uklady réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, rozwigzania problemdéw poczatkowych dla wszystkich roz-
patrywanych modeli lub rozwigzan okresowych w przedzialach przestrzennych skonczo-
nych (z warunkami brzegowymi). Problemom poczatkowym i zadaniom w przedzialach
skoficzonych po$wiecimy osobng prace. Niektdre wiasno$ci rozpatrywanych w niniejszej
pracy modeli A i B zilustrujemy na przykladach zadan opisujacych ruch stacjonarny
pewnego uktadu modelujacego pociag poruszajacy sie ze stata predkoscia po belce o zmien-
nej strukturze i ruch drgajacy ciezaru nieruchomego na belce.

4. Rozwazmy ruch masy roztozonej w sposob ciagly w przedziale (— oo, _\v'o), gdzie 550
jest funkcja czasu, po belce wedlug modelu A zajmujacej przedziat (— oo, +o0). Para-
metrami belki niech beda gestos¢ liniowa p,,, gesto$é liniowa momentu bezwladnosci i,
oraz sztywnos$¢ podloza sprezystego Winklera k na przemieszczenia i / na obroty. Nie
bedziemy uwzgledniali w dalszych obliczeniach cigzaru liniowego ¢, belki, gdyz jej stan
rOwnowagi statycznej moze by¢ przyjety jako uklad odniesienia.

)
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Masa roztozona w sposob cigglty modeluje np. pociag poruszajacy sie ze stala predkoscia
39 i posiadajacy gesto$¢ liniowa p,, gestos¢ liniowa momentu bezwladnosei i, oraz cigzar
liniowy ¢, roztozone w przedziale xe (— 0, %,).

Wprowadzmy uklad wspolrzednych x zwiazany z poruszajacym sie pociagiem. Réwna-
nia dla modelu A w stanie stacjonarnym w przedziale, w ktérym znajduje sie pociag beda

251t

Q' +4,=(p,+p) v Y5 +ky,, (4.1.1)
M +Q—1y,—(i,+i,)v°ys =0. (4.1.2)

Poza przedzialem, w ktérym znajduje sie¢ pociag sa wazne rownania postaci (4.1), w kto-
rych ¢,=p,=i,=0. W celu uzyskania rozwiazania bedziemy postulowali strefe zwarcia
wokot czota pociagu zgodnie z rysunkiem 4.1.

1%
czoto pociagu
(1111 V ' -
strefa =) = o
razwaf;cia (1) Xy /] Xz strefa rozwarcia (2)
Rys. 4.1

W strefie rozwarcia (1) otrzymujemy po wyrugowaniu sily tnacej Q z réwnan (4.1)
i przy M =0 réwnanie :

(i, i) Y5 +[1= (0, +p) v*] y3'— ky2 +4,=0. (4.2)
Roéwnanie charakterystyczne tego réwnania posiada jedyny pierwiastek dodatni

o =[ & _:r, (4.3.1)
I—(p,+py) 0> ++/4

gdzie
A=[1—(p,+p )" +4k(i,+i,)v*. (4.3.2)

Pierwiastkowi temu odpowiada catka szczegdlna zanikajaca do zera gdy x— — co. Poszuki-
wane rozwiazanie rownania (4.2) bedzie zatem

=0, e""‘+q7j’ : (4.4

Podstawiajac w réwnaniu (4.2) i,=p,=¢,=0, otrzymamy réwnanie do wyznaczenia
ugie¢ w strefie rozwarcia (2). Poszukujac catki zanikajacej do zera gdy x— +co otrzymamy

Ya=Cpe™, (4.5)
gdzie
2k 3
a,= _<~__?) . (4.6.1)
[ —p, V244

A=(-p,v*)* +4ki,v*. (4.6.2)
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Rozwiazanie dla ugie¢ w strefie zwarcia x € {x;, x,> sprowadza si¢ do wyznaczenla catki
ogolnej rownania wiezow
y2=—B,, 4.7)

a zatem
2

X
y2=—B03+D1x+D2‘ (4.8)

Po podstawieniu tego rozwiazania do réwnan (4.1) i uwzglednieniu, ze pociag jest
tylko w czedci strefy zwarcia dla x € (x,, 0), otrzymamy rozwiazanie dla sit tnacych i mo-
mentow w postaci

- I—sghig . 2
O== 14g;dé~|p tp, 5 v'Box+k| — 0g +D1 5 —+D,x |+E,,
0

(4.9.1)

I

r 1—sgnx 5
M= f dn f g,dn +(PW+PP 2-‘*>02B0 -
0

x? x x> x?
—k< B024+D1 . +D, 2)—1(—307—}—D1 x>—E1 x—E,.  (497)
Warunki graniczne do wyznaczenia statych C,, C,, D,, D,, E,, E, oraz wspotrzednych
kraricow strefy zwarcia sprowadzaja sie do ciaglosci ugieé y, i ich pierwszych pochodnych
(warunki geometryczne) oraz ciaglosci sit tnqcych 1 skokow niecigglosci momentow (zde-
rzenia) na krancach strefy zwarcia.
Warunki geometryczne przyjmuja postaé

)

X
Clemxl_*_%:_BO?l_}_Dlxl_{_Dz’ (4101)
C1 0‘1 efllxl = __BO xl +D1 5 (4102)
x2
Cz eazXzz__BO?z_f_Dl X2+D2, (410,»3)
Cz o, e%2rz_ _BO %5 "‘Dz ; : (4104)

Warunki nieciagtosci momentéw wynikaja z relacji (3.14), ktéra zapisana w uktadzie
zwiazanym z pociagiem i dla x,=x;, x, przyjmuje postaé

M (xg) =M (x0) = i9* (V5 |x3 = ¥'s]ws) - = (i)

Dla xo=x; jest M(x;)=0, i=i, (gdyz pociag porusza sie z predkoscia § i jego elementy
nie ulegajq zderzeniu) oraz M (xJ)= M, gdzie M,, oznacza moment zderzenia w punkcie
. Po podstawieniu rozwigzan dla y, otrzymamy

M, =—i, 8%(By+Cy af e™™). (4.12.1)
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Podobnie dla x,=x, otrzymamy
M= —1i,9%(By+C,0%e%?), (4.12.2)
Dla zapisania wszystkich warunkéw granicznych narzuconych na sity wewnetrzne nalezy

wyznaczy¢ sity tnace w strefach rozwarcia 1 i 2 (patrz (4.1)).
Z réwnania (4.1.2) otrzymamy sile tnaca w strefie 1

Q=C,[loy +(i,+i,) $ai]e™ (4.13.1)

i w strefie 2 ;

0=C, [lo,+i, 92a§] e (4.13.2)

Warunki graniczne w punkcie x=x; sa po rozpisaniu nast@pujacce. Ciaglos¢ sity tnacej
Cl [hxl +(lp & lw) ‘92“:1)’] ealxl ST qul = (py +pw)'~92 BO X1 S

X, ¥
Lk —-B(,—6—+D1-2~+D2x1 +E;. (414.1)

Zadany skok nieciagltoSci momentu gnacego

2 2 4 i3 2
X1 X1 X1 X1 X1
—qp~2——(pp+pw)9230?+k<—30§i+D1 €+D27>_ (4.14.2)

2
x -
—l('_B()?l'l"Dl x1)+E1 x1+E2=iw82(Bo+C1 a%eaixl)‘

Warunki graniczne w punkcie x=x,. Cigglos¢ sily tnacej
< x5
C,(loy +i,9%03) e = —p,, 9By x, +k ( —B, —63 +D, - +D, xz) +E;. (4.143)

Zadany skok nieciagloéci momentu gnacego

2 3 £ 2
X5 Xa X5 x5
—p 2B, "Gkl =B, 1P, —+D, |-
Pw ) < 05y 5 2 2)

2
X
—l<—30_2%+1)2x2>+E1xz+E2=iw32(30+c2a§e@2"2). (4.14.4)

Uklad réwnan (4.10) i (4.14) rozwiazano numerycznie poslugujac si¢ maszyna cyfrowa
K-202. Sposéb postepowania polegat na wyrugowaniu statych C, i C, z réwnan (4.10)
i rozwigzaniu wzgledem x; i x, przy pozostalych parametrach danych. Przeszukiwano
obszar na plaszczyznie (D,, D,) korzystajac z tego, ze D,, tj. ugigcie na czole pociagu
musi byé¢ dodatnie, a kat ugiecia D; na czole pociagu na skutek asymetrii strefy zwarcia
wzgledem czota pociggu musi by¢ ujemny. (Odcigzajace dziatanie pociagu wydtuza strefe
zwarcia na obcigzonej czeéci belki). Wyznaczajac dla kazdej pary (Dy, D), X1, X2, C1, Ca
mozemy z réwnaf (4.14.1) i (4.14.2) wyznaczyé (E,, E,); i analogicznie z réwnan (4.14.3)
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i (4.14.4) réwniez wyznaczy¢ (E,, E,),. Jezeli réznica tak otrzymanych par jest w sensie
najmniejszych kwadratow dostatecznie mala, to mozna uznaé, ze znalezli§my rozwiazanie
ukladu i wyznaczy¢ wszystkie interesujace nas parametry w strefie zwarcia. Poza ta strefa

MA
[m]
Bo=0003m"
0,004
0.004
0,005
5+ L
Bo=0,03m" Q.007

~\0.01

czoto
strefy zwarcia

Rys. 4.2. Wplyw luzu B, na moment gnacy na strefie zwarcia (/=100 T, k=10 Tm~2, p,=0,5 Tm~2s%,
pw=03 Tm~=2s2, j,=10 Ts?, i, =2 Ts2, go=4,905 Tm~1)

czoto
strefy zwarcia

B,=001m’

0,007
0,005

B.=0015m"

~

Rys. 4.3. Wplyw luzu B, na sile tnaca na strefie zwarcia (=40 km/h, pozostale dane jak na rys. 4.2
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sity wewnetrzne i ugiecia zmierzaja wykladniczo dla x—+o0 do zera lub liczby statej
i dlatego nie przeprowadzono analizy numerycznej w strefie rozwarcia.

Interesujacy jest wplyw stalej B, charakteryzujacej luzy w rzeczywistym ukladzie
dyskretnym aproksymowanym ukladem ciaglym [4]. Na rys. 4.2 podano wyniki obliczenia
momentu gnacego w strefie zwarcia dla ukladu o parametrach zblizonych do ukladu
rzeczywistego i dla predkosci przejazdu V=40 km/h i réznych B,. Wszystkie dtugosci
stref zwarcia zredukowano proporcjonalnie na wykresach do tej samej dlugosci.

o

307

0 czofos
strefy zwarcia

Rys. 4.4. Wplyw predkosci Vi gestosci momentu bezwitadnosci ip na moment gnacy na strefie zwarcia
(dla Bo=0,02 m~* i dla i,=10 Ts?> — linia ciagta oraz dla i,=0 Ts? — linia przerywana, pozostale
dane jak na rys. 4.2)

Istotnym dla praktyki konstrukcyjnej wnioskiem jest istnienie optymalnego luzu B,,
dla ktérego maksymalny moment w strefie zwarcia osiaga minimum. Sile tnaca na strefie
zwarcia przedstawiono przy tych samych danych wejsciowych na rys. 4.3. Jak wida¢
wplyw stalej B, nie jest tutaj istotny.

Na rys. 4.4 i 4.5 podano wyniki obliczen sit wewnetrznych dla ustalonego B,=0,02m~*
przy roznych predkosciach i z pominieciem lub uwzglednieniem gestosci momentu bez-
wiladnosei pociagu #,. W zakresie od zera do 50 km/h pominiecie gestosci momentu bez-
wiadnosci pociagu i, podwyzsza maksymalne momenty gnace o okolo 15%. Wplyw ten
nie jest zatem istotny.

Jeszcze mniejszy jest wplyw parametru 7, na maksymalne sity tngce w tym samym
przedziale predkosci. Dla 60 km/h obraz tego wplywu jest nieco inny. Nie jest to jednak
predkosé osiagalna w praktyce.



q
1]

—TG -+

czoto
strefy zwarcia

Rys. 4.5. Wplyw predkosci Vi gestosci momentu bezwladnosci 7, na site tnaca na strefie zwarcia
(dla B;=0,02 m~'i dla 7,=0 Ts?> — linia przerywana oraz dla i,=10 Ts? — linia ciagla, pozostale

dane jak na rys. 4.2)
Bl
]

0,03

0,025

X3
0015

0,01 -

-0 -5

0,0 O‘S_J_ﬁ,_,‘_m.

X2

Rys. 4.6. Krarnce strefy zwarcia x, [m] oraz x, [m] w funkcji luzu B, (V=40 km/h, pozostale dane jak

na rys. 4.2)
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Na rys. 4.6 przedstawiono zalezno$¢ wspolrzednych krancow strefy zwarcia od para-
metru B, (luzy) przy stalej predkosci V=40 km /h Jak nalezalo si¢ spodziewad strefa zwarcia
ulega wydluzenlu gdy B, maleje.

5. Identyczne zadanie jak w poprzednim punkcié pracy rozwigzemy dla modelu B.
Roéwnania ruchu (2.1) napisane w ukladzie zwigzanym z poruszajacym sig¢ pociagiem i dla
modelu B sa

Q' +q=p9%y7, : (5.1.1)
M'+0=0. (5.1.2)

Obciazenie ciagle ¢ obliczamy wedtug relacji (patrz rys. 4.1)

g=pg—ky;, (5.2.1)
_)Pp TPy xe(—ow,0), 599
¥ {pw xe(0, +0). L)
W strefie rozwarcia 1 jest 0=01 z réwnania (5.1.1) otrzymamy
. (&’iki’ﬂ (5.3)

W calkach szczeg6lnych réwnania jednorodnego przyjeto state dowolne réwne zero, gdyz
zadna z tych calek nie znika przy x— —co. Z tych samych powodéw rozwigzanie w strefie
rozwarcia 2 jest

Pw9
Elda 5.4
Y1 T :

Ugiecie w strefie zwarcia wyznaczymy z réwnania wiezow
yi=—Ao=y;=—4,x+C. (5.5)

Z réwnania (5.1.1) moina wyznaczy¢ sile tnaca w strefie zwarcia otrzymujac
2 X 2 ¢
Q=Q(0)—pgx+k<—A0?+Cx). (5.6)

Do wyznaczenia czterech stalych C, Q(0) i wspotrzednych krancow strefy zwarcia
x, i x, mamy warunki ciagloici ugie¢ w punktach x; oraz x, jak réwniez warunki nie-
ciaglosci sil tnacych od zderzenia wewnetrznego (3.25), ktdre zapisane w ukladzie zwiaza-
nym z poruszajqca si¢ masa przyjmuja postac

Q(x3) = Q(x0) =Py ¥ (Wi|xg = ¥i]x) (5.7
gdzie xo=x;, X,. Rownania do wyznaczenia stalych beda zatem

(Ppt0.,)

k g=—on1+C, (5.8.1)
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Pwd

2=~ Ao, +C, (5.8.2)
x2
Q(0)=(py+py) g1 +KCxy —kdo ===, 8 Ao, (5.8.3)
: o
~O0) 4D, 00, kCx, kA, 72= p. 904 ’ (5.8.4)
Rozwiazaniami ukladu (5.8) sa
et (5.9.1
L )
(0, +2p,)
C— s 59.2
5 (5.9.2)
2 92
0(0)= —kA, (%Z.er‘”z ) (5.9.3)

Na to aby rozwiagzania mialy sens nalezy sprawdzi¢ czy w strefie zwarcia jest Q(x)<O0.
Podstawiajac rozwiazania (5.9) do (5.6) otrzymamy

2 iy : %2
0(x)= _%%f—l); —p, 924, + pTg|x| —kA, . (5.9.4)
Jest sprawa oczywista, ze niezaleznie od znaku x otrzymamy tréjmian kwadratowy na
O(x) z wyrdznikiem ujemnym, a to dowodzi, ze Q(x)<0 w strefie zwarcia.
Aby wyznaczyé momenty gnace rozwiazemy réwnanie (5.1.2) z warunkiem granicznym
M(x,)=0, a to znaczy, Ze sily wewngtrzne na czeSci niezaburzonej obecnoscia pociagu
sg zerem. Obliczenia prowadza do wyniku

2 2 2
pagle.d 1 fp,9 Pp9) 5
Min=———t — 1 | E |3 Lo A s
W [ k +24(kA0 Tn it e

1 :
_Pii’ x? sgnxt—kdox®.  (5.10)

Moment gnacy jest na calej strefie zwarcia i w strefie rozwarcia ujemny. Jego najmniejsza
warto§¢ w punkcie x=x; oraz na calej strefie rozwarcia (1) wynosi

a0l p: P 1ifp gy -
M =l e e - 511
i) > [ . + Sl (5.11)

Jak widaé z poréwnania otrzymanych rezultatéw z wynikami punktu 4 pracy wptyw luzow
obrotowych i $cinajacych jest zupetie odmienny. Przejdziemy do rozwiagzania przykltadu
zagadnienia poczatkowego.

6. Rozwazmy belke nieograniczona wedtug modelu A, ktéra w chwili =0 jest nie-
ruchoma i nieobciazona. W miejscu x=0 przyktadamy site skupiong P stala w czasie.
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Wyznaczy¢ ruch belki. Postulujemy, Ze powierzchnia swobodna podloza sprezystego nie
porusza si¢, nie ma obciazeni ciaglych sitami ¢, i momentami m,. Poniewaz ugiecia y,(x, t)
oraz momenty gnace M(x, t) beda parzystymi funkcjami x dla kazdego 7, natomiast Q
bedzie funkcja nieparzysta, rozpatrzymy jedynie przedziat x € (0, + ).

Zgodnie z powyzszymi zatozeniami catka (3.3) dla ugie¢ winna w strefie rozwarcia
zawiera¢ jedynie skladniki zmierzajace do zera gdy x— +oco, zatem

T

ya(x, t)=—;f el j C,(7) sind(t—1)dr, : 6.1

0

gdzie C,(7) — nieznana funkcja czasu. Podstawiajac prawa strone relacji (6.1) do réwnan
(3.5) otrzymamy sity wewnetrzne w strefie rozwarcia. Sile tnaca
0= —iaC,(1)e™ ™ 6.2.1)
oraz moment gnacy
M=0. ’ 62.2)
Postulujac réwniez parzystos¢ rozwiazafi dla ugie¢ w strefie zwarcia mamy w relacji (3.6)
E,; =0, a zatem ugiecia y, w postaci

2

e B %+E2(t). (6.3)

Z warunku zadanego skoku nieciaglosci sity tnacej w punkcie x=0 dla kazdego ¢ oraz
- nieparzystosci Q(x, 1) wzgledem x otrzymamy H,=P/2 i sile tnaca Q w strefie zwarcia

3 :
0=k <E2(t)x—B0 %>+ PXEZ“; (6.4)

a podstawiajac w relacji (3.7.1) go=my=Y=E;=0 oraz H,=P/2, moment gnacy M

P o " ox? %2 (6.5)
M=H, )+ x—k|E () —B, |- pE () —IB .
2(2) 2* [2()2 024] Pz()2 05

Niech ¢ oznacza wspotrzedna kranca strefy zwarcia. Warunki graniczne w x=¢&(t) spro-
wadzaja si¢ do warunkow ciaglosci ugie¢ i katéw ugiecia, tzn.

T

B T
— P HE)= ¢ J Cy(x) sind(t—7)dr, (6.6.1)
0
t
1
'—B0§=—ae_“§FJC2(t) sin 6 (t— 1) d, (6.62)
0

ciaglosci sily tnacej
- . . . R
—iaC,(H) e *=k (— B, = +E,(1) é) 0EEs(t)— > (6.6.3)
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i warunku nieciagtosci momentu gnacego zgodnie z (3.10)
54 62 = 62 52 P
k( =By —+E(t) = |+pEy(t) —+IBy —— - E—H,=
(=255 205 )0kt S w8 -7 oy
t
=ifue™* [ Cy(1) cosd(t—1)dr. (6.6.4)
0

Rugujac z réwnan (6.6.1) i (6.6.2 ) funkcje C,(¢) otrzymamy relacje algebraiczna miedzy
ugieciem E, belki w punkcie x=0 i polowa dtugosci strefy zwarcia &.

1
E,=By¢ <~+£>. (6.7.1)
& - 2
Wygodnie jest rowniez wprowadzié oznaczenie
t
Y= [ Cy(t)siné(t—1)dr. (6.8.1)
(0]
Wtedy réwnanie (6.6.3) zapisuje sie w postaci
> 1 P ; 1 B,
(Y+6%Y) E:A_e-“‘f ——plE, k| By &+ 0¢ : (6.9)
o i 2 3 o
Z réwnania (6.6.2) mamy relacje miedzy Y i &
OB
Y=—"2¢e% = (6.10)

i rugujac w réwnaniu (6.9) E oraz Y relacjami (6.7) i (6.10) otrzymujemy réwnanie réznicz-
kowe do wyznaczenia polowy dlugosci strefy zwarcia ¢ w funkcji czasu '

P ; it
- aF(l+al)—6%E [ 1+ é+j
218, 3 2
é= 3 : (6.11)
(140

Po rozwiazaniu tego réwnania potrafimy wyznaczyé dla kazdej chwili ¢ przyspieszenie

ruchu punktu x=0 na belce _
E,=B, <6+éé+52> (6.12)
o

oraz funkcj¢ H, (¢) w réwnaniu (6.6.4), wykorzystujac okreslenie funkcji Y (6.8) i jej zwiazek
z funkcja & (6.10). Po prostych rachunkach otrzymamy
" Hy()=k[ —-B 54+E (t)éz + pE €2+1B & iE2Bo(1 +af) P& (6.13)
=k( -B, = = = - £ A3
2 0 g2 5 PL, 5 05 0 o 5

Przypadek drgan masy skupionej o cigzarze P na belce wymaga jedynie drobnych mody-
fikacji. Z réwnania ruchu masy skupionej mozna wyznaczy¢ reakcje R na belce otrzymujac

- (1 _E?(’)), (6.14)
g
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a réwnanie rézniczkowe do wyznaczenia wspotrzednej & przyjmuje postac
PR i . att al
S e el i LeE e
-2, 2gig<zx 5) =\ g( 3 09
= -

2
d+ad) + i

(6.15)

Wyznaczajac funkcje H,(t) wedhug relacji (6.13) oraz sile tnaca Q i moment gnacy M
wedtug (6.3) i (6.4), nalezy zamiast stalej sity P podstawi¢ zmienng w czasie reakcje R
wedtug relacji (6.14). Pozostate zwigzki nie ulegaja zmianie.

Obliczenia numeryczne wykonano na maszynie cyfrowej K-202. Catkujac réwnania
(6.11) i (6.15) najprostsza metoda Eulera, przyjeto zerowe warunki poczatkowe i zmie-
niano krok calkowania od 10~3 do 10~¢ uzyskujac pomijalne réznice w wartosciach
Gt & dla obydwu réwnan. :

Wybrane rezultaty obliczei zestawiono na wykresach 6.1--6.6 przyjmujac parametry
belki i podtoza te same co w punkcie 4 pracy. Do interesujacego wyniku w opisie mecha-
nizmu zjawiska nalezy zaliczy¢é to, ze w miare rozwoju strefy zwarcia wokdt punktu przy-
tozenia sity lub punktu oddziatywania masy o zadanym ciezarze, pojawia si¢ na wykresie

-Mﬁ
(]
80
1=0,2s
70+ 0}
0,08
60
/
50
491
t=0,06s
=
\/
- s / 0,04
0
5
7 0e2
20
/ 0,82%
036
b 038
10 : o
7 x/E Rys. 6.1. Momenty gnace w strefie zwar-

0;5 { cia P=50T (bez masy)

bezwzglednej wartoci momentu gnacego w strefie zwarcia minimum, malejace z czasem
do zera. Ilustruje to dla szczegdlnego przypadku rys. 6.1. Moment osigga wartos¢ zero
w wewnetrznym punkcie strefy zwarcia przed osiagnieciem przez te strefe maksymalnej
dtugosci. Punkt wewnetrzny na strefie, w ktérym M =0 staje si¢ punktem rozpadu strefy,



e
4

Rys. 6.2. Rozklady momentdw guacych w otoczeniu czasu rozlaczenia' strefy zwarcia dla P=20 T.
Linie ciagle dotycza dzialania sity i masy, linie przerywane tylko sity. Parametry rozlaczepia strefy
zwarcia przy dzialaniu sily: ;20,366 s, &, 2,47 m, przy dzialaniu sily i masy: #,~0,436 S, &l a4 m

i
i
i

e //,_,.—n- | :

IS S M s S e S A SR | Smoiol s 5 | A G”é@._-—A ) _,_,\:x ~— —‘r—?‘fo’i ‘:7'
J 01 0,2 03 0,4 05 0,6 0,7 08 03 010 i

Rys. 6.3. Potowa diugosci strefy zwarcia w funkcji czasu. Linie ciagte dotycza dziatania sily, linie
przerywane — sily i masy

11 Prace IMP, z. 75
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gdyz wiezy sg jednostronne, a przy dalszym wzroscie diugosci strefy moment gnacy uzyska-
nych rozwigzan zmienia znak. Przyklad rozkladow momentu gnacego dla sity P=20 T
Iub ciezaru P=20 T (z wplywem masy) w otoczeniu czasowym i przestrzennym punktu
rozpadu strefy podano na rys. 6.2. Z przytoczonych tam wynikéw obliczen (réwniez dla
P=50 T) wynika, ze zaréwno wzrost sily jak i wzrost masy powoduje wzrost czasu, w kto-
rym strefa zwarcia ulega rozpadowi. Czas rozpadu jest jednak zawsze krétszy od polowy
okresu drgan strefy zwarcia wyznaczonego z pominieciem ograniczenia znaku momentu
gnacego. Wynika to z pordwnania odleglo$ci miejsc zerowych funkcji é=£(¢) dla réznych
przypadkéw obcigzenia P. Wykresy tych funkcji podano na rys. 6.3 zaznaczajac osie
symetrii poszczegdlnych wykreséw. Wspotrzedna ¢ tych osi jest oczywiscie jedna czwartg
okresu.

Dla zilustrowania proceséow zachodzacych podczas drgan ukladu wybrano typowe
rozkltady sit tnacych i momentow gnacych w strefie zwarcia z pominieciem i uwzglednie-

t=01s
0.2
0.3
—
, X/& X/
; S b g Frm-
0 35 1,0 0 05 1,0

Rys. 6.4. Rozkiad sily tnacej na strefie zwarcia. Rys. 6.5. Rozklad momentu gnacego na strefie
Linie ciagle dotycza dzialania sily, linie prze- zwarcia. Linie ciagle dotycza dz:alania sily, linie
rywane — sily i masy (P=20 T) przerywane — sily i masy (P=20 T)

niem masy ciezaru (rys. 6.4 i 6.5). Dodatkowo na rys. 6.1 przedstawiono rozktady mo-
mentéw w poczatkowej fazie ruchu co 0,02 s.

Interesujace i wazne z punktu widzenia praktyki moga by¢ oceny maksymalnych
i minimalnych wartoéci reakcji R dla réznych ciezarow P, oczywiscie z uwzglednieniem
masy. Porownanie warto$ci wspSlczynnikéw przecigzenia y,=Rma./P 1 odcigzenia y;=
=R 4 [P podezas drgan ukladu dla P=20 T, i 50 T wskazuje, Ze y; maleje a y, roénie
ze wzrostem obciazenia. Wykresy R=7(¢) podano na rys. 6.6.
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Powstaje pytanie jak opisa¢ ruch ukfadu dla czasu ¢ wiekszego od czasu rozpadu
strefy zwarcia. Oczywiscie stan ukladu w momencie rozpadu bedzie warunkiem poczatko-
wym dla zadania (symetrycznego wzgledem punktu x=0) z trzema strefami zwarcia,
z ktorych dwie beda oddala¢ sie do nieskorniczonosci, a §rodkowa drgajac, wypromieniuje

R

70 !
¥y =045, ¥,= 1,37, P=50T ‘

6071

407

30+ ¥,=0,67, ¥>=124, P=207

20

‘L ‘ . ‘ . 0 B‘ ]
01 02 03 0 05 06 07 08 08 1,0

Rys. 6.6. Reakcja pomiedzy masa i belka

po pewnym czasie ponownie strefy tak, ze ruch calego ukladu bedzie dla otoczenia strefy
Srodkowej zanikajacy i ugiecia beda zmierzaly do rozwiazania statycznego. Schemat
mechanizmu wypromieniowania stref zwarcia podano na rys. 6.7. Uwagi te maja oczywiscie
charakter heurystyczny. Przedmiotem dalszych prac bedzie rozwigzanie numeryczne

s strefy zwarcia

— | - . S et -
0

Rys. 6.7. Schemat mechanizmu wypromieniowywania stref zwarcia

i analityczne tego problemu, a takze innych zadan waznych praktycznie, w szczegdélnosci
zadan startowych, zadan dla belek ograniczonych z wplywem oddzialywan hydrodyna-
micznych i sity podiuznej. Bedzie to wymagato zaréwno dalszych badan nad uogdlnieniem
modelu, ogdlnymi metodami analitycznymi uzyskania rozwiazan jak rowniez prac ekspe-
rvmentalnych. : ;

Poncs wplsmedz do Redakasji w lipcu 1976 r.
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Teopernyeckne MojelH H3rufa 0anoK HepeMeHHOH CTPYKTYPBI :

Pe3ome

Knaccr®uumpyroTCsi IPUMEHSIEMBIC /IO CHX TIOP TEOPETUYECKHE MONEIN BBOMsI HOBYIO MOJENb, OMHO=
BPEMEHHO YYHTHIBRIOINYIO OOOPOTHBIC W CHBHTAOLIME 3a30pBL. IlepedyHciieHbl YCIIOBHS, MCHOJHAEMBIS
B NIPAKTHHECKH BAXHBIX CIOyYasX MOCTOB M INIABAIONIMX IIPUCTAHEH, IPA KOTOPHIX MOXHO HaiTH obuiue
HMHTErpaibl YaCTHBIX YPABHCHHUM IBMKCHYISI Yepe3 KBaapaTypsl. [Ipenebubie YCI0BUs BEITEKAIOT U3 TEODHM
IITOCKOTO M3T¥62 ¥ 3aKOHOB [BYDKCHHS Pa3phIBHOCTEH OEpBOIO POAA.

AHATMTHYCCKUE T YACIIEHHEIC TIPHMEDPBT KACAIOTCS NBWKCHWS MOe3Ja M KOIeOaHuid moj AeicTBHeM
CHJIBI WITM BECA HEOTPAHWYCHHOI OalK¥ HA MOJIAPHOM OCHOBAHHH BuuKiepa.

Theoretical Models of Variable Structure Beam Bending

Summary

Theoretical models used up to now have been classified and a new model allowing simultaneously
for rotary and shear clearances has been proposed. Conditions under which a general solution of partial
equations of motion can be found by the method of quadratures have been specified. These conditions
are satisfied in the practically important case of bridges, and floating terminals. The boundary
conditions result from the flat bending theory and the laws of motion of a first kind discontinuity.

Analytical and numerical examples concern the motion of a train and vibrations due to a force
or weight applied to an infinite beam resting on a Winkler polar foundation.



