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: SŁAWOMIR JANECKI

Gda§k

skręcanie wirujących, wstępnie zwiniętych prętów z uwzglsnieniem
nie§niowości geometrycznych *

W pracy, w oparciu o jednowymiarowe modele skręcania, przedstawiono równania ruchu wstęP-

nie skręconych prętów znajdujących się w ruchu obrotowym. Wykorzystując je zbadano wpływ para-

metrów konstrukcyjnych oraz nieliniowości geometrycznych na rozkłady charakterYstYk skręcania,

otlzymane wyniki mogą być pomocne do właściwego doboru modelu zastępującego w obliczeniąch

kinetostatycznych rzeczywiste łopatki wirnikowe ma§zyn przepływowych,

§pis oznaczeń

l - pole powierzchni przekroju po-
przecmlęgo pręta,

E, G - moduł sprężystości podłużnej
i poprzecznej,

Q, M, M9,8 - wypadkowe sił wewnętrznych
w przekroju ptęta,

's,ń,b - wypadkowe obciążeń maso-
wych,

,L, -R - długość i promień zamocowa-
nia pręta,

u - wektor przemieszczenta,
xl, xi - współrzędne miejsca cząstki prę-

' la w stanie nieodkształconym
i odkształconym,

(ł, @ -, funkcje skręcania Saint-Yenan-
ta i prandtla,

O - wektor prędkości kątowej ru-
chu obrotowego,

p - gęstość materiału pręta,

J]o - kąt pierwotnego skręcenia pręta,

9 - kąt skręcenia'spręży§tego pręta,

9 - rniara deplanacji w przekroju
poprzecznym,

( - przemieszczerie cząstki na osi
pręta,

eij,oii - składowe tensora odkształcenia
i naprężćnia,

Umowa: §to§uje §ię konwencję sumacyjną-

W"tęp

Łopatki wirnikowe ostatnich stopni turbin parowych posiadają wstęPnie skręconą

ęzęśś toboazą. Skręcenie to zmienia się podczas pracy pod wdywem obciążeń zewnętrz-

nych. Aby móc poprawnie zaprojektować układ łopatkowy pod względem cieplno_prz€_

pływowym, rńezbędna jest znajomość aktualnych rozkładów kątów skręcenia SPręŻYStego-

* Praca wykonana w ramach problemu resortowego PAN-19, gruba tpmatyczna 2.

Ir2tl



l22 S. Janecki

Dokładnośó ich wyznaczenia w porównaniu z rzeczyvlistośctą zależy \N znacznej rnierze
od przyjętego modelu skręcania,

Celem niniejszej pracy jest zbadanię rozkładów wielkości charakteryzujących skrę-
canie w zależności od parametrów konstrukcyjnych oraz nieliniowości geometrycznych
PrzY założonych jednowymiarowych modelach skręcania. Uzyskane rozemanię możę
bYĆ Pomocne do właściwego doboru modelu zastępującego w obliczeniach kinetostaty-
czly ch rueczy w istą łopatkę.

ZałażeŃa i podstawowe zależności

Równania skręcania wirujących, wstępnie skręconych prętów zostaną podane przy
następuj ących założęniach:

- Pręt jest prosty o stałych, bisymetrycznych przekrojach poprzecznych.

- Ruch obrotowy pręta, o niezmiennej w czasie prędkości kątowej, odbywa się wokół
osi prostopadłej do osi pręta.

- Pręt wykonany jest z rnateriału jednorodnego i izotropowego, dla którego ważne
jest prawo Hooke'a.

Przyjęto nadto następujące hipote zy kinernatyczne:
1. Frzekroje popfzeczne pręta nie deformują się w swej płaszczyźnie.
2. skręcanie traktuje się jako sztywny obrót poszczególnych przekrojów poprzecz-

nych wokół osi pręta nie zmieniającej się w trakcie deformacji.
3. Deplanacja przekrojów poprzecznych w wyniku skręcania określona jest zależ-

nością

ą: ę(źt, xr)O{xr), (1)

gdzie rp jest funkcją Staint-Venanta charakteryzującą rozkład deplanacji wprzekroju, a funk-
cja d określa ich miarę.

4. Rozkład ptzemieszczeń cząstek spowodowanych rozciąganiem jest równomierny
w przekroju,

Wykorzystano również następującą hipotezę statyczną:
5. NaPrężenia styczne dzińające w płaszczyźnie przekroju poprzecznego oraz naprę-

Żenia normalne działające z te1o przekroju uwuża się za naprężenia istotne, a pozostałe
za dtugorzędne. Te ostatnie pominieny przy ustalaniu związkow pomiędzy składowynri
tensora odkształcenia i naprężenia..

W oPisie matematycznym prryjęty model umieszczono w nieinercjalnym, kartezjań-
skim układzie współrzędnych znajdującym się w ruchu obrotowym względem nierucho-
mego inercjalnego układu odniesienia (Ot, x). Posłużono się dwoma rodzajami układów

I
nieinercjalnych: integralnym (or ,Xo) otaz iokalnym (oo,Xo), w którym osie Ą , Xz s4

głównYmi osiami bezwładności miaego przekroju non.r"l"rr"*o pręta * .turri" .rŁra.-
formorvanym (rys. 1),

Wzory transformacyjne współrzędnych tych układów są

x:Rx, x:R-rx,
1001

(z)
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gdzie

x=col(x1), (3)

Rys. 1

Wykorzystując przyjęte hipotezy kinematycznę można określić składowe ptzemieszcz}-

nia cąstki znajdującej się przed odkształceniem w miejsco P(i, , xr) przekroju x3:96191

Lrl=X|- x7: _xr (1 - cos ,9) - x, sin 9,
11 1

1t2=X2-s,r: -xz(I_cos,9)+x1 sin$, (4)
tl 1

It 3- x3 - x3 :((xl) + q (x 1, x ) 0 (ą)
1Ioo1

w zależności od kąta obrotu .9 i przemiesz.czania C.

Mając składowe przemieszczenia, można następnie określić składowe tensora odkształ-

cenia Greena_Staint-Venanta odniesione do stanu naturalnego. Wykorzystując wzory trans_

formacyjne (2) będziemy przyjmować

tIt:E12:t22:0,
111

fcos.96, -sh 9o, 0l
*=L,*t:, 

T:*,?]

tos:ż(*r-.,",1rn'),
'a

zgodnie z hipotezą o nieodkształcalności

, 0'?
P-:eąBXl -Ą- )' t' OXn

1

e..:('*9i p'O+rpł'+trr"S'' (5)

konturu przekroju poprzecznęgo, gdzie

rŻ : xoxn (a , B :1 ,2) , (6)
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en, jest §ymbolem permutacyjnym. ,,Pdmem'o oznaczono pochodną względem zmiennej x..
Na skutek odkształcarria się pręta pod wpływem obciążeń pojawiają się wewnętrzne

siłY sPręzYstoŚci. Uwzględniając założenię dotyczące materiału, istotnę składowe tensora
napręźenia Pioli-Kirchhoffa drugiego rodzaju będą

oor:2Gtog , o33: Et,g3 (u:l , 2} .
11"11

(7)

Pozostałe składowe wyznaezymy z równań równowagi,

RównaŃa ruchu, siĘ wewnętrzne i ohciążenia

Ogólne równania ruchu ciał smukłych opisanych dowolnymi modelami jednowymia-
rowymi ośrodka ciągłego, można napisać [1]

=_Q*+h+fr:o.
o'r'

Wektory uogólnionyclr sił wewnętrznych występujących r,v przekrojach
określone następu.jąco:

11:-J 1Ft, ą)IJclA,
ł,1

(8)

poprzecznych są

(9)

(10)

(1 1)

{1ż)

Q*: J tr (frFrGrad|])dA,
A (1,3) 1

natomiast wektory obciążeń porvierzchniowych i masowych są zdefiniowane

1: J aivlf, §ru)dA, 
.

f , 1

fr: I p,(t-il)UdA.

W PowYższYchza|eżnościach F, tr, F, i/są kolejno: gradientem deformacji, symetrycznym
tęnsorem naPrężenia Pioli-Kirchhoffa, gęstością materiału i intensywnością rozkładu
obciąŻeri masowYch. Dywergencja występująca w określeniu wektora obciążeń powierzch_
niowych dana jest w obszarze przekroju poplzęcznęgo ciała. wskaźnik,,1'' dotyczy kon-
figuracji odniesienia (naturalnej) ciała.

Nadto

gdzie

óuIT_
0q

U:lD[i,q(xa, 
')],

Funkcja rvektorowa @ jest funkcją znaną, i - węktorem pozycyjnym w obszarzę pfze-

kroiu 
Ą, Q - wektorem współrzędnych rrf,góhionych.
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- w rozwa,źanym przypadku na podstawie (3) składowe tensora u można napisać

f0, -xr. 0l
U,":l0, x,,ol. (13)

|t , o, e_l

Przyjmując wektor przemieszczeń uogólnionych następująco:

q:co1((,0,01, (14)

z ogólnych rórvnań (7) otrzyrnujemy następujące równania skalarne:

aQ aM,_ aB i ^

ulr*ł:o, 
"u;,+a:o. {r-r**ń:o, (15)

przy pominięciu obciążeń powierzchniowych. uogólnione siły wewnętrzne (9) określone

są jak niżej

Q,:Ht: IT ?''o+, M:Hz: 
I."r,^u#;r,,,oo,

At-Ą1

,,: 
| , * ?,,n+, 

M,:Q!:' I '*Ę o,o,no, 
(16)

J oxj1 1it'i.r1

(u, §:I,2, j,k:L,ż,3),

Są one odpowiednio siłą wzdłuźną, całkowityrrr momentem skręcającym, bimomentem

giętno_skrętnym otaz momentem giętno_skrętnym występującym przy skręcaniu skrępo_

wanym. Natomiast odpowiednie obciążenia masowe w przypadku statycznym są

ó:pr If.dA, ń:pt ! e,uxoJ'udA, 5:łt ! ęfrdł (17)
itALAL
11t

(a, §:|,2),
W przypadku gdy pręt znajduje się w ruchu obrotowym z niezmienną w czasie pręd-

kością (! względem inercjalnego układu odniesienia (r3,s. 1), wtedy wektor intensywnoŚci

obciążeń masowych wynosi

gdzie Rx jest wektorem pozycyjnyrn cząstki pręta w stanie odkształconym. Przyjmując

§: _oer oraz wykorzystując (3), obciążenia masowe można napisać

' a:prł2|((*xr)A+S*0l,

h:p1,02L+Q2-I|)sin2,9ł/l2cos2,9], (19)

b:praLG+x.)Sr+1*0]
I
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'wprorvadzono tu na§tępujące charakterystyki geometryczne przekroju popruecz''ęgo
pręta:

Sr: l ędA, I,r: I E2dAł'iQ0}
1r: I 1Żae, trr.: .| x|da, ln: I xlxrdA.

ł, , ir 1 {r'i 1

Uwzględniając związki

x;:xi*lti (i=1,2,3) QD1

PomiędzY wsPÓłrzędnYmi miejsca cząstki pręta w konfiguracji aktualnej i naturalnej,
siły wewnętrzne (16) można przedstawić w postaci:

Q:a+D, M:M*Wł, B:B*E, Mr:Mr+W,?, (22}111, 
1

gdzie omaczano

Q: ! ąrdA, §: r,Ł o,,"dA.7 A7 1 J dxtt^- 7

"ź

Y: )€opxo,pdA, wł: 
I 

r-u(,?1r*r"u,)?*oł,
',

!: I vo,,dA, a- r ,'#?*d4, (23}, ł 1 1 J Oxtł" 7

fóęMn: | -^ oprclA , *^: ; Ł ?' ,.. o ol. JOxa{. ! -,a JĘĘ?*o:,.AtAit.-
1

Ópł - s}mbol Kronekera.
WYkorzYstując zaleŻnoŚci (3), (5) i (7) dodatkowe składowe sił wewnętu,nych zależneod odkształcenia można przedstawió

D:(Q+aME+a'B, fi:$,Ą,111 
1

E: ! t.qogdA+Gl pq0(0 - s'), Mr: Mg_ M + sL B.A11'
t ' t 1 r 1'

^ (24)
Dto : $6 l e p2 ąg * G LI e ( + 23'o I pe a + I eę a'J (0 _ s, ) _ 2s6 G I rqą 02 .A
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:r:;,:;;r,,

Y,- I (*-,-:,) o,,sd,A:GI$" ł,25)

A7
1

s,: !Q]+x))orrdl, Br: I p2or,rdA
1 it- 1 1 1 ł 

, 1

oraz dŃsze charakterystyki geometryczne przekroju pręta

,: I(#-,"q,) dł, ,,: 
ło'dł,

A1
1

127

I rr: (26}

d.A,
L

mofllen-tem Saint-Venanta występującym przy skręcaniu swobodnym,

PrzypałIki szczególne

zalężnie cd dodatk,owych pr:zyjęć dotyczących deptranacji przekrojów poprzecznych

pręta przy skręcaniu, w dalszyń ciągu rozróżniać będziemy następujące modele skręcania:

1. Model Saint_Yenanta][2l _ deplanację traktuje się jako swobodną, a jej miarę za

równą przyrostowi kąta skręcania, tzn. 0:S'-
2.-Model Dżanelidze [3] _ deplanacja jest skrępowana i przyjmuje się 6:,9,.

3. Modęl Własowa [4] _ deplanacja jest skrępowana i miarą deplanacji 0 jest furrkcja

nięzależna od ke2ta skręcania.

s/ przypadku sztywnego utwierdzenia prętajednyrn końcern przyjmuje się, że przekrój

,u*o"ó*uoy nie deplanuje się dla przypadku deplanacji skrępowanej. aznacza to, że

w kżdym punkcie przekroju xs:0 jęst ug_O.

Dla modelu Dżanelidze marny więc,9'(0):$, skąd na podstawie (?) jest %g(0):0,

Powyższy wniosek jest w sprzeczności z doświadczeniem. Frzy stosowaniu modelu Własowa

powyższa niezgodność nie występuje.

Dla modelu skręcania Saint_Venanta, z warunku swobodnego paczenia się Przekrojów,

wynika, źe w ogólnych równaniach ruchu (l5) natezy przyjąć B:B=O, Z równania dla

bimomentugiętno-skrętnegojestM,:}oskądnapodstawie(22),-QL)oi(Ż4)aotrzy.
mujerny następujący związek pomiędzy siłami węwnętrznymi:

Ioo: I p4dA,
At
t

f- aoaó
In.@: l P'eou ^- ^J aXo oXB

A11
L

I p'ędA,
AL
1

M9 jest
1

M:M,*sloBe+!trt+fi9.
1

(ż1'}
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Wprowadzając zmienne i parannetry bezwymiarowe
X3,:;, Z: LL, a:h, ,:#.,

R_q-m
to:L,9Ó , R:T, 4:ńlr, fu: ,W, (28)

C ^EI!: _. C':-,QLp
równania ruchu i obciążenia w rozważanym przypadku można przepisać

:,
Q+s:O, M+ń:a,
M_M,+toBr+st+!rł", (2g)

_ {+z+n i:_ii4: ,z , ń:}v' sinZ(9o+9).

kropką oznaczono pochodną względem bezwymiarowej zmiennej niezńeżnej z.
Natonniast zvtiązki pomiędzy siłami wewnętrznymi i odkształceniami dalej wykorzysty-

wanymi można przedstawić

Q:Q+ń, fu":ś,

,r2^l
Q:#},9+.i,.r,92, §:i0, (30)
lĄpLArt

gdzie 
rł:ŚĘ, Wł,:rg(ĘEo+r,śE*1,

E, : (jT + jź) ; + ą i,o Ś + li,, śż,

Eo:io1+%ioo§+!i,oŚ2, (31)

E oo-i orT + r oi ooo Ś + }i,oo ś'.

W Pow}ższYch zależnościach wprowadzono następujące bezwymiarowe charakterystyki
geometryczne przekroju poprzeczrręgo pręta:

12 Lż .* GI: EJ,
*ll-. l, Ja- 

a 
l lr- 

GI'lpA

i,,,:!!_:'", , :Ej!!r. (32)
'r'- GII}' Jppp- GIL*'

(a=1 ,ż, F,|:top),
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gdzie

ru": .[ p2vzdA, Ioor: l p'pod.A,
Alit
11

(33)

^Ij są głównymi, centralnymi momentami bezwładności przekroju przy zgięciu pręta.
AbY otrzYmaĆ jednoznaczne rozwiązanie równań ruchu niezbędne są jeszcze odpowied-

nie warunki brzegowe. W przypadku pręta wolnonośnego dla modelu Saint_Venanta
mamy:

.9(O):61O;:g, Qęt1: i14111:g, (34)

odpowiednio na brzegu utwierdzonym (Z:O) i brzegu swobodnym (Z_t).
RÓwnadia Q9), zależności (30) i (31) oraz warunki brzegowe (34) tworzą zagadnienie

brzegowe do wyznaczenia wielkości charakteryzujących skręcanie swobodne w zależności
od Promienia zamocowania R, pierwotnego skręcenia To, parametru kinematycznego p
i geometrii Przekrojów poprzecznych pręta. Obliczenia numeryczne zostaną przedsta-
wione w następnym prlnkcie pracy.

Dla modelu skręcania własowa (0+s') po wprowadzeniu bezwymiarowych wielkości

oraz Q8), równania ruchu i

-a

_B_hB: _-_, b: --, . t:LQGI, GIIL'

obciąźenia można przedstawić

Q+d:o, M*frt:O, E-a+b:a,

(35)

_ (+z+n _ ił+ii
':f , a:J'rfsin2(.9o+3), T:#r. (36)

związki pomiędzy siłami wewnętrznymi i odkształceniami przyjmują postać

Q:Q+ń, M:M+r)ł, a:r+E , fur:ar+ńr, G7)111
gdzie

a:i+Ł,*Ł,
1 

^; 
żA;

tvl:j,Ś_0,- 1)r,
1

E:rg j rrr * jai ++j,EŚz,
I

ńIr:ś_ M +roąo,

::-G
E:(?+"otBor+łBr** ,joo{r-s)r, (38)

_ :-_
nJt*: r g ((B, + t o t B o, + i B rr) -

^ G. , G
-2ro E 

j orrr" * rU o(*2tgj rrr *j rri)(z_,9),

.MrB
§:(o+" #+i Ł,1ĄoĄ6

$t:śB.,

t Prace lM.P z. 11
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B-, : 0T +jt)l + t oj,o t + j,ri + }i,,32,
_:
Eo:j o{+ro jrrr +j rni++j,oŚ',

-:Err:i ro( +to j rort + j oori + li,rrŚ2, (39)

_:-
E or: i or( + r oi oort + j r*ri + li,or Sz,

Err: i rt + 
" 

o 
j ręEx l j EEęi + $i.r, §,

w napisanych wyżej podanych zależnościań wprowadzono na§tępujące dodatkowe, bez-

wymiarowe charakterystyki geometryczne przekroju:

_1 L2 EI, EI *
^:': GIlEA' J,: GIL" J":dIt'

_ EI ora . EI prę
Jpqa- GII}' Jp|ę GIL4

(P,l:r, P, E), ,

I r= l |ŻdA , J o*: } 
p' ędł, I uo*: } 

p'r' qdł .
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Warunki brzegowe dla pręta wolnonośnego są

,9(0):ł(0):z (0):g, Qlt1: u 1l1:B(l ):0,

gdzie

(40)

(41)

(42)

odpowiednio na brzegu utwierdzonym (z:0) i swobodnym (z:L},
przyjmując t:ś otrzymamy z napisanych wyżej równań (3,I), z zależności (38) i (39)

oraz warunków (a2) układ tworzący zagadnienia brzegowe dla modęlu skręcania Dżale-

lidze.

Wyniki obliczeń*

opierając się na sformułowanych zagadnieniach brzegowych, przeprowadzono obli-

czenia numęryczne dla równomiernie zwitych prętów posiadających stałe, eliptyczne

przekroje poprzecznę. Przeprowadzono je na elektronicznej maszynie cyfrowej O&a 12a4

stosując standardową metodę Runge_Kutt a przybliżonego rozwiązywania zagadnień Po-

cątkowych dla zwyczĄnych równań różniczkowych. Spełnienie warunków brzegowych

na swobodnym końcu pręta (z: l) zrealizowafla r,oprzez iteracyjny dobór nieznanych

warunków pocŹątkowych (z:0).
obliczenia skręcania prętów według modelu Saint-Venanta wykonano dla następują-

' Progtamy oraz obliczenia wykonał mgr M. Lidke.



Skręcanie wirujących, wstępnie zwiniętych prętów... 131

cych wartoŚci

gdzie

§:0,2

F=0,5

-0,0055
- 0,0054

- 0,0049

_ 0,00043

- 0,00043
_0,o0o42

-0,o2l5
_a,0210

- 0,0l93

_ 0,0017l

-0,00170
_ 0,00169

- 0,0460
_0,0452

- 0,0430

_ 0,00381
_ 0,00379
* 0,00375

_0,0769

-0,0764
-o,o752

_0,00667

- 0,00665

-0,00658

parametrów:

t
-:0,025, 0,05, 0,1 ,0,1,5, 0,2,0,3, 0,4, 0,5,
p

?o:1,2, R:1 , a:0, 0J,0,2r 0,4, B:0,!, Or2,0,5,

abfi:-. B:-,L' a

0,3

Rys. 2

0,2

Rys. 3

WYniki obliczeń kąta obrotu przekroju wierzchołkowego pręta przedstawiono na rys.
2 i 3 oraz w tabeli 1. Liniami przerywanymi zaznaczono wyniki obliczeń wykonanych przy
za§to§owaniu równań zlinearyzowanych. Na ich podstawie moźna wysnuć następujące
stwierdzenia:

l. pod wpływem sił masowych spowodowanych ruchem obrotowym następuje odwi-

Kąt ,9(1) odwinięcia pręta wedłag nieliniowego modelu Saint-Venanta 
Tebela 1

Llp 0,025 0,05 0,075 0,i0

a:0
ą:0,1
a:a,2

a:0
a-0,1
a:0,2

(a, b - óuża i mała półoś elipsy).

To=l, fi=1
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janie się prętów pierwotnie skręconych. Odwinięcie - ,9(1) przekroju wierzchołkowego
pręta jest tyrn większe, im większe wartości przyjmuje parametr Łjnematycmy 1,|p.

2. Dla tlp>0,05 wyniki obliczeń kątów sprężystego odwinięcia pręta, otrzymanych
przy' użryciu równań zlinearyzowanych, różnią się istotnie od wyników otrzymanych na

podstawie równań nieliniowych.
3. Wpływ parametrów geonretrycznych na kąt .9 odwinięcia się prętów jest następującY:

zwiększenie kąta cg pierwotnego skręcenia, wzrost smukłości pręta (a maleje) oraz zmniej-

szenie się grubości profilu (B maleje) powodują wzrost kątów odwinięcia się wstępnie skrę-

conego pręta.
Ze stwięrdzenia 2 wynika, że dla rzeczywistych łopatek maszyn przepływowych, dla

których p<20, konieczne jest posługiwanie się w obliczeniach modelem nieliniowym. Do-
tyczy to głównie łopatek wirnikowych ostatnich stopni nowoczesnych turbin parowych.

. Tabela 2

Wpływ nieliniowości na kąt $(1) odwinięcia pręta według modelu Saint-Venanta

o,o25 0,050 0,075 0,100tlp

Petna linearyzacja

g:91:ry|,:$z:9
i.

Stt0 Ę:Dł":92:0

Model w pełni rrieliniowy

-o,02442

_o,02443

_0,02335

_0,02339

-0,09884

-0,08391

_0,08395

_o,22366

-0,2301,4

-0,16004

_0,16277

_o,4o4o4

_0,M619

_o,24330

_0,z454L

?o=I, n: l, ą=0, i=0,1.

Zbadano również wpływ poszczególnych nieliniowości na wyniki obliczeń kątów od-

winięcia się prętów. Na podstawie wyników ob|iczęń zestawionych w tabeli 2 możnawno-
sić, że w rozważanym zakresie zmienności parametru 1/p, decydujące zn;aczfrnie mają

nieliniowości związaae z dodatkowym momentem skręcającym Wł, za|eżnym od odkształ-

cenia.
Obliczenia,skręcania pręiów według modelu Dżanelidze przeprowadzono dla nastę-

pujących wartości parametrów:

p:l0,20, To:I , R:1,
ą:0,2r0,4, f:0,1 ,0,5.

Tabela 3

Porównanie kątów .9(1) odwinięcia według nieliniowych modeli Saint-Venanta i Dżanelidze

_0,05403

-0,00168

-o,o26t1
-0,00161

_aJ,9238

-0,00611

_0,09978
_0,00539

_o,05212
_0,00155

_0,02438

-0,00137

!]

0,1
0,5

0,1

0,5

Model Saint-Venanta

P:1O

-0,17194
-0,00656

- 0,09198

- 0,00629

fo: 1, Ę- 1.



c)

ąt5

_L$
_..9.

l.L= 20, lź-- 0,1

f)"a,r ,To.t, R- ź

--T
i
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l

\\
\:... D-sv

l
l

\ 'N--'
&<

- r} -syc#,
t}- o

ź
Ą . r} -sv

\

4 7
,iN

b)

0ł0

-J.
-.\
ąa8

w6

wĄ

9,02

0

|. al
0p5

_$

0p4

ą03

0p2

0,0l

tpó

,U"=20,d-Oł.

/3= 
a,ł ,To.ł lF.=t

0,2

Rys'. 4
^ _0,6, 0p z rp
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Wyniki obliczeń kąta odwinięcia przedstawiono w tabeli 3 i porównano je z wynikami otrzY-

manymi przy zastosowaniu modelu Saint-Venanta. Rozkłady kątów $ i ich PochodnYch
ś wzdłużdługości pręta,wyznaczonychptzy użycia nieliniowych modeli Dżanelidze i Saint-

-Venanta, przedstawiono na rysunkach 4a - d. Linią przerywaną zazflaczono wyniki

otrzymane z równai zlinearyzowanych. Na ich podstawie można wnosić, że:

1. Wartości bezwzględne kątów odwinięcia przekroju więrzchołkowego pręta, wYli-

czone ptzy llżyciu omawianych modeli, dla ustalonych parametrow a, § i p, różnią stę

więcej dla prętów o rnniejszej smukłości (a większe) i posiadających przekro.1'e krępe (B

większe).
2. Na ogół jest |,9(1)lsv>ls(t)lo; jednakże dla pi B dostatecznie małych nierówność

może być przeciwna.

3. Różnice porniędzy wynikami otrzymanymi z równań nieliniowych i zlinearYzowa,

nych są większe dla mniejszych p i ą. Dla p<20 konieczne jest stosowanie równań nio-

liniowych, zwłaszcza przy stosowaniu modelu skręcania saint-venanta.

W}niki obliczeń według zlirrcaryzowartego modelu Własowa oraz według modeli zli-

nearyzowanych poprzednio omawianych zostały zestawione w tabeli 4.

Tabela 4

Porównanieparametrówskręcaniawedługmodelizlinearyzowanych

Model
saint-venanta

Mode1
Dżalę|idze

Model
Własowa

-0,0599B
0,05565

- 0,05449
0,05602

-0,00889

-0
0,05607

_0,00909

_0,01,957

0,01418
-0,00170

0,00215
_ 0,00156

0,00215

-0,00014

_0,a2765

0,05656

-0,02439
0,05678

- 0,01 182

_o,02254
0,05682

- 0,01203

_0,01411

o,o1421

_ 0,00163
o,0021,5

-0,00139
0,002l5

-0,00026

-0,00088
0,00215

-0,00057

.9 (i)
M(a)
s(1)
M(o)
B(0)
s(1)
M(o)
B(0)

-0,01756
o,01421

- 0,00230

-0,0t116
o,ol425

-0,00376
_o,o1oż7

0,01426

-0,00414
p=ż0, To-1, R:1.

Na ich podstawie widać, że przy ustalonych parametrach: p:za, ro:1 i R:1 dla

ą:0,2, 0,4 oraz §:0,1 , 0,2, 0,5, marny:

ls (t)l,u, |,9(1)|D> ls (t)l*,

lM(o)l..,n. lłr(o)l,. lrlr(o)l*, ls(0)l". lł(o)l* .

Nadto dla modelu s/łasołva jest Ś(0)+0. Zatęmw tym przypadku napręŻenia w utwier-

dzonynr przekroju pręta nie są równe tożsamościowo zeru.

Prae wpłynęła do Redakcji w styczniu 1976 r.
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Kpyłenue BpaualoĘ[xcff ĘeABapIlTeJIbHo cBItThl]K cTepxnefi c }qeToM
- reoMeTp[q€cKux nełnnefinocref,

Pesroue

Ha ocrrope o6u1lrx ypasrrerraż ABE)KeHI4, (8), anx flpou3BoJlbltblx oAHoMepHbIx MoA€rteź cnłournoź
cpeAbl, otrpeAeJlrrorcx rłerułrreźrrble ypaBlrenlłfi KpyrIeHE (15) crzrrx rpaĘarcrr1lD{c, crepxnefi.

Izlcnorrr:yl 9TI{ ypaBIIeE&, trccJIeAoBaIIo BIIgfrlrEe Krl{eMaTlłqecxoro [apaMeTpa l, KoHcTpyKIEoH-
E§rx napaMeTpoB ?g, R, a u fr, a Tarxe reoMeTprqecnix HeflIłHefo{ocTeż Ea 3aaserlr pactrpeAeneEr

KpyTtrJlbrrb§ xapaKTepIłcTIłK. KoucrarrpyeTcr, qTo IIoA BJtIłfiHffeM qerłrpo6exarx caJi npoacxoArT pac-

KpyTKa nepBoHaqałbHo cBJ{TbIx crepxnet (puc. 2 u 3). KorłcrarrpyeTcff Tarxe, qTo Arr p<20 neo6xo-

"{fiMo nonb3oBarlcs HerrrueźH§rrrłtr MoAeJlfllrłn.3ro B ocEoBEoM KacaeTc, pa6o.rnx JIonaToK IIocJIeAHn
cryneneft napoBblx ryp6nH.

Twisting of Rotating Pre-Twisted Rods with Geometrical Nonlinearities
Taken into Account

Summary

Nonlinear equations of twisting (15) ol twisted rotating rods have been derived from general equ-
ations of motion (8) for any one-dimensional modęl of continuous medium. The equations have bęen
used to investigate the effect of the kinematic parameter 1-l, constructional parameters ro, R, a ald. P,
and nonlinear inequalities on the twisting characteristics distribution values. It has been shown that
centrilugal forces cause untwi§ting ofpre-twisted rods (Figs. 2 and3). It has also been shown that non-
linear models should be adopted for p<20, This refers mainly to rotor blades of final stages of steam
turbines.


