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sinh (a,+a; u)
cosh®(a, +a,u)

na lewa strone i nastgpnie podnosimy obie strony do potegi drugiej. Otrzymujemy réwnanie,
ktére po redukcji zmiennej v za pomoca réwnania (5 .2.3a) sprowadza si¢ do réwnania kwa-
dratowego wzgledem tgh (@, +asu) o postaci

(5.2.3) wzgledem u i ». W réwnaniu (5.2.3b) przenosimy czion —a, a;

(a2 &+ w?a}) tgh*(a, +as u)+2as ee, tgh(ay +as u)+e2 + o0’ —a)=0.
Obliczamy wyréznik
A=40*[(a%—&*) (a3 +w’al)—ai&l]
i nastepnie pierwiastki
—a3ee,+%\/A
a2 +o’a
—ayee,—3v/4
aZe?+wa?

tgh(a,+asu’)=
(5.24)

tgh(a,+azu )=
Z kolei wykorzystujac (5.2.3a) mozna (5.2.3b) przedstawi¢ w postaci
g=—azu tgh(a,+asu)—owetgo.
Stad odpowiednio do pierwiastkéw (5.2.4) otrzymujemy

1 @y e a3s\/A
b

tgv
we dl&+o*dl

- o
e 1 —w?a’e,+1lase4
we a3t +o’al

Mamy wiec dwa uklady funkcji, mianowicie

Z SO
ut =_[_a2+Artgh (%M)} (5.2.52)

al aze’+w?al

1 - 4
v’ =arc tg( Vo a38\/ ) (5.2.5b)

wE as+coa1

’ oraz

l g £ . 5 7
u'=a—[—a2+Artgh (_‘L“—iﬂ (52.62)
: 3

az&”+o’a3

S22 3 A

v =arctg (i- = 31:‘+ 220328 \/A) : (5.2.6b)
ase"+w-a;

Podobnie jak w poprzednim przykiadzie ograniczymy dalsze rozwazania do przypadku

' & >0, a,>0, a; >0. Wyznaczymy najpierw dziedzing 4 rozwiazat, nastepnie przeana-

v na plaszczy#nie (g, &) najpierw funkcje (5.2.6), a nastepnie (5.2.5).
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Zauwazmy, Ze dziedzing # rozwigzan jest zbidr punktéw na plaszczyznie, ktérych wspGt-
rzgdne spelniaja warunek 4>0.
Z przyréwnania wyréznika do zera dostajemy réwnanie krzywej granicznej

(ai—e®) (a3 +w?a?)—a’e?=0. (5.2.7)

Widac stad, ze osie ¢, ¢, sa osiami symetrii krzywej granicznej.'
Rozwiazujac réwnanie (5.2.7) wzgledem e, dostajemy

Bt \/(01—82)((138 +o?dd), (5.2.8)

czyli dwie krzywe, z ktérych jedna lezy po dodatniej, a druga po ujemnej stronie osi ¢,.
W celu wykreSlenia krzywej granicznej szukamy punktéw ekstremalnych. Stwierdzamy, ze
sa mozliwe dwa przypadki:

1° a3 <. Punkty ekstremalne sa punktami przeciecia krzywych (5.2.8) z osia ¢,. G6érna
krzywa osiaga w punkcie przecigcia minimum, a dolna maksimum.

a
2° a;>w. Pojawiaja sie¢ dodatkowe ekstrema dla g o= - V}(a3—w?). Gérna
as

krzywa ma dodatkowo dwa maksima, a dolna dwa minima.
Wykreslona krzywa graniczna w przypadku gdy a5 > jest widoczna na rys. 5.

€

wa,

a;

tgu=o £

-a,

Rys. 5. Analiza funkcji u*=K*(g,¢),

vt=L%*(e,s) mna plaszezyznie (e, &)

w przyktadzie 2. Rodzina elips przedsta-

wia krzywe stalej wartodci funkcji ut =

=K*(e, &). Zbior Z# jest dziedzing

odwzorowania II-* w przypadku gdy
a;>0, a,>0, az>0

-wa,

Punkty nalezace do obszaru ograniczonego krzywa graniczna spelnlajq warunek 4>0,
wobec tego wraz z punktami krzywej granicznej tworza dziedzing 2 rozwiazan.

Wezmy teraz uklad (5.2.6). Pokazemy ze w zbiorze wartosci odwzorowania, ktdre
uklad ten reprezentuje nie ma punktéw o wspéirzednej u réwnej zeru. Z przyréwnania
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funkcji (5.2.6a) do zera dostajemy réwnanie
—%\/Z=a3 ee,+(a3e® +w?a?) tgha,. (5.2.9

Funkcja po prawej stronie réwnania (5.2.9) zeruje sie wzdtuz krzywej
&§=—————tgha,, (5.2.10)

ktéra skiada si¢ z dwoch galezi, z ktérych jedna lezy w II éwiartce, a druga w IV éwiartce
plaszczyzny i dzielg plaszczyzne na trzy podobszary stalego znaku rozwazanej funkcji.

Aby uprosci¢ rozwazania zalézmy, ze spelniona jest nieréwnosé (a5 +2w) tgh a, >as,.
Wéwezas wzdtuz krzywej (5.2.10) wyréznik 4 jest ujemny, czyli krzywa lezy poza zbiorem
% i w zbiorze % prawa strona réwnania (5.2.9) jest funkcja oznaczong dodatnio. Zatem
nie ma punktéw, ktérych wspéirzedne spelniajg réwnanie (5.2.9), czyli funkcja (5.2.6a)
nie posiada miejsc zerowych. Wnioskujemy stad, ze uktad (5.2.6) nie reprezentuje odwzoro-
wania /7~ 1, poniewaz zbi6r wartoci tego odwzorowania, to znaczy zbidr #, zawiera punk-
ty owspdlrzednej u réwnej zeru.

Z kolei rozwazmy uklad (5.2.5). Wyznaczymy najpierw krzywe stalej wartoSci funkeji
(5.2.5a) i nastgpnie zbadamy wartosci funkcji (5.2.5b) wzdtuz tych krzywych.

Przeksztalcamy wyrazenie (5.2.52) do postaci

= sat—l-%\/A_)_O

Ll 5.2.11
a3&®+w’a? ( )

tgh(a,+a, u+)—<
W réwnaniu (5.2.11) traktujemy u™* jako parametr i dla kazdego u* € <0, + 00) szukamy na
plaszezyznie (e, &;) punktéw, ktérych wspdlrzedne spelniaja to réwnanie. Zauwazmy, ze
(5.2.11) mozna zastapié réwnaniem

[tgh (@55 a uy e (Mﬁ' )] [tgh (a+as u+)—(w)]=o .(5.2.12)

a3’ +w’a? aze’+w’a?

Wynika to z faktu, ze drugi czton po lewej stronie nie ma miejsc zerowych w 2.
Po wykonaniu przeksztalcer otrzymujemy

O+ (st a3 tgh (a0, + a0 =0a} (L —tgh(a; +ayu™).  (52.13)

Rownanie (5.2.13) przedstawia rodzine elips.

Tak wigc kazdej wartosci u* e 0, + o) odpowiada elipsa (5.2.13), wzdtuz ktdrej funk-
=12 (5.2.5a) jest wielkoscig stala o wartosci réwnej u™t.

Z(5.2.13) widag, ze srodek symetrii kazdej elipsy lezy w poczatku uktadu wspotrzednych.
Frzez obrét uktadu wspStrzednych o kat o okreslony wzorem

2a; tgh(a,+asu™)
(w?*—1)+a3 tgh*(a,+a,u™)

te 0=

“ownanie elipsy sprowadza sie do kierunkéw gléwnych i ma postaé
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