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(5,2.3)względem u i u. Wrównaniu (5.2.3b) przenosimy czł9l _ ąl o, !!ĘĄ "oru" cosh'(ar*alu)
na lewą stronę i następnie podnosimy obie strony do potęgi drugiej. Otrzymujemy równanie,

które po redukcji zmiennej a zapomocąrównania (5.2,3a) sprowadza się do równania kwa-

dratowego względem tgh(ar+a3u) o postaci

(a! eŻ + a' a!) tghŻ (a, ł a 3 u) + 2 a, u, tgh (a, l a, u) + e| + a2 (t2 - a|) : o,

Obliczamy wyróżnik

l : ąazL@? - e'1 1a! e' + a2 a|1 - a| e|f

i następnie pierwiastki
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Z kolei wykorzystując (5,2.3a) można (5.2.3b) przedstawić w postaci

Et: - a3u tgh(ar+ aru)- ac tga .

Stąd odpowiednio do pierwiastków (5.2.4) otrzymujemy

. + I -a2ale,-trorełitg11 ':
-b- -ń ,- oe aie'łol'ai

tgr- : I - a'2?:,+ż?, :łj .- 0)e a!e'+a'a',

Mamy więc dwa układy funkcji, mianowicie

:,-:Ł[-o,+a. *^(ź#)],
, / 1, -a2a|e,-!are] 11

I)' :arctEl .--__-, 

- 

,_- -'\r, a!ł+aza| )

,:*L_a"*Ar,,o(##)],
_ l 1 -a2a|e,+trorrłZ1D :arc tE \,De*-ą?i @ĘT- )'

(5.2.4)

(5.2.5a)

(5.2.5b)

(5.2.6a)

(5.2.6b)

podobnie jak w poprzednim przykładzie ograniczymy ĘIsze rczważania do prrypadku

ar>g, a2>0, as>O.Wyznaczymy najpierw dziedzinę ń rozwiązań, następnie prueana,

na płaszczyźnie (e, e,) najpierw funkcje (5.2.6), a następnie (5,2,5),
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ZauwaŻmY, że dziedziną a rczwiązańjest zbiór punktów na płaszczyźnie" których współ_
rzędne spełniają warunek l>-O.

z przyrównania wyróznika do ze.ra dostajemy równanie krzywej gtanicznej

ęa2, - e'1 @! e' + a' a'r1 _ a? u? :o .

Widać stąd, że osie e, e, są osiami symetrii krzywej granicznej.
Rozwiązując równanie (5.2.7) względem e, dostajemy

(5.ż.7)

l--
s, : tl ł @l- r')(r3 r' + r' o1),

a1
(5.2,8)

czyli dwie krzywe, zktorych jednależy po dodatniej, a druga po ujemnej stronie osi er.
W celu wYkreślenia krzywej granicznej szukamy punktów ekstremalnych. Stwierdzamy, że
są możliwe dwa przypadki:

to a3<a. Punkty ekstremalne są punktami przecięcia krzywych (5.2.8) z osiąe,. Górna
krzywa osiąga w punkcie ptzecięcia minimum, a dolna maksimum.

2o a3>ol. Pojawiają się dodatkowe ękstrema dla tr,r:to'łW-Ó. Górna
ą3

krzywa ma dodatkowo dwa maksima, a dolna dwa minima.
W'ykreślona ktzywa granicznaw przypadku Edy ar>al jest widoczna na rys. 5.

Rys. 5. Analiza funkcji u+:K+(e,t),
u+ :L+(e, e) na płaszczyźnie (e, er)

w przykładzie 2. Rodzina elips przedsta-
wia krzywe stałej wartości funkcji ł+:
:K+(a, sJ. Zbiót fr jest dziedziną
odwzorowania II'1 w przypadku gdy

atźO, azżO, asżO

punkty należące do obszaru ograniczonego krzywą granicznąspełniają warunek />0,
wobec tego wtaz z punktami krzywej granicznej tworzą dziedzinę h rczwiązań.

WeŹmY tęraz układ (5.2.6). Pokażemy że w zbiorze wartości odwzorowania, które
układ ten rePrezentuje nie ma punktów o współrzędnej z równej zęru. Z ptzyrównania
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funkcji (5.2.6a) do zera dostajemy równanie

- ż łZ : o, eer+ (a2, e2 + o2 a|) tgh a, .

Funkcja po prawej stronie równania (5.2.9) zeruje się wzdłużkrzywej

ą?ł +a2ą?tr: -_:-'-: tghar,
ast

tg,,, (a 2 ł a g,-l _ (-+#A : o .

(5.2.9)

(5.2.10)

która składa się z dwóch gałęzi, z których jednależy w II ćwiartce, a dtugaw IV ćwiartce
PłaszczYznY i dzielą płaszczyznę na trzy podobszary stałego znaku rozważanej funkcji,

Aby uprościć rozważania załóżmy, że spełniona jest nierówność (a3+2@)tgha2źag.
[Ówczas wzdłlż krzYwej (5.2.10) wyróżnikl jest ujemny, czy\ikrzywależy pozazbiorem
4 i w zbiotze a Prawa strona równania (5.2.g) jest funkcją oznaczoną dodatnio. Zatem
nie ma punktów, których współrzędne spełniają równanie (5,2.g), czyli funkcja (5.2.6a)
nie Posiada miejsc zerowych. Wnioskujemy stąd, żę układ (5.2.6) nie reprezentuje odwzoro-
wania rI- 1 

, Ponieważ zbiór wartości tego odwzorowan ia, to znaczy zbior "//r gzawiera punk_
ty o współrzędnej rz równej zeru.

Z kolęi rozwaŻmY układ (5.2.5) . Wyznaczymy najpierw krzywe stałej wartości funkcji
(5.2.5a) i następnie zbadamy wartości funkcji (5.2.5b) wzdłużtych krzywych.

Przekształcamy wyrażenie (5,2.5a) do postaci

(5.2.11)

W równaniu (5.2.11) traktujemy u+ jako parametr i dla kaźdego u+ e (0o + oo) szukamy na
płaszczyźnie (e, e) punktów, których współrzędne spełniają to równanie. zauważmy, że
,-5.2, 1 1) można zastąpió równaniem

|rrn 
ro, *,,, - 

> - (:++#\] 
[*o 

r", +,,, \ - (++#\ : 0 . (5 .2. 12)

\\-r,nika to zfaktu,że drugi członpolewej stronie nie ma miejsc zerowychw h.
Po wykonaniu przekształceń otrzymujemy

,'r'+(r,+ ore tgh(a2* aru*))' :r'o]1t -Wn2(ar+ aru+)) . (5.2.13)

?t -i n,nanie (5.2.1 3) pirzedstawia rodzinę elips.
Tak więc kaŻdej wartoŚci u+ e (0, * oo) odpowiada elipsa (5.2.13), wzdłużktórej funk_

:_: (5.2.5a) jest wielkością stałą o wartości równej u+ .

Z (5,2,13) widaĆ, że środek sYmetrii każdejelipsy leźy w początku układu współrzędnych.
łzęz obrót układu współrzędnych o kąt o określony wzorem

tg2a:
2a, tgh(a2* asu*)

(a2 - I) + a] tgh' G;ła;;ł1
-: .;nanie elipsy sprowadza

?:ace IMP z. 66

się do kierunków głównych i ma postać
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