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JERZY SZCZYGIEŁ

Gdańsk

Metoda konstrukcji równania ruchu ukłnflp o jednym stopniu §wobody
z tńziny krzywych pomiarowych*

Praca dotycry zagadnienia opisu sił tarcia wewnętrznego w materiałach konstrukcyjnych przyjedno-
osiowych stanąch naprężeń.

Traktując tYPowy układ do badania tarcia wewnętrarego metodą drgań swobodnych jako układ
o jednym stopniu swobodyo przedstawiono teoretyczne podstawy koncepcji aproksymacji krzywych
doŚwiadczalnych dwuparametrową rodziną krzywych całkowych i wyprowadzenia równania tóżniczko-
wego tej rodziny. Podano metodę konstrukcji szczególnej postaci takiej rodziny w oparciu o wykres
krzywej pomiarowej.

1. Wstp

Ąawisko tłumienia materiałowego towarzyszące deformacji ciała, którego efektem jesi
zamiana energii mechanicznej w ciepło, jest związane z różnymi procesami fizycznym
zachodzącymi w materiale, jak np. prądy termiczne,prądy wirowe, dyslokacje itp.w związ-
ku z tYm deformacja ciała nie jest w tych warunkach procesem czysto mechanicznym.

Chcąc opi§ać deformację ciała z rozpraszaniem energii mechanicznej na gruncie mecha-
niki należY PrzYjąć istnienie sił tarcia wewnętrznego, charakteryzujących wewnętrzne pro_
cesy dyssypacji.

W ten sPosób Powstały modele Voigta, Maxwella itp. Opróczteorii opartej na modelach
Postulowano też innę hipotezy odnośnie sił wewnętrznych. I tak na przykład, zasadasuper_
PozYcji Boltzmanna uzńeżnia stan materiału od poprze dzającój historii obciążenia za po-
mocą funkcji pełzania lub funkcji relaksacji.

WszYstkie te teorie mają wspólną cechę, mianowicie postulują pewne prawa lub związki
fizYkalne między naprężeniem, odkształceniem i prędkością odkształcenia, a materiaĘ pod-
legające tYm Prawom za7icza się do klasy o określonej nazwiejak np, materiały lepkosprę_
żyste.

Liniowa teoria lepkosprężystości nie opisuje dobrze materiałów konstrukcyjnych (me_
tale i ich stoPy), których zachowanie sięznacznie odbiega od zachowania materiałów lepko_
sprężystych.

* Praca wykonana w ramach problemu resortowego PAN-19, grapa tematyczna 2,

tI19]



l20 J. Szczygieł

Istotną cechą tych materiałów jest zależnośó dekrementu logarytmicznego od amplitudy
drgań. Stąd wynika, że równanie stanu dla tych materiałów ma charakter nieliniowy.

Istnieje wiele koncepcji i metod znajdowania równań stanu materiałów konstrukcyjnych
przy jednoosiowych stanach naprężeń. S. Ziemba w pracy [1] proponuje opis tarcia wew-
nęttznego jako mechanizmu wiskotyczno-ciernego, uwzględniającego mikroplastyczne
odkształcenia. Z. Osiński [2] wysunął hipotezę, że opór ciałaprzeciwko zmianie stanu moż-
na traktować jako złożony ztrzech składowych: oporu sprężystego, oporu tarciawewnętrz-
nego i oporu relaksacji. W oparciu o tę hipotezę opracował model, którego własności przy
odpowiednim doborzę współczynników odpowiadajązarowno statycznym jak i dynamicz-
nym własnościom ciał rzeczywistych.

W pracy [5] zebrano zaproponowane związki między napryźeniem a odkształceniem
w5rprowadzone w oparciu o wyniki doświadczalne, mianowicie przez aproksymację pętli
histerezy otrzymanej przy badaniach tłumienia matęriałowego metodą rezonansową.
Wtedy lzalężnia się naprężenie od odkształcenia, nie biorąc pod uwagę wartości prędkości
odkształcenia.

Mimo wielu prac nie jest dotychczas możliwe opisanie procesu rozptaszania energii
w sposób wiernie odtwarzający ploces rzeczywisty, a jednocześn ie przydatny do zastosowań.

Niniejsza praca dotycząc zagadnienia opisu sił tarcia wewnętrznego w materiałach
konstrukcyjnych związana jest z prowadzonymi w Instytucie Maszyn Przepływowych
PAN eksperymentalnymi badaniami tfumienia materiałowego metodą drgań swobodnych.
Badania eksperymentalne opublikowane częściowo w pracy L4] mają na celu wyznaczyć
zdolności tłumiące ńżnychmateriałów konstrukcyjnych. Natomiast celem badańteotetycz-
nych jest zna7ęzienie równań stanu dla badanych materiałów przy jednoosiowych stanach
naprężeń (drgania wzdłużne i skrętne) i następnie uogólnić je na złożone stany naprężeń.

Badanie tłumięnia materiałowego metodą drgań swobodnych polega na wzbudzania
drgań swobodnych odizolowanego od otoczenia układu złożonego z próbki z zamoaowa-
nymi na końcach masami.

Typolvy układ do badania tfumienia matęriałowego metodą drgań swobodnych przy
drganiach skrętnych jest opisany w pracy [3], a przy drganiach wzdłużnych w pracy [4].
Jako model matematyczny układu badanego można przyjąć układ o jednym stopniu swo-
body, w którym elementem sprężystym jest próbka zbadanego matęriafu.

Punktem wyjścia analizy teoretycznej przedstawionej w niniejszej pracy jest postulat,
że oscylogramy drgań swobodnych są rozwiązaniami równania różriczkowego drgań
układu.badanego dla określonych eksperymentem warunków początkowych. Wobec tego,
postawiono zadanię polegające na określenia sił działających na układ na podstawie zna-
jomości ruchu układu.

W punkcie 2 ptacy sformułowano warunki matęmatyczne, jakie powinny być spełnione
aby możnabyło zadanie to rozwiązać.

Ponięważ ilość oscylogramów jest skończona i mają charakter drgań zanikających,
w dalszej analizie przyjęto koncepcję aproksymacji krzywych doświadczalnych dwupara-
metrową rodziną krzywych całkowych. Ograniczono się przy tym do rodziny o szczególnej
postaci będącej iloczynem funkcji monotonicznej i funkcji harmonicznej. W punkcie 4 po-
dano metodę konstrukcji takiej rodziny w oparciu o wykres krzywej pomiarowej.

Opracowaną metodę można wykorzystać do konstrukcji równania drgań układu do ba-



Metoda konstrukcji równania ruchu układu ...

daniatarcia wewnętrznego. RÓwnanie to będzie zawierać równanie stanu badanego mate-
riału.

DalszYm zadaniem teoretycznym jest więc opracowanie metody wyznaczaniarównania
stanu badanego materiafu z równania różniczkowęgo drgań układu. Pomyślne rczwiązanie
iego zagadnienia i zebranie wYników doświadczalnych w szerokim zakresie parametrów
układu badanego Pozwoli na konstrukcję równań stanu materiałów konstrukcyjnych, któ_
rych drgania swobodne można aproksymowaó rcdzinąopisaną w punkcie 4.

2. Równanie różniczkowe rodziny krzywych

Mając daną funkcj g e:q(t, (, q) oraz jej pochodn e e t:V/(t, ć, ,D, eu:y(t, Ę, 4)określone w obszarze g:3+x?, gdzie tet*:(g, ł.o), (ś, t)ełc,b2 i speiniające
tiarunki początkowe

e|,=o: q(0, ć, ń:ć,
s,Ir=o:V(0, ć,4):4,

P}tamY się, jakie warunki muszą być spełnion e aby możnabyło utworzyć równanie róż-
:riczkowe

tr,: F (e, e,) ,

którego rozwiązania o wartościach początkowych €, lt mają postać t:Q(t, €, rD.
Zanim PodamY twierdzenie, które daje odpowiedź na to pytanie, przedstawimy inter_

3retację geometryczną sformułowanego powyżej zagadnienia.
Traktując Ę i 4 jako Parametry, widzimy że danajest dwuparametrowa rcdzina krzy-,""^łch e:ep(t,ć,rl), gdzie, Ę, 4 określają krzywą rodziny, a zmienna l punkty krzywej.
Trajektorią fazową przy ustalonych wartościach początkowych na.zywamy uuyią

:.a płaszczyźnie (e, e,), której opis parametryczny ma postać

e: Q(t, Ć, q), et:v/Q, €,q).
przez fr oznaczymy zbiór, w którym leżą wszystkie trajektorie ruchu

g : {(e,e,) : e: (p (t, Ę, q), e,=vl (t, ć, ą) ; (t, (, q) e 9} ;

'P 
jest oczYwiŚcie Podzbio rem E2. Każdej trajektorii ruchu odpowiada wykres trajektorii

::chu. zbiór wypełniony wykresami trajektorii ruchu oznacizamy przez lf,
ff:{(t,e ,e): e: q(t,ć,4), er:V(t,E,lD; Q,(,q)eg},'l' zbiorzę 9 okteślimy pole wektorów stycznych do trajektorii ruchu.

Weźmy wektor wodzący punktu na trajektorii

R: ę (t, ć, ą)er+V U, Ę, q)er,
::zie e1 , e2 - węrsory osi współrzędnych.

wektor styczny do trajektorii jest pochodną wektora wodzącego i ma postać

ń,:vG, Ę, 4)et+yQ, Ę,11)er.

121



122 J. Szczygieł

Ąrtamy się, jakie warunki muszą być spełnione aby w każdym punkcie (e,e)ea
wektor wychodzący z tego punktu i styczny do trajektorli,która ptzezten punkt przecho-

dzi, był jednoznacznie wyznaczony ptzez współrzędne tego punktu,

TwpnozeNrB l.

Założęnie: Dana jest dwuparametrowa rodzina krzywych e:q(t,ć,?D i spełnione

są warunki:
f g _ zbiór określony iloczynem kartezjańskim g : 7 + x ?, gdzie t e v *:(0, * oo),

(ć, D ę 3cE2.
2" Funkcja e:tp(t,Ę,rD ijej pochodne et:v/(t,Ę,7l), ett:Tę,ć,ril są określone

i ciągłe wraz zich pochodnymi cząstkowymi względem wszystkich argumentów w zbiorze

9.
Ąo

e|,=o: Q(O, Ę,ri:ć, e'|r=g:v/(O, Ć,ą):rl,

4" Układ równań

, 8: rp(t, ( , Ą) , ą:V(t, Ć, ą)

jest tozwiązalny względem wartości początkowych i rozwiązanię ma postać

Ę:f(t, e, t), 11:g(t, e, e),

gdzie funkcj e f i g są określone w zbiotzę }f i odwzorowują rodzinę wykresów trajektorii

ruchu na zbiór wartości początkowych 3.
5' Funkcje ć:f (t,8,et), 4:0(t,e,cr) są ciągłe wtaz z pochodnymi cząstkowymi

względem wszystkich argumentów w zbiorzę lf,.
6" Wyznacznik

jest różny od zera w 9.
7o Wyznacznik

jest tożsamościowo równy zęru w 9,

Teza:

1o W zbiorze 9 fankcję q(t,€,ri, ltl(t,€,T), T(t,€,q) są funkcjonalnie zalężnę.

To znaczy w zbiorze Q określonajest funkcja dwóch zmiennych F(e,e) spełniająca toż-

samośó

w zbiotze 9. 
Y(t,Ę,li:F(EG,ć,rD,v(t,(,ą)

2" Funkcja F jest klasy Cl we wnętrzu zbioru fr.

w:I', ,,l
]s,ł s,ol

I., eE .o 
l

fr:\r* 8tĘ *r 
l

|er,t attć enąl



Metoda konstrukcji rówąarria ruchu układu ...

Dowód:

Weźmy funkcję ltt:T (t,{,ry) określoną i ciągłą wtaz z pochodnymi cząstkowymi
wzbiorzę9,orazfunkcje Ę:f (t,e,e,),4:g(t, e, e,) określonei ciągłe wIazzpochoanfmi
cąstkowymi w zbiorze ff. wprowadzamy odwzorowanie pomocniczę v: .tr"3g zdęfr-
niowane następująco: Y(t, e, er):(t,f (t, e, er), g(t,u, 

"J). 
Superpozycja Ett:ToY(t, t, e)

jest funkcją określoną w zbiorze tr i wykażemy, że lie zaleĘ od zmiennej r. Nar"zv
więc pokazać, że 1ąrfOt=0 w zbiorze ff. Pochodna wzgĘem l funkcji

e,,:y (t, f(t, e, et), 0 Q, t,, e))
ma postać

123

deu _ay , ay a"f , 0y as
at-a-ą ar-a a

Wyrazimy 1flat i ĄglOt ptzez pochodne cząstkowe funkqi ę i ty.
ZaaważmY, że suPerPozycje e :qoY(t, e,8r),lr:lyoY(t, t,, tr) są tożsamościami

w zbiotze tr. kóżniczkując je obustronnie wzglęilem , otrzymujemy układ równań

Una'_!*0, .0, :n0t 0ć 0t' 04 0t

0'*0, ! _0v 00 _n
at' aĘ at' an

liniowy względem \flOt i lgl}t. Stąd, mamy

(2.I)

(2.2a)
af
at

dly )ty

0< 0n

l^

|0a la
lat ać
l

lav 0y

la, ać0g

0t a,p a ql
ać a,lI

0y avll

Ę aĘl

|aq aqi
l^ _ 1

l0t dąl

lu, ar]
|--l
I at aqI

laę aęl
|_-llt aąl

(2.2b)



124 J. Szczygieł

Podstawiając z kolei Q.2a) i Q.zb) do (2.1) otrzymujemy:

0E 0q 0q--:- ^; ^0t 0ś 0Ę

1ly )ty aty
-:* -:; -;--0t óę 04

0y 0y 6y
^ -:; *:-
0t 0ę 0ą

drp ?rp

at ać

0V 0v/

at ać

a,p a el
0t aql 0y

!!-
]l^

aty a,/l 04

^=]0t 04\

aę aql
a€ art l 0y

|--=,:
\ty av| 0Ę

--l
^l0e 04l

0y

at

aeu

0E

aĘ

Stąd widać, że przy założęniach 6o, 7o, aa,rf at=0 w zbiotze #.
Udowodniliśmy zatem, że err:yoV(t, e, er):F(e, er) w zbiorze ff, a więc i w zbiorue

@, który jest rzutem zbioru lf na płaszczyznę zmiennych e i er. Teza 2o wynika z faktl,
że funkcja 7 jest klasy C1 w zbiorzę 9 i Y jest odwzorowaniem klasy Cl zbioru łf na zbiór
9, więc ich superpozycja F:yoły jest funkcją klasy C1 we wnętrzu zbiotu ff.

Na zakończenie zauważmy, że funkcja F(t, e,,) spełnia założenia twięrdzenia o istnieniu
i jednoznaczności dla równań różniczkowych.

Ponadto, ponieważ funkcja ta nie zależy od czasu t ważny jest następujący:

Wlrosnr 1.

Równanie

e,r: F (e, ą)

jest stacjonarnym równaniem różniczkowym rzęda drugiego określonym we wnętrzu zbioru
ą.

3. Rodzina drgari okresowo-zanikających

DpnrNrcra 1.

Drgania o postaci

e:f' (t, (, 4) cos(at - a(ć, ń) (3.1)

nazyw amy okresowo-zanikającymi, jeżeli są spełnione warunki:
l" 9 - zbiór określony iloczlmem kartezjańskim g :.V + x ?, gdzie t e 3 *: (0, + oo),

(ć, rD ę 3cE2.
2o Funkcja/r i jej pochodnęf: ,f{, są określone i ciągłe wIazzich pochodnymi cząstko-

wymi względem wszystkich argumentów w zbiotze 9.

0rp
Ą
o4

0ty-;-
04

0ty
*
0€

P,p a,p

l0e ón
I

|0v ay|__
lać a4

0t



Metoda konstrukcji równania ruchu układu ...

3" /r jest oznaczona dodatnio lub ujemnie względem l dla ustalonych wartości (
i4.

4" fr jest monotoniczna względem t, plzy czym monotonicznie malejąca gdy jest

oznaczona dodatnio, a monotonicznie rosnąca gdy jest oznaczona ujemnie.

5o Funkcja a jest określona i ciąfla wraz z j;j pochodnymi cząstkowymi w zbiorze
g.

óo Obrazem u(3) zbioru 3 jest zbiot a(?):(0,2n).
,7"

8|,= o:fr(O, ś, ł) cos (- ą (ć, ą)): Ę,

e,|, 
= o : f,T ęo,(, 4) cos ( - a (Ę, ri) - rf '(0, (, 4) sin ( - ą ((, ą)) : ą .

8" Układ równań

e:fr(t, Ę, ą) cos(at - a(Ć, D),

ą : f ,r (t, Ę, r) cos (at - o ((, u)) - af r 
ęt, (, 4) sin (ot - a (ć, rD)

jest rozwiązalny względem wartości początkowych i rozwiązanię ma postać

(:f(t, t,, t), rl:g(t, e, er),

gdzie funkcje fi s są określone w zbiorzę lf i odwzorowują rodzinę wykresów trajektorii
ruchu na zbiór wartości początkowych 3.

9o Funkcje €:f (t,e,er), rl:g(t,e,er) są ciągłe wtaz z pochodnymi cząstkowymi

względem wszystkich argumentów w zbiorzę /{.
10o Wyznacznik

w:|" u,|" 
|',c ',r1jest różny od zera w 9,

11o Wyznacznik

_ |r, eĘ rol
W:lu* 8tć 8rr|

|ur, ,r,, ,nr|

jest tożsamościowo równy zeta w 9.

Rys. 1. Interpretacja geometryczga wprowadzonych do zagadnienia wyznaczenia rów,
rialia rlżliczkowego rodziny krzywych e: rp(t, ć,q): a) dńenziay 9 fulkcji q, b) fta-

jektorii ruchu, c) wykresu trajektorii ruchu

l25



126 J. Szczygieł

Jak widać z definicji, drgania okre§owo-zanikające tworzy iloczyn funkcji fr(t,ć,rl)i funkcji harmonicznej cos (cCIt-a(Ę, ,/). W interpretacji geometrycznej drgania te są
dwuparametrową rodziną krzywych o strukturze widocznej na rysunku 2.

z lwagi na charakter, funkcję /" (t , ć , ri będziemy nazywać funkcją tworzącą drgania
zanikające (albo funkcjązanlkania drgań), a funkcję ą(ć,ri - kątem przesunięcia fazo-
wego (albo fazą początkową drgań).

Łatwo sprawdzić, że jeżeli dwuparametrowa rodzina krzywych ,:f'(t, Ę, q) cos (at-
-ą(Ę,ł)) sPełnia warunki definicji drgań okresowo-zanikających, to spełnia także waiunki
twierdzenia 1.

Wobec tego możemy sformułowaó wniosek:

WNrosBr 2.

Dla danej rodziny drgań okresowo-zanikających istnieje równanie różniczkowe stacjo-
narne rzędu drugiego 

t,r: F (e, er) ,

którego rozwiązanie o wartoŚciach początkowych Ę, ry jest krzywą rodziny określoną tymi
wąr to ściąmi po czątkowymi.

Interesuje nas charakter zanikania drgań, w związku z tym wprowadzimy pojęcie
amPlitudY drgań i w zbiotzę amplitud dtgań zbadamy związki między kotejnymi amplitu-
dami drgań.

DrnrNrcrł 2.

Amplitudą drgań przy ustalonych warunkach początkowych ć i ry nazywamy parę
liczb (t*,er) spełniającą układ równań

f'(tr,€,4):ta, 
(3.2)

cos(atr-a(Ę, a)):1 .

Jeżeli para (t*, er) jest amplitudą drgań, to mówimy że t, jest argumentem arnplitudy,
zaś t,* jest wartością amplitudy.

Zbiór wszYstkich amplitud danej rodziny drgań okresowo-zanikaj ących oznacz:amy
przez ,il

M:{(t, , er): cos(atr-a(Ę, Ę)):I , f'(tr, ć,4):8a, G, deg} ,

Tak wProwadzona definicja różnisię nieco od klasycznej, okazałasięjednak wygodniejsza
w tej PracY. AmPlitudy są punktami styczności dwóch krzywych, mianowicie wykresu
drgań okresowo.zanikających i jej funkcji tworzącej.

współrzędne punktu styczności tych krzywych są rozwiązaniami układu (3,2).
w związku z deflnicją amplitudy drgań pojawia się problęm wznaczęnia zbioru

amplitud.d.
Rozwiązuje ten problem następujący
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LBIrłłt 1.

Założenie:

1. Dana jest rodzina drgań okresowo-zanikających

e:f'(t, Ę, q)cos(at-a(ć, q))

2. Obraz a(?) zbiottl 3 ma postać:

a(3):(0,2n).

Teza:

Zbi&amplituddrgań.iljestsumązbiorówilQ),ie9*gdzie9*- zbiorliczbcałkowi-
tych nizujemnych. Każdy zbiór .&O jest obrazem zbioru warunków początkowych 3
przez odwzorowanie ,{, określone następująco

1

Ę:; |2ri+a(Ę , q)f ,

e1:f'(Lrr*r*rrĘ,?i7,r,r). 
(3'3)

Zbiory d{i^), ie t* są tozłączone.

Dowód:

Rozważmy oddzielnie każde równanie układu (3.2). Weźmy najpierw równanie cos (at-
- l(ć , q)): t. Dla każdego (ć , ł) e ? równanię to jest spełnione wtedy i tytko wtedy gdy

ł(r) _ '
L _-

(rJ
LLrnr*o((,r)7 ź:0, t !, +2 (3.4)

Dla ustalonęgo wskaźnika i, każdej parze ((, 7D e g przyporządkowana jest jedna war-
iość r('l cĄi wzót (3.4) określa w zbiorue 3 rodzinę funkcji Q; ?--+7:(-oo, +oo)
;:0, * l, +2, ...

Oznaczając przez b, wykres funkcji @,

b,: 
{(rr'r, 

(, 4) : t(i) : L |zn i + o (ć, rD], G, 4). g}

_,crzymujemy zbiór Ó wszystkich układów wartości t , ć , rl spełniających równanie cos (a;l -
-l(ć,d):1 jako sumę

ó:Uó,
ież

i g - zbiót liczb całkowitych.
I Z kolei weźmy wykres funkcji t:f'(t,Ę,q), czyli zbior

l27

0:t@, t, Ę, q) : t,:f'(t, ć, 4), G, (, q)e 9}.
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Widzimy żę u1rJad liczb e, t, ć, 4 spęłnia oba równania jednocześnie wtedy i tylko wtedy
gdy (e, t,ć,q)e0 i (t,Ę,ri.Ó.

Stąd wnioskujemy,żezbiór 0g wszystkichrozwiązańe*,t6,€,11 lkładu(3.2) mapostać

0 a : {(e.ą, t a, ć, 4) i 8 d :f 'I(t 
e, ć, łD, (t a, ć, ri e (9 n Ą} .

Zauważmy, że

g a Ó:g a(|)Ó,1: U@ ^b)ieg ięg

więc możemy zbiót 0g ptzedstawió w postaci sumy zbiorów. Ponadto wykażemy, że

^ : |0 dla i: _L, _2, ...9 ^gJ=Ió, dla i:0, 1 ,2,.,.

Łącząc własności zbioru g i Ót mamy

9 a Ó,: {(to, ć, rDe Ó, : {l) >0} .

Należy więc wykazać, że dla każdego i e 9, jeżeli iżO, to dla Ęńdej pary (ą, r) e 3 za-
1

chodzi tę\:ł|2ni+a(ć,ą)f>0, natomiast jeżeti i<o, to dla każdej pary (ć,de g
CD

1
jest: /(": -|Zni+a(Ę, ł)]<0.

a)

Wykorzystamy tutaj założenie 2o, że a(?):(0,2n), kŁóre pociąga za sobą: Ql(g):
/2n 2lt \:( 

^ i, ^ (i+1) |. Widzimy, że kres dolny i górny zbioru wartości funkcji @; wy-
\@ cD /

znaczają kolejne ticzby całkowite i, ił1,
Jeżeli więc i:0, to kres dolny jest równy zeru, jeżeli i >0, to kres dolny jest liczbą

dodatnią, Zatęm d|a iżOprawdąjest, że 
^ 

{' - 
| 

|zni+u((,Ą)7>0,czyli g n Ór:
:ór, 

(Ć'n'leą Q)

Zkolei, jeżeli i<0, to kres górny zbioru wartości funkcji @, jest liczbą ujemną lub
równą zeru gdy i:-1.

Z uwagi na to, że kres górny nie należy do zbioru wartości funkcji, prawdą jest że

jeżeli i <0, to 
^ 

,'''- I |Zni+a(ć,4)]<0, czy7i g a Ór:g. Stąd wynika, że
G,Ą ę @ (l)

'*:,!)-r§'
gdzie 5 * - zbiór liczb całkowitych nieujemnych,

,g:{ęg,t9,Ę,?D: eP:7r (r!yz*i+*rt, ą)7, ,,r), ,9::|Zni+u(Ę,q)f ,

(€,Ą).g\.
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,ffi"ffifi zbior ,Pjest wYkresem odwzolow ania *i: ?-->§2reprezentowanego

,(rr_ 1 .^ . ,tV: 
a)Pri+a(Ę,fl],

u9 :.f' (} o", * -rĘ,,Df , €, 
Ą 

.

Mamy więc rozwiązanta układu ę.2) jako rodzinę odwzorowań ,.1r: ?--+E2, ież*.JeŻeli obraz zbiota 3 przez oaw)orowa.ri" 17, oznaczymy ptzĘz d(i), tozbiór amplitud

ffig ",t 
sumą zbiorów Mę), i. s n. Zbiór "{(i) ćęari"ó ouzywać zbiorem i-tych

Weźmy (t9, ug) e "ilO i (t(2, ,9\ e ,d(k|. ponieważ ,9. (2" 2n \* \; i, ,(t+t)1 a tpe

:ff 
o,!ro*'), wi6 tP +t§) au i*k, czyli g(i) ng,)-o. Dowiedliśmy więc tezę

lematu 1.
przejdźmy teraz d,o badania związków między kolejnymi amplitudami drgań.

LBuar 2.

Założenie:

1o Dana jest rodzina odwzorowań 
^i:*!?gt,il, 

i e 9 *,określona przez uktad,funkcji
,-. 1

t9: 
.|Zni*a(Ę,lDl,

e9 :f' ( ! 2rn, * oęć, rD],ł, ł) .
2' WYkresY h"o:1'^_'::"u",' Y*""'" ";r;;' r'nn',!urur" dla rożnychwartościpoczątkowych są rońączone

, §L:ć 
r, u ) + (ę r, 4 )f = Lf ' G, € t, rt t) + f r (t, ć z, Ę z)] .

Teza:

, r"r'&;.^'dego 
odwzorowania Li: ?Sg{i), istniele odwzorowanie odwrotne ,4,-1;

Dowód:

Dowód oprzemy na twierdzen iu, że jeżeliodwzorowan ię Ar: ?"3.&(,) jest różnowarto_Ściowe, to istnieje odwzorowanie odwrotnę 1;t : _ąti)S,gł.

9 Prace IMP z. 66

Widać
przez
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Jeżeli więc wykażemy, że każde odwzorowanie rodziny tlr: 33ń@, i e § * jest różno_

wartościowe, lo prawdziwa jest teza tęmatu,

Zauważmy,że jeżelia:u(Ę,4) jestfunkcjąróżnowartościową, tokażdę odwzorowanie

rodziny l7,, ie§* jest tóżnowartościowe,
Przyjmijmy, że a:u(ć,ry) niejest funkcją różnowartościową. Weźmy zę zbioru ?

dowolne dwie pary wartości początkowych (ćr,4)*(ćz,4). Jeżeli a(Ęr,Ę)*a(ćz,rl),
to dla każdego i e ż * zachodzi Lt(ćr,4)* Li(Ęr,4),

Wykażem}, że jeżeli a(ćt,,):a(Ęr, rlr), to takżę tli(ą, q)* li(Ęr, rlr), i e 9 *,

wynika to natychmiast z faktu, źe argumenty amplitud są równe i z założenia 2o, żę d|a

ńżnychwartości początkowych w tym.samym czasię / wartości funkcji tworzącej sąróżne,

a więc i różne są wańości amplitud sP, i e § *,
pokazaliśmy więc, że dla iodziny odwzorowań 1r: g3&G), i e 9 * istnieje rodzina

odwzorowań odwrotnych l, t , g<i)!g, ie 9a określona następująco

t:i{t|,E9), a:j,ętP,tP) ź:0, 1,ż,... (3.5)

Możemy tęraz określió związekmiędzy kolejnymi amplitudami drgań,

Jeżeli bowiem weźmiemy dwa kolejne odwzorowania Ar: 33.d'D Ar*r: gss{O+t),

to ponieważ istnieje odwzorowanie odwrotne A1 I : .&(i)!}3, wię określone jest odwzo_

'.**i. "ti" 
,u d(i) na zbiót ilG+ D ,czyli odwzorowanie przejścia /i* I , iako superpozycja

li*': Ai*1o A|L
Ważny jest więc następujący:

Wwrosrr 3.

Dla rodziny odwzorowań Ar:33.ilO, i e §* istnieje rodziną odwzorowań przejścia

't+t. 
g{i)3g?+t),ie9*

3!* d@) j3- gG) A? , gQ\ 
-+ ...!L+ g(i) ,

Odwzorowanie przejścia li+t jest superpozycją /'r*':Ai+to A,L wię dane jest przez

układfunkcji 
](i+1)_ ł(i) lrlk ,:Lditlol 

(3.6)

,T D :f'(tp + T o, rt1|, s9), ó tQ|, e9)),

sdzie To:)n/al - okres drgań,

Badanie związktlmiędzy wartościami kolejnych amplitud drgań jest podstawą ekspery_

mentalnych badań tłumienia materiałowego,

Aby przenieść pewne terminy i fakty doświadczalne do przedstawionej tutaj metody

opisu drgań, przyporządkowujemy rodzinie odwzorowań li*', i e § * takie odwzorowanie

l, że

11 A|a<ł : /1*',
ie9+

(3.7)

to znaazy, każdę odwzorowanie li*l, jest odwzorowaniem / obciętym do zbiora MG)
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Jest oczywiste, że / odwzorowuję zbiór .d w-,il. Każdej amplitudzie (ta,ea)e.il jestptzyporządkowana jednoznacznie amplituda 
,(ir, E*) e ,g, utorajest jej obrazem po jed-nym cyklu drgań, przy ustalonych warunkach początkowych.

Ubytek wartości amplitud jest miarą tłumienia materiałowego.
w doświadczęniach przyjętą miarą tłumienia materiało*"go jest togarytmiczny ubytekrt,artości amplitud

ó:lnt,g-7nł.6, (3.8)
tak zwany dekrement logarytmiczny.

PrzY badaniach tarcia wewnętrznego w materiałach.konstrukcyjnych (metale i ich stopy)

;::i."T;i"r, 
że dla różnych amplitud drgań (tP, ,!))+(t9),u§;1 ul" takich, że eP:'6P

ó : ln e9 - h e§+ t) 
==11 6$\ -ln tS* rl,

Na tej Podstawie logarYtmiczny ubytek wartości amplitud przedstawia się w formie wykresu

6:ó(eg),
skąd można wyprowadzić związek

Z a: Eg 
"-ó 

(eg) 
.

Z uwagi na ten fakt doświadcza7ny będziemy się zajmować drganiąmi okresowo-zani-kającymi szczegó7nej postaci, mianowicię dla ktorych ważny jest następujący postulatzanikania drgań.

Postulat zanikania drgań

Każdą amPlituda (tg,ea) i jej obraz (i*,Er) po jednym cyklu drgań są powiqzane
transformacjq przez przesunięcie na osi czasu

. rr:tg*T6
i ubytkiem wartości amplitudy w czasie przesunięcia niezależnym od czasu t*, a jedno-
znacznie określonym wartością amplitudy er.

Postulat ten żąda specjalnej postaci odwzorowania l, mianowicie

ig:tg*Tg, §g:H (eg),

które obcięte do zbiorów Mo, i e 9 * dąe rodzinę odwzorowań przejściaw postaci

,fft):tP+To, łź*r):H(eg) i:0,7,2,,..
JeŻeli dana todzina drgań okresowo-zanikających spełnia postulat zanikania drgań,

ro dekrement logarytmiczny jako funkcja.aitości amptitudJ'est określony następująco

ó:lneg-lnłr:ln ia (3.9)
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4. Sposoby aproksymacji rołlziną łlrgań okresowo-zanikających

W punkcie 3 zdefiniowaliśmy drgania okresowo-zanikające jako funkcję

t:f'(t , Ę, r)cos(at-a(E , ń)

ę:f (u)cosu

er:fr(u)cosu - af (u)sino

(4.1)

spełniającą warunki 1" _ 11o w pewnym zbiorzę 9. Oznaczmy symbolem E zbiór wszystkich

funkcji spełniających warunki definicji drgań okresowo-zanikających, Nasuwa się pytanie,

jak postulować funkcje tależącedo zbioru E, jeżelinie wszystkie,to ptzynajmniej te, które

charakteryzuje pewna wspólna własność. Taką własnośó można sformułować jak następuje:

Dla dowolnych wartości początkowych (ćr,4)*(("rl) wykresy funkcji two,

rzących są przesunięte wzdłuż osi czasu,

powyższa własnośó ozna,za,że wykres funkcji twotzącej przy warunkach początko_

rvJch (śz , q 

") 
można otrzymać z wykresu funkcji tworzącej przy warunk ach początkowych

(ćt,rlJ przesuwając go równoleg|e wzdłaż osi czasu,

Zagadnienie Wznaczęnia dowolnej rodziny drgań okresowo-zanikającYch, którą

cechuje sformułowana powyżej własność posiada pozytywne rozwiązanie, Podamy prak-

tycznąmetodę *yrou"i"nii takiej rodziny na podstawie danego wykresu jej funkcji two_

ruącej przypewnych wartościach początkowyci, czyliwychodząc z danej funkcji zmiennej

l. Możemy więc powiedzieó, że istnieje pojzbiór Jc,8 wszystkich funkcji sPełniającYch

warunki deflnicji drgań okres owo-zanikĄących i charakLetyzujący się tym, Że funkcje

tworzącetedrganiadlaróżnychwartościpoczątkowychsąprzesuniętewzdłuŻosiczasu,
taki, żekażdą funkcj ę należącądo zbioru z mizna wyznaczyć, jeżdi dany jest wykres jej

funkcji tworzącej.
przystąlimy do opisu sposobu aproksymacj i rodziną drgań okresowo_zanikających,

Kolejne kroki postęp i*uoii orurwarunki jakie muszą być spełnione ujęto w następujących

podpunktach,

A.Danajestfunkcjay:/(/),klasyC3wprzedzialęOś/<+ooispełnioneSąwarunki:
1' / jest oznaczorra dodatnio lub ujemnie względem t,

2"fjestmonotonicznawzględemt,przyczymmonotonicznięmalejącagdyjestozna.
czonadodatnio, a monotonicznie rosnąca gdy jest oznaczonaujemnie,

3" Oznaczmy przez 4{o ńiót:
7/ro:{(u,u); ue(0, * a), ue(-Zn,0)},

a 1ego obraz ptzez odwzorowanie Z zdefiniowane jak na§tępuję

ozrrraczmy przez a.
Do odwzorowania n : V,o3a istnieje odwzorowanie odwrotne rI-L: @3"ilr6, klasy

cr,teprezentowane przezutJadfunkcji, który będziemy oznaczaónastępująco:

u:K(e, e),

u:L(e, e) .

(4.2)

(4.3)
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B. ZauwaŻmY, że jeżeli funkcja y:f (t) spełnia warunki podpunktu A, to dla każdego
Ce(0, +oo) funkcja y:flt1:7Q+C)jest klasy C3 w przedziale 0śl<+oo i spełnia
warunki 1o, 2o podpunktu A.

RYs, 2. Drgania okręsowo-zanikające jako iloczyn funkcji harmonicznej i funkcji two-
rzącej drgania zanikĄące

C. UtwórzmY funkcję, która jest iloczynem funkcji f(t+c) i funkcji harmonicznej
cos (all-a)

6,:f (t+ c)cos(oot-a), (4.4)

gdzie c i a parametry.
Oznaczmyprzez9 zbiór

0:{(t,c,a): te(0, *oo), ce(0, +co), ae (0,2n)},
który będzie dziedziną utworzonej funkcji

D. Dla dwuparametrowej rodziny krzywych z podpunktu c wyznaczarny równanie
różniczkowę, którego całkami są krzywe tej rodziny.

Wprowadzamy nowe zmienne

u:tłc, u:{Dt-d,. (4.5)

Funkcja e:f (u) cos u jest teraz określona w pewnym podzbiorze przestrzeni euklide_
sowej dwuwymiarowej, który oznaczamy przez "lf .

Zbiót lt jest obrazem zbiotu 0 ptzez odwzorowanie, które reprezentuje powyższy
układ funkcji liniowych. Odwzorowan ieto oznaczamy symbolem @.

Metoda konstrukcji równania ruchu układu ...

t

lrsrl
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Trajektorie fazowę

Rys. 3. Interpretacja geometryczna odwzorowań przy metodzie konstrukcji rodzigy dtgań

okresowo-zanikających na podstawie wykresu jej funkcji tworzącej

Zbiót 7{ ma postać

{:{(u,a): ue(0, f q), ue(-Zrr, +oo)}.

t,:f(t+c)cos(at-u), (4.6)

ą:tr(t+ c)cos(at-u)- af(t+ c) sin (alt - a)

można, przez zamianę zmiennych, napisać w postaci

ę,:f (u)cosa, (4.7)

er:fr(u)cosa- af (u)sinu .

Na podstawie warunku 3'podpunktu A, powyżs zy ul<ładfunkcji reprezentuje odwzoro-

wanie 1/ zbioru l,{ na zbior fr i do tego odwzorowania istnieje odwzorowanie odwrotne

II-L: Q"37,1/6, klasy Cl. Zauwńmy, że dziedziną funkcji (4.7) jest zbiór ,ff, którego

podzbiorem jest zbiór $ro i interesuje nas ptzedłużenie odwzorowania II na zbiór 7/r.

Odwzorowanie to jest okresowe względem zmiennej o o okresie 2n i odwzorowuje zbiór

7/ na ńiót fr. Jeżęh podzielimy zbiór ilr na pasy o szerokości 2n, to przy spełnionym wa-

runku 3'podpunktu A, w każdym pasie określonejest odwzorowanie odwrotne.

Obliczamy drugą pochodną funkcji e. Po wprowadzeniu zmiennych ui u drugapochod-

na ma postać

en=frr(u) cos u -Zafr(u)sinu* a'f ęulcos u (4.8)
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i jak widaĆ itt:T(U, a), określona w 7f ,1estfunkcją okresową względem zmienrrej u o okrę_
sie 2n, Stąd wynika, że superpozycja €fi:y o II-l(E,er) jest równaniem określonym w zbio-
rze fr, które po podstawieniu funkcji e, staje się tożsamościąw zbiorze 0.

Ponieważ funkcja 7 jest klasy Cl i I-1jest odwzorowaniem klasy C1 , więc ich super-
pozycja jest funkcją klasy Cl we wnętrzu zbioru Q, a więc równanie €tt: T o ll-r(u,e,) jest
stacjonarnYm równaniem różniczkowym rzędu drugiego określonym we wnętrzu zbioru Q.

E. KrzYwe rodziny @.Ą są rozwiązaniami równania różniczkowego rzędu drugiego
i rozwiązania te są określone w przedziale 0śl< +co.

PrzYjmując jako wartości początkowe s|r=o, e,l,=o i oznaczając je przez Ę, 11 należy
wYznaczYĆ zależnoŚĆ rozwiązań od tych wartości początkowych. Rozwiązanie tego zadania
polega na przeprowadzeniu wartości początkowych Ę, ry w parametry c, a. Należy więc
tozwiązaó względem c i ą układ równań

Ę:f (c)cos(-a),

t1 :f,(c) cos (- a) - af (c) sin ( - a) ,

ZauwaŻmY, że zbiór wartości początkowych pokrywa się ze zbiorem fr, a tozwiązanie
powyższego układu równań ma postać

l35

c: K(ć , rl) , ,x,: - L(ć , n) .

Podstawiając @.9) do (4.4) otrzymujemy

6 :7(t + K ((, ł)) cos (alt+ L((, q)) .

(4.9)

(4.10)

Tak więc skonstruowaliśmy dwuparametrową rodzinę krzywych i należy sprawdzić czy
jest rodziną drgań okresowo-zanikających.

Bezpośrednio z opisanej metody wynika, żę rodzina (4.10) spełnia warunki 1o - 7o
definicji z Punktu 3. Pozostałe warunki tej definicji są konieczne aby istniało równanie
różniczkowe.

PoniewaŻ dla rodzinY krzywych wyznaczonej opisaną metodą istnieje tównanię tóż-
niczkowe, wię.ważny jest nastgpujący

'ł'rrospr 4.

Dwuparametrowa rodzina krzywych

6:f (t + K (€, ł)) cos (all+ L(€, rD)

::: rodzinq drgań okresowo-zanikających.

\a zakończenie wytażemy, że drgania (4,10) spełniają postulat zanikaniadrgań i wy-
:: : 

,,r-3d7i6y wzór na dekręment logarytmiczny, W tym cęli zbadamy związek między ko-:_':..,ni amplitudami drgań.
Z lematu 1 wynika, że zbiór amplitud drgań .& jest sumą zbiorów .{o, i e ż *.W przy-:::,:l rodziny (4.10), każdy zbior "do jest obrazem zbioru warunków początkowych,
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który pokrywa się ze zbioręm Q, ptzez odwzorowanie z1, określone następująco:

1t9: - |2ri-L(Ę, Ą],(') G't)
,9 :f ( ! |zrci - L(ć, ł)] + /( (ć, ł)) .\o)/

Funkcja/jest monotonicznawięcistnieje względem niej funkcja odwrotna. Przy ustalonym

iukład (4.11) można rozwiązać względem L(ć,ri, K(ć,rDirozwiązanie ma postać

K((,d:J-'G?)-t?, L(ć,q):żni_cotg. g,I2)

Podstawiając (4.I2) d,o układu funkcji, który odpowiada odwzorowaniu Ar*, : R!?.ilę*t'
otrzymujemy układ reprezentujący odwzorowanie przejścia li+t: .4G'l!&ę+1)

tT'):t9+To, (4.13)

tfft):f (To+f -'G9)).

Z postaci wzorów (4.13) wynika

WNrosrr 5.

Dla każdej rodziny drgań,okresowo-zartikających o postaci (4.10) spełniony jest

postulat zanikanią drgań.

Związek między kolejnymi amplitudami drgań czyli odwzorowanie /: d-d,
zdefiniowane wzoręm (3.7), określa układ funkcji

tg:tg*T g, (4.t4)
Er:f (To+f -'(ur)).

Uwzględniając (4.1,4) wę wzorze (3.9), który jest miarą tłumienia, otrzymujemy dla

drgań skonstruowanych przedstawioną metodą, wzót na dekrement logarytmiczny w funk-

cji wartości amptitud'drgań

ó:ln (4,I5)
f (Tg+f-l(er))

5. Przykłady aproksymacji rodziną drgań okresowo-zanikających

Pnzyrł,lo 5,1.

Zadanie sformułujemy następująco. Dana jest funkcja jednej zmiennej

1ęt1:_ 
:!-, (5.1.1)

a2+ a3t

gdzie a1, az, ag - stałe parametry,
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Należy ptzęanalizować warunki istnięnia rodziny drgań okresowo-zanikających dla tej
funkcji, następnie wyznaczyć tę rodzinę i jej równantę różniczkowe oraz zbadać charakter
tłumienia drgań. Sprawdzamy więc, czy spełnione są warunki podpunktu A punktu 4.

\Midać natychmiast, żę dana funkcja jest klasy C3 w przedzialę 0śr<*co wtedy,
gdy az a3ż0, czyli gdy parametry a2, ą3 sątego samego znaku. Funkcja/(r) jest oznaczona
dodatnio wtedy i tylko wtedy, gdy ąr>O i (ar*art)>}lub a1<0 i (a2ła3t)<0. Warunki
te są równoważne warunkom a, >0, azż}, a. >0 lub a110, az10, al10.Zko|ęi funkcja
f(t) jest oznaczona ujemnie wtedy i tylko wtedy, gdy at<O i (arłart)>}lub ar>0 i
(azłart)<0, zatem pod warunkiem, że at10, azżl, a3>0 lub atż}, az1o, al1o.
Mamy więc dwa przypadki i wykażemy, że w każdym przypadku spełniony jest warunek
2' podpunktu A.

Przypadek I. a1>0, azż), a. >0lub a11O, az10, aa10.

Funkcja f (t) jest oznaczona dodatnio. Obliczamy pochodną

f,(t):_atal --I_. (5.1.2)
|ą2+ a3t)'

Widzimy, że pochodna jest funkcją oznaczoną ujemnie więc w przedziale 0<l< + oo

funkcjaf (t) jest monotonicznie malejąca.

Frzypadek 2. ar<0, a2ż0, a3>0lub atżO, azś\, az10,

Funkcja f (t) jest oznaczona ujenrnie. Pochodna (5.1.2) jest funkcją oznaczoną dodatnio
ii ięc w przedziale 0 < r < f oo, funkcja /(l) jest monotonicznie rosnąca,

Zgodnie z podpunktem A punktu 4 na7eży teraz wprowadzić odwzorowanie Z, Podsta_
,iając (5.1.1) i (5.1.2) do (.2) otrzymujemy

Q1
8:-- COS?)l

a2+a3u

I
tt:-aIQl-. aCosu-aIOJ 

- 
SInr.

\a2+a3u)' ą2+a3u
-_ iład (5.1.3) reprezentuje
:. l,u, u) : u e (0, * oo), o e

^ na ,,_
_ -' : % --+'W o,

Rozwiązywanie tego problemu rozpoczniemy od wyznaczenia rozwiązańukładu (5.1.3)
1

".Jędem u i u, W równaniu (5,1.3b) przenosimy człon - oror 
lor*r*cosu 

na lewą

:::,nę i następnie podnosimy obie strony do potęgi drugiej. Otrzymujemy równanie, które
:,, :edukcji zmiennej u zapomocą równania (5.1.3a) sprowadza się do równania kwadrato-
; ::_1 względem (arła.u) o postaci

(5.1.3a)

(5.1.3b)

w naszym przykładzie odwzorowanie II :7/'o3fr, gdzie X/ro:
( - 2n, 0)} i nateży zbadać czy istnieje odwzorowanie odwrotne

(Ę +a2e2l7ar+ aru)z +2areer(ar+ a3u)+ ą23e2 - a|cł2:0 .
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Obliczamywyożnik 
,

A : 4 a2la? e| - e'ęa! e' - @2 a1)7

i następnie pierwiastki

(a2+a3u*1:--':!9'!17, .(5.1.4)
eł + (D,8,,

(a2ła3,,-1:--!ĘĘ!7 _

t; +O,t,

Z równania (5.1,3a) odpowiednio do pierwiastków (5.1.4) dostajemy

* t -asffi,++ł/costj.:----,-i- ń -)a1 e; +@'t'

-ą.ee,-źł A
tf +a2ł

Wyznaczyliśmy więc dwa układy funkcji, mianowicie

ó
cost, : -d1

Lł' :
I/
-1 -a"+as\

- ąret,+żłĄ.-|.
t! +a2e2 ) 

' (5.1.5a)

(5.1.5b)

(5.1.6a)
I/

u- :-l -a"+as\
_ a3ee,-!J l
e!+a'ł )'

(5.1.6b)

Nie zmniejszająó ogólności, ograniczamy dalsze tozważania do przypadkl gdy a1>0,
oz)0, o.>0.Ponieważmamy ówauklaóytozl,viązań porłstaje pytanie, któty ukłaó funkcji
rePrezentuje odwzorowanię II-1 i czy odwzorowanie tojestjednoznacznie określone.

NaleźY znaleźć na płaszczyźnie (e, e,) dziedzinę ń *yrnu"zonych par funkcji i zbadać
wniej kolejnowartości (u*,u*)układu(5.1.5) i(u-,u-)układu (5.1.6). Odwzorowanię od-
wrotne reprezentuje ten układ funkcji, dla którego istnieje zbior Qc,ń, lrlki żejego obraz
przez to odwzorowanie pokrywa się ze zbiorem ffo.

PrzYstępując do szczegółowej analizy, zaaważmy, że dziedziną h tozwiązańjest zbiór
Punktów, na płaszczyźnie których współrzędne spełniają warunek lż0 z wyłączeniem
Początku układu współrzędnych. Z przyrównania wyróżnika do zera dostajemy równanie
krzywej granicztej

a|Ę -e2(a!e'_a'a!l:g.
Stąd widać, że osię 8, tf są osiami symetrii krzywej graniczne1.

_ ( 8 -osee,-+JZ\U :arccos| - 

- 

|.
\a, eł +@'t" )

(5.1.7)
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Rozwiązując równanie (5.1.7) względem e, otrzymujemy

8,:t t J@?:eń
aI

Krzywą granicznątworząwięc dwie krzywe, z których jedna jest położonaw połpłaszczyź-

nie eś -r!! , a drlga w półpłaszczyźnie t)a9j . WytreStona krzywa granicznajest wi-a3 a3
d,oczna na lys. 4. Punkty należące do obszaru zawattęgo między gałęziami krzywej gra-
nicznej spełniają warunek A>0, więc z wyjątkiem początku układu współrzędnych ale
wraz z punktami krzywej granicznej tworzą dziedzinę h rozwiązań.

Rys. 4. Arłńiza funkcji u+ : K+(t, e,),

u+:L+(e, e) na płaszczyźnie (e, e,)

w przykładzie 1. Rodzina elips przed-
stawia krzywe stałej wartości funkcji
u+ : K+ (e, e,). Zbiót il jest dziedziną
odwzorowania n-1 w przypadku gdy

a1>0, a2>o, a3>o

Weźmy tęraz akład (5.1.6). Zbadamy miejsca zerowę funkcji (5.1.6a). Z przyrównania
tej funkcji do zęra dostajemy równanie

- ź ł l : or u,+ ar(e! + a' ł), (5.1.8)

Żeby nie komplikować rozważań, założmy że spełniona jest nierównośó a!-4a]a2<0.
Wówczas prawa strona równania (5.1.8) jest funkcją oznaczonądodatnio, więc w zbiorzę h
nie ma punktów, których współrzędne spełniają równanie (5.1.8), czyli funkcja (5.1.6a)
nie posiada miejsc zerowych. Stąd wnioskujemy, że w zbiorze wartości odwzorowania,
które reprezentuje układ (5.1.6) nie ma punktu o współrzędnej a równej zerll, atakie punkty
zawięra zbiór 'to.

Ten wniósek eliminuje układ (5.1.6) jako reprezentację odwzotowania II-1.
Z kolei rozważmy układ (5.1,s). Wyznaczymy na płaszczyżnie (e, e,) krzywe, wzdłuż

których funkcja (5.1.5a) jest wielkością stałą o wartościach u+ e (0, + co). Przekształcamy
wyrażenie(5.1.5a) do postaci

u* _L(_,,*--+ł!):o. (5.1.9)
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W powyższym równaniu traktujemy u+ jako parametr i dla każdego u+ e (0, -l oo) szukamy
punktów, których współrzgdne e, e, spełniają to równanie, Zauważmy, że {5.1.9) można
zastąpić równaniem

|,- _L(_o,*.,1r,?*ł!Z)l [,- _' (_o,*
L ąs\ t;ła,t, llL as\

-aru,-!J
t| + a'e2

(5,1.10)

Wynika to z faktu, że drugi człon po lewej stronie jest funkcją oznaczoną óodatnio w ń .

Po wykonaniu przekszŁałceń równanie (5.1. 10) sprowadza się do postaci

(ar u+ 1 a r)2 a' e' + |a 3 t, + ą(ar u+ + ar)]2 : r' o?, (5.1.11)

Otrzymaliśmy więc rodzinę elips. Wynika stąd, żekażdej wartości u+ e (0, * oo) odpowiada
elipsa (5.1.11), wzdłuż której funkcja (5.1.5a) jest wielkością stałą o wartości równej u+ .

Zauważmy, żę środek symetrii każdej elipsy 1eży w początku układu współrzędnych.
Przez obrót układu współrzędnych, to znaczy po wykonaniu w równaniu (5.1.11) podsta-
wienia

€:t'co§ u-e!sina,

6t: e'sin ą * e!, cos a ,

pr zy kącie u w y znac z ony m wz orem

Zar(aru* + ar)
Igzą: 

(a3u* +ą2)2kD2 -I)+ń'
równanie elipsy sprowadza się do kierunków głównych i ma postać

{(orr* +a2)2a2cosŻuł|arcosa-l(o3 u* +ąr)sinaf'} u'' +

ł {(a 3 u+ + a 2)2 a2 sinz a -l |(a, u* + a r) cos a- a. sin a]2 } e!r' : a' a? .

Widać stąd,że osie elips maleją do zęra gdy u* --+ + oo. Wewnątrz elipsy określonej paramet_
tęmu+ :0leżąwszystkie pozostałe elipsy rodziny. Dla ilustracji rozważańna rys. 4 wykreś-
lono kilka elips w}znaczonej rodziny. Ze struktury zbioru ilro:{(u,u):ue (0, +oo),
ae {-2n,0)} wynika, żę układ (5.1,5) reprezentuje odwzorowanię IIjl wtedy, gdy wzdłuż
każdej krzywej stałej wartości funkcji (5.1.5a) funkcja (5.1,5b) przyjmuje wszystkie wartości
z Przedziału (-2n,0). Wykażemy, że warunek ten jest spełniony korzystając z faktu, że
zamiast funkcji (5.1.5b) można badać funkcję trygonometryczną cos r;+. Wyznaczymy
obszary stałego znaku tej funkcji i krzywe, wzdłuż których cos a+ jest równy 1 lub - 1.

Z wzoru (5.1.5b) widać, że cos u+ zetuje się wzdłuź osi e, oraz w punktach, których
współrzędne spełniają równanię

żłZ:orur,. (5,t.I2)

4)]:0

Podnosząc obie strony równania (5.I.12) do potęgi drugiej otrzymujemy równanie przedsta-

wiające dwie proste: ,:r!1, t: - 0) 1 . Rór.ru.rie (5.1.12) jest spełnion e wzdłuż pół-a3 a3
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prostych: e:@1!, e,żO; 8:-(Da, u,<0. Jak łatwo sprawdzić półproste te nie prze-
a3 Q3

cinają elips rodziny (5.1.11).

Zkoleicos o+ :I wzdłuż gałęziparaboli er: -a3 e2 położonej w IV ćwiartce, a cos u 
+ :

a1

-_-I wzdłllż gaĘzi paraboli lr:a't2 położonej w II ćwiartce plaszczyzny. Wszystkie
a1

§Jznaczone powyżej krzywe zaznaazono na rys. 4, gdzie widać, żę wzdłuż elips rodziny
(5.1.11) funkcja (5.1.5b) przyjmuje wartości z przedziału (-2n,0). Podsumowując prze-
prowadzone rozważania stwierdzamy, że w przypadku gdy współczynniki a1, a2, a. są do-
datnie, układ (5.1.5) reprezentuje odwzorowanie Ir-1. Dziedziną tego odwzorowania jest

obszar wypełniony elipsami rodziny (5.1.11).

Wykazaliśmy więc, że dla funkcji (5.1.i) spełnione są warunki istnienia rodziny drgań
okresowo-zanikających. Wykorzystując wzory wyprowadzone w punkcie 4 możemy napisaó
postać tej rodziny i jej równanie różniczkowe.

Podstawiając funkcję/i jej pochodne do (a,8) otrzymujemy

"I_l.aąe,,:2arąi----L _cosuł2aaraz _ ---, _. sinu-co- ' corr. (5.1.13)'(a2ła3u)" - '(ar.-laju)" a2+a.3u

Zkolei podstawiając (5.1.5) do (5.1.13) dostajemy równanie różniczkowe

I41

gdzie

którego rozwiązania są drganiami okresowo-zanikającymi o postaci

a _ / t|+a'e'
e,,łOf e*2ą. | 

-

-I'' * -' --'' \_o. ee,+olJ ozrrz *1ozrs

-)tt:O,

a1
t : ---------;j- cos (cot+I,({, 4)),

ar+ a.(t+ K(€, rD)

. - ą 3 ćą + @ ł i1 ę _ ę' ęo3 ć' J r' o?)\
2-T 

,lż +@2( ),

a:m (r -;^,Ą

(5.1.14)

(5.1.15)

(5.1.16)

x(ę,ay\( _"
as\

L(ć, r1:arc"o, ( ć - o. t't +'J@1,|' "-- --- \o, Ę'+@2E, /
Jak wiemy z rozważań w punkcie 4 dla rodziny drgań (5.i.15) spełniony jest postulat za-
nikania drgań, a dekrement logarytmiczny jest funkcją wartości amplitud drgań.

Podstawiając funkcję (5.1.1) i funkcję względem niej odwrotną do (a.15) otrzymujemy
wzór

cbarakteryzujący tłumienie układu, którego dr gania aproksymowano funkcją (5. 1. 1 5).
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Pnzyruo 5.2.

RozwiązaĆ zadanię sformułowane jak w poprzednim przykładzie w przypadku funkcji
o postaci

IQ): co#+ort)'
gdzie' a1, az, Qz - stałe parametry. Jest oczywiste, że danafunkcja jest
0<l< + oo.

Poniewaz kosinus hiperboliczny jest funkcj ą oznaazanądodatnio,
o stałym znaku generowanym przez znak patametru a1.

Mamy dwa przypadki:

Przypadek I. ar>O.

Funkcja /(r) jest oznaazona dodatnio. Obliczamy pochodną:

fr(t): - o, a,
sinh(ar+art)

(5.2.2)
cosh2(ar+ art)

Zgodnie z warunkiem 2'podpunktu A funkcja f (t) ma być monotonicznie malejąca
gdy jest oznaczona dodatnio. Warunęk ten jest spełniony gdy as sin h(a"*a3r)>0, a więc
gdy współczynniki a2, a3 sĄtego samęgo znaku. Widzimy stąd, że tunkcjaf (t)jest ozna-
czona dodatnio i monotonicznie malejąca wtedy i tylko wtedy, Eóy at>O, a2>a, a3>o
lub a, >0, az10, ąs<0.

Przypadek 2. ar<O.

Funkcja /(l) jest oznaczona ujemnie.
Zgodnie z warunkiem 2o podpunktu A funkcja f(t) ma być monotonicznie rosnąca

gdY jest oznaczona ujemnie, Ponieważ funkcja jest monotonicznie rosnąca gdy jej pochodna
jest oznaczona dodatnio więc, jak widać z wzoru (5.2.2), warunek ten jest spełniony gdy
a, sinh(arła3t)>o, czyliprzy identycznych warunkach na współczynniki ar, a. jak w po-
przednim przypadku.

WYnika stąd, że funkcjaf (t) jest oznaczona ujemnie i monotonicznie rosnąca wtedy,
gdy at10, azżL, as>O lub at10, clzś\, asś\,

PostęPując zgodnie ze schematem nakreślonym w poprzednim przykładzie przeanalizu-
jemY odwzorowanie II : ł//o"Śa, które w tozważany^ prĄtłuazie jest repfezentowane
przez układ funkcji

aI
8:--- COS?JI

cosh(ar* aru)

sinh(arłaru)
Ę: -ala3 cos ?' - c{) Sln r.

cosh2(ar+ aru) cosh(ar+a3u)

142

(5.2.1)

klasy C3 w przedziale

więc /(l) jest funkcją

ą!

(5.2.3a)

(5.2.3b)

Należy wyznaczyó odwzorowanie odwrotne 17-1 : a37/ro, W tym celu rozwiążemy układ
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(5,2.3)względem u i u. Wrównaniu (5.2.3b) przenosimy czł9l _ ąl o, !!ĘĄ "oru" cosh'(ar*alu)
na lewą stronę i następnie podnosimy obie strony do potęgi drugiej. Otrzymujemy równanie,

które po redukcji zmiennej a zapomocąrównania (5.2,3a) sprowadza się do równania kwa-

dratowego względem tgh(ar+a3u) o postaci

(a! eŻ + a' a!) tghŻ (a, ł a 3 u) + 2 a, u, tgh (a, l a, u) + e| + a2 (t2 - a|) : o,

Obliczamy wyróżnik

l : ąazL@? - e'1 1a! e' + a2 a|1 - a| e|f

i następnie pierwiastki

143

Z kolei wykorzystując (5,2.3a) można (5.2.3b) przedstawić w postaci

Et: - a3u tgh(ar+ aru)- ac tga .

Stąd odpowiednio do pierwiastków (5.2.4) otrzymujemy

. + I -a2ale,-trorełitg11 ':
-b- -ń ,- oe aie'łol'ai

tgr- : I - a'2?:,+ż?, :łj .- 0)e a!e'+a'a',

Mamy więc dwa układy funkcji, mianowicie

:,-:Ł[-o,+a. *^(ź#)],
, / 1, -a2a|e,-!are] 11

I)' :arctEl .--__-, 

- 

,_- -'\r, a!ł+aza| )

,:*L_a"*Ar,,o(##)],
_ l 1 -a2a|e,+trorrłZ1D :arc tE \,De*-ą?i @ĘT- )'

(5.2.4)

(5.2.5a)

(5.2.5b)

(5.2.6a)

(5.2.6b)

podobnie jak w poprzednim przykładzie ograniczymy ĘIsze rczważania do prrypadku

ar>g, a2>0, as>O.Wyznaczymy najpierw dziedzinę ń rozwiązań, następnie prueana,

na płaszczyźnie (e, e,) najpierw funkcje (5.2.6), a następnie (5,2,5),
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ZauwaŻmY, że dziedziną a rczwiązańjest zbiór punktów na płaszczyźnie" których współ_
rzędne spełniają warunek l>-O.

z przyrównania wyróznika do ze.ra dostajemy równanie krzywej gtanicznej

ęa2, - e'1 @! e' + a' a'r1 _ a? u? :o .

Widać stąd, że osie e, e, są osiami symetrii krzywej granicznej.
Rozwiązując równanie (5.2.7) względem e, dostajemy

(5.ż.7)

l--
s, : tl ł @l- r')(r3 r' + r' o1),

a1
(5.2,8)

czyli dwie krzywe, zktorych jednależy po dodatniej, a druga po ujemnej stronie osi er.
W celu wYkreślenia krzywej granicznej szukamy punktów ekstremalnych. Stwierdzamy, że
są możliwe dwa przypadki:

to a3<a. Punkty ekstremalne są punktami przecięcia krzywych (5.2.8) z osiąe,. Górna
krzywa osiąga w punkcie ptzecięcia minimum, a dolna maksimum.

2o a3>ol. Pojawiają się dodatkowe ękstrema dla tr,r:to'łW-Ó. Górna
ą3

krzywa ma dodatkowo dwa maksima, a dolna dwa minima.
W'ykreślona ktzywa granicznaw przypadku Edy ar>al jest widoczna na rys. 5.

Rys. 5. Analiza funkcji u+:K+(e,t),
u+ :L+(e, e) na płaszczyźnie (e, er)

w przykładzie 2. Rodzina elips przedsta-
wia krzywe stałej wartości funkcji ł+:
:K+(a, sJ. Zbiót fr jest dziedziną
odwzorowania II'1 w przypadku gdy

atźO, azżO, asżO

punkty należące do obszaru ograniczonego krzywą granicznąspełniają warunek />0,
wobec tego wtaz z punktami krzywej granicznej tworzą dziedzinę h rczwiązań.

WeŹmY tęraz układ (5.2.6). Pokażemy że w zbiorze wartości odwzorowania, które
układ ten rePrezentuje nie ma punktów o współrzędnej z równej zęru. Z ptzyrównania
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funkcji (5.2.6a) do zera dostajemy równanie

- ż łZ : o, eer+ (a2, e2 + o2 a|) tgh a, .

Funkcja po prawej stronie równania (5.2.9) zeruje się wzdłużkrzywej

ą?ł +a2ą?tr: -_:-'-: tghar,
ast

tg,,, (a 2 ł a g,-l _ (-+#A : o .

(5.2.9)

(5.2.10)

która składa się z dwóch gałęzi, z których jednależy w II ćwiartce, a dtugaw IV ćwiartce
PłaszczYznY i dzielą płaszczyznę na trzy podobszary stałego znaku rozważanej funkcji,

Aby uprościć rozważania załóżmy, że spełniona jest nierówność (a3+2@)tgha2źag.
[Ówczas wzdłlż krzYwej (5.2.10) wyróżnikl jest ujemny, czy\ikrzywależy pozazbiorem
4 i w zbiotze a Prawa strona równania (5.2.g) jest funkcją oznaczoną dodatnio. Zatem
nie ma punktów, których współrzędne spełniają równanie (5,2.g), czyli funkcja (5.2.6a)
nie Posiada miejsc zerowych. Wnioskujemy stąd, żę układ (5.2.6) nie reprezentuje odwzoro-
wania rI- 1 

, Ponieważ zbiór wartości tego odwzorowan ia, to znaczy zbior "//r gzawiera punk_
ty o współrzędnej rz równej zeru.

Z kolęi rozwaŻmY układ (5.2.5) . Wyznaczymy najpierw krzywe stałej wartości funkcji
(5.2.5a) i następnie zbadamy wartości funkcji (5.2.5b) wzdłużtych krzywych.

Przekształcamy wyrażenie (5,2.5a) do postaci

(5.2.11)

W równaniu (5.2.11) traktujemy u+ jako parametr i dla kaźdego u+ e (0o + oo) szukamy na
płaszczyźnie (e, e) punktów, których współrzędne spełniają to równanie. zauważmy, że
,-5.2, 1 1) można zastąpió równaniem

|rrn 
ro, *,,, - 

> - (:++#\] 
[*o 

r", +,,, \ - (++#\ : 0 . (5 .2. 12)

\\-r,nika to zfaktu,że drugi członpolewej stronie nie ma miejsc zerowychw h.
Po wykonaniu przekształceń otrzymujemy

,'r'+(r,+ ore tgh(a2* aru*))' :r'o]1t -Wn2(ar+ aru+)) . (5.2.13)

?t -i n,nanie (5.2.1 3) pirzedstawia rodzinę elips.
Tak więc kaŻdej wartoŚci u+ e (0, * oo) odpowiada elipsa (5.2.13), wzdłużktórej funk_

:_: (5.2.5a) jest wielkością stałą o wartości równej u+ .

Z (5,2,13) widaĆ, że środek sYmetrii każdejelipsy leźy w początku układu współrzędnych.
łzęz obrót układu współrzędnych o kąt o określony wzorem

tg2a:
2a, tgh(a2* asu*)

(a2 - I) + a] tgh' G;ła;;ł1
-: .;nanie elipsy sprowadza

?:ace IMP z. 66

się do kierunków głównych i ma postać
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{ro2 cos2 a +' [sin a + a3 cos fi tgh(ar+ aru*l}Ż} e'2 +

+ {a2 sin2 a * [cos a - o3 sin a tgh (o 2 + a, u+ )]2} e12 :
: c,l2 a? (I - tgb2 (a, + a, u+ )) .

Widać stąd, że osie elips maleją do zęta gdy u+--r+oo. Wewnątrz elipsy określonej

parametrem u+ :0 leżą wszystkie pozostałe elipsy rodziny. 'W celu ilustracji rozważań na

rys. 5 wykreślono kilka elips wyznac zonej rodziny . Zbadamy tętaz wartości funkcji (5 ,2.5b)

wzdłlż każdej elipsy rodziny. Badania te przeprowadzimy grafrcznie na płaszczyźnie (e, e,)

korzystając z faktu, że zamiast funkcji (5.2.5b) można badać funkcję trygonometryczną
tg a+ .Wyznaazymy obszaty stałego znakutej funkcji izpołożenia elips względem obszarów

stałego znakl będziemy wnioskować o wartościach funkcji (5.2.5b) wzdłuż elips.

Zauważmy, że tga+ zmięnia znakptzy przejściu ptzez oś e, ponieważ jest funkcją
nieokreślonąwzdłażosieriprzye,>0,gdye-+0magranicęlewostronną *o,&prawostron-
o4 - @, natomiast przy e,<0 odpowiednio - oo i + oo.

Miejsca zerowe funkcji tg u+ określa równanie

aza]t,: -lareł / . (5.2.t4)

Podnosząc obie strony równania (5.2,14) do potęgi drugiej otrzymujemy równanię krzywej,
która składa się z dwóch gałęzi,zktórychwybieramy gałąźpołożoną w II i IV ćwiaftcepłasz-
czyzny określoną równaniem

q3 l , )€r: -- t^ł a7-t- ,
a1

(5.ż.ń)

wzdłuż której zeruje się funkcja (5.2,5b).

Krzywa (5.2.15) jest wykreślona na lys. 5 i jak widaó wraz z osią e, dzieląńior & na

cztery podzbiory stałego znaku funkcji tgu+ . Każda elipsa przecina wszystkie podzbiory
stałego znaku, a więc wzdłuż krzywej stałej wartości funkcji (5.2.5a) funkcja (5.2.5b) przyj-
muje wartościzprzedziału (-2n,0), czyli obrazem zbioru punktów elips przez odwzorowa-
nie, które reprezenĘe układ (5.2.5) jest zbiór "l/ro,

W wyniku przeprowadzonychtozważań stwierdzamy, że w przypadku gdy współczynn!
ki ar, ar, a3 są dodat|ie układ (5.2,5) reprezentuje odwzorowan ie II- 1 

.

Konsekwencją przeprowadzonychrozważań jest wniosek, że wychodząc z danłj funkcji
(5.2.1) można zbudować r odzinę drgań okresowo-zanikających.

Postępując wedfug schematu nakreślonego w punkcie 4 podśtawiamy funkcję f i jei
pochodne do (a.8).

Mamy

_1a'+ a?)

cosh(a, łaru)
a1

cosh(ar+ a3u)

Zkolei podstawiając (5.2.5) do (5.2.16) dostajemy równanie różniczkowę

sinh(a, łaru)
_ COSU+C9
cosh"(arł a su)

;tt : 2a z tgh, (a 2 ł a 3 u1|o, o,

ett+(0)2 +aZ)r+Zor(

a1 ,io,]+

cos rr. (5.2.16)

-a3ee,+aJffi\^ _n
aźe, +(D,ai /

(5.2.I7)
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którego tozwiązania są drganiami okresowo-zanikającymi o postaci

e:fficos(ol+L((,q)), (5,2,18)

gdzie

1T /-a^Fn-Łrn.l(n?_F2\(nzvz-.^z)ż||-jj11K(ć"D:Lo,|-o,*o,"^( 
)],

, /I -azalq-ąsaćł(WL(Ę, r|:arc tg l _-'\rć ąTa3ć2 +@2a?

Dla skonstruowanych drgań ważne są wnioski z punktu 4.
Na zakończęnie wYprowadzimy wzór na dekrement 1o garytmiczny. Podstawiając funkcję

(5.2.1) i funkcję względem niej odwrotną do (4.15) otrzymujemy

a:m/ " \
I o, |'

\.",n(".To+Ar *"^ 
*r)l

Po wYkonaniu Przekształceń wzór na dękrement logarytmiczny vpraszcza się do postaci

ó:ln ("o,h alro+| lffilsinhas ł).

Pnzyxrło 5.3.

To samo zadanie jakw poprzedni chprzykładach przedyskutujemy w przypadku funkcji
f (t) danej w postaci

f(t : 
al

sinh(a, +a3t)'

gdzie ar, az, Qł - stałe parametry.
-{,nalizujemY kolejno warunki istnienia rcdziny drgań okresowo-zanikających dla tej

-*kcji. Tak więc funkcja f(t) jest klasy C3 w przedziale 0<l<*oo pod warunkiem, że
;'---.)0, Zkolei dana funkcja ma być oznaazona dodatnio lub ujemnie. Widzimy żef(t)
:j| oZTldQZQtIa dodatnio wtedy i tylko wtedy, EdY at>O i sinh(arła3t)>O lub a1 <0
: :,\(a, t a3t) <0. Warunki te są równowaźne warunk om ar> a, az}O, as> 0, lub a, < 0,

.-<0. a: <0.
Funkcjaf (t) jest oznaczona ujemnie wtedy, gdy at>0 i sinh (a2ła, t)<0\ub ar<0
:h(a2łagt)>O, cĄi pod waiunkiem, że a1>0, ar<ana3<0 lub a1 10, azż\, asżL.
tvidzimy stąd, że są możliwe oba ptzypadki, wykażemy, że w każdym przypadku speł-

:: ,:r, jest warunek 2" podpunktu A.

:i!l]|ć

(5.3.1)
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Przypadek I. a1>0, azżI, a3 >0 lub qt10, az10, as<O.

Funkcja "f(l) 
jest ozrlaczona dodatnio. Obliczamy pochodną:

cosh (ar+ art)
J,lt) : - ą t o r rna].;", + o, t)'

(5.3.2)

Pochodna jest funkcją oznaczoną ujemnie, więc w ptzedziale 0<l<*m funkcja /(l)
jest monotonicznię malejąca,

Przypadek 2. a1>O, az1},a, <0 lub at1O, &zż0, azż\.

Funkcja/(l) jest oznaczona ujemnie. Pochodna (5,3.2) jest funkcją oznaczoną dodatnio

czyli w tym przypadku funkcja/(r) jest monotonicznie rosnąca.

odwzorowaniu II: ffg3ą w tozważanym ptzykładzie odpowiada układ funkcji

a1
t: :--:-:- COSlr,

sinh(c, * a3 u)

cosh (arł aru) cl1
Sln0.

(5.3.3a)

(5.3.3b)E.:_a, a" 

- 

coslr-G)- sinh'(arta.ł) sinh(a2+ a3u)

Należy wyznaczyć odwzorowanie odwrotne II-1: g34/ro. Rozwiązujemy więc układ

(5.3.3) względem u i u.Wrównaniu (5.3,3b) przenosimy człon - oror"!!Ąo4^ 
"o,u" sinh'(ar*aru)

na lewą stronę i następnie podnosimy obie strony do potęgi drugiej. Otrzymujemy równanie,

które po redukcji zmiennej a za pomocą równania (5.3.3a) sprowadza się do równania

kwadratowego względem ctg}l,(a2ła,ru) o postaci:

(a! ł - aŻ a|) ctgh2 (a, + a, u) + 2a, u, ctgh (a, + a, u) + t! + a' ęa| 1 łS : 0 .

obliczamY wYróŻnik 
A:4, 2 |(ą1+ ł)(a2a?,_ al er) + al Ęf

i następnie pierwiastki

- ą3t€,++J A
ctgh(a, ł a, u- ) : ;iż;FĘ,

ctgh(a.rł a3u-.= - 
ezee'--Źł /,-Ę7_eĘ

Zkoleiwykorzystując (5.3.3a) można (5.3.3b) przedstawić w postaci

tt: - a3t, ctgh(a,r+ aru)-aetgu .

Stąd odpowiednio do pierwiastków (5.3.a) otrzymujemy

(5,3.4)

.-.C
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\{amy

tgu* : 7 a' a|e,_- źa. tłZ,
QJe a1 e- - @'ą'I

tEu_ :1 a'ale,+źąreJZ
|bv -ń o!?-.%i

więc dwa układy funkcji, mianowicie

u : 
Łl_,2 

* Ar ct gh (źroŹg, u _ o ")],
+ / 1, c}a|t,-1areJZ\

D' :arc tg l -, 

- 

l,
\@t a1€, - (D'ai /

,:Łl-,2*Arctgh (ź#\,
( I oła|e,ł+ąrt,łllu :atc,r 
\r, --Ę? _ća-1 )

(5.3.5a)

(5.3.5b)

(5.3.6a)

(5.3.6b)

do przypadku gdyTak jak i w poprzednich przykładach ograniczamy nasze rozważania
współczynniki a1, a2, au są dodatnie.

Dziedziną ń rozwiązańjest zbiór punktów na płaszczyźnie €, €,, których wspóhzędne
9ełniają warunek />0 i a!e'-a'a|10.

z ptzyrównania wyróżnika do zera dostajemy równanie krzywej granicznej

(a]+ łlęa2a|- a!ł)+ a?e? :o . (5.3.7)

'l'idaĆ stąd, że osie 8, €, są osiami symetrii krzywej granicznej. Rozwiązując równanie
5.3,7) względem e, mamy

l-- 

--
sr: tl ł@?+ł)(a!ł -a2a2r),a1

(5.3.8)

_\irywą graniczną twotzą więc dwie krzywe, z ktotych jedna leży w półpłaszczyźnie
a.

l ś - ar 2, a druga w półpłaszczyźnię e,żaa. Wykr.Slona krzywa granicznajest wido_a3 a3
]":ra na rYs. 6. PunktY należące do obszaru zawafiego między gałęziami krzywej granicznej
,;ełniają warunek / >0. Drugi warunek a!e2 -arallO wyklucza punkty dwóch prostych

: równaniach t:łall , wzdłuż ktorych Zż0.
a3

Dziedzinę fr rczwiązań jest więc zbiór punktów na płaszczyźnie zawarty między gał*
:lr=i krzywej granicznej wraz z punktami krzywej granicznej i bez punktów prostych

a1'= -c) -,a3

Z lwagi na to, że funkcje układu (5.3.5) i (5.3.6) są nieokreślone wzdłuż prostych



150 J. Szczygieł

Rys. 6. Arraliza funkcji u-:K-(e,et),
o-:L-(e, e) na płaszcryźnie (a, e,)

w przykładzie 3. Rodzina elips przedsta-
Ńia krzywe stałej wartości funkcji a-:
:K-(e,e). Zbiót g jest dziedziną
odwzorowania Ir-1 w przypadku gdy

alż0o a2>0, aa>o

a: *a)o' , uby nie komplik ować tozważań, poszukamy warunków, przy których odwzoro-
a3

wanie odwfotne II-Ljest określone w pasie płaszczyzny -a!l<e<rp1. Weźmy układ
a3 a3

(5.3.r. Łatulo sprawdzić, że funkcja (5.3.5a) jest oznaczona ujemnie w powyższym pasie

płaszczyzny,co eliminuje układ (5.3.5) z tozważań. Zbadamy więc układ (5.3.6). Postępując
według schematu nakreślonego w poprzednichptzykładachwyznaczamy najpierw ktzywe
stałej wartości funkcji (5.3.6a) i następnie badamy wartości funkcji (5.3,6b) wzdłuż tych
krzywych. Ptzęksńałcamy wyrażenie (5.3.6a) do postaci

(5.3.9)

'W równaniu (5.3.9) iraktujemy u- jako parametr i dta każdego u- e <0) *oo) szukamy

w pasie płaszczyzny -rllar..apunktów, których współrzędne spełniają to równanie.
a3 a3

Równanie (5.3.9) można zastąpić równaniem

|ctsh 
(a z + a, Ą - (ź#)l [o*o., 

*,.,- l - (++4Ą: o,

(5.3.10)

w którym drugi człon po lewej stroniejest funkcją oznaczoną dodatnio.
Po wykonaniu przekształceń ofizymujemy

co2e2 +(e,+ art, ctgh(a2* a3u-)\2 :c112 a](ctgh2(a"+ aru-)- t) . (5.3.11)

Równanie (5.3.11) przedstawia rodzinę elips. Środkiem symetrii każdej elipsy jest po-

ctgh (a, * c. "-l -(ę;ff):o .



Metoda konstrukcji równania ruchu układu ...

czątęk układu współrzędnych. Jeźeli spełniona jest nierówność ctghar.rllłĘłł,
a3

to wszystkie elipsy rodziny (5.3,11) (eżąw pasie płaszczyzny -@!!.r.r!1. wó*"ru,ą3 a3
każdej wartości u-e(0, +oo) odpowiada elipsa (5.3.11), wzdfużltórej funkcja (5.3.6a)
jest wielkością stałą o wartości równej u-.

Ptzez obrót układu współrzędnych o kąt a określony wzorem

tg2a: 2a, ctgh(ar* alu-)
(a2 -t)+al cigh'Gr+ąru )

151

równanie elipsy sprowadza się do kierunków głównych i ma postać

{a2 cos2 a + fsin a + ca cos a ctgh (a, + a, u- )]2} e' 
2 +

{a2 sin2 a*[cosa-a3 sinactgh(a 2ła3u-)]2}Ą2: )

: a' a? (ctgh2 (a r + ar u- ) - 1) .

WidaĆ stąd, Że osie elips maleją do zera gdy u- --+ + oo. Wewnątrz elipsy określonej paramet-
tem u-:01ęŻą wszYstkie pozostałe elipsy rodziny. Rodzinę 1s.:.ir1 ilustruje titt<a elips
na rys. 6.

ZbadamY teraz wartoŚci funkcji (5.3.6b) wzdłużkażdej elipsy rodziny. Badania te ptze-
ProwadzimY graficznie na Płaszczyźnie (e, e,) wyznaczając oa"rury stałego znaka funkcji
tg a-, ZPołoŻenia elips względem obszarów stałego znakubędzie-y *niorto*ać o wartoi_
ciach funkcji (5.3.6b) wzdłuż elips.

zauważmy, że tga- zmięnia znak przy przejściu .ptzez oś e,, ponieważjest funkcją
nieokreśloną wzdłaż osi e, i przy er>0, gdy e-+0 ma granicę lewostronną *oo, a prawo-
stronną -ooo natomiast przy e,<0 odpowiednio -oo i f q. Z wzoru (5,3.6b) wid,ać,
że jeżeli współrzędne punktu należącego do zbioru h spełniająrównanie

a'a!er: -źoruł A, (5.3.L2)

(5.3.14)

to w tYm Punkcie.funkcja tg u- jest równa zeru. Podnosząc obie strony równania (5.3.12)
do potęgi drugiej otrzymujemy

(a2 a|- a2, ez)|a| e| _ a! tręa|+ ur1l:g . (5.3.13)

Z punktów, których współrzędne spełniają równanie (5.3,13) wybieramy punkty położone

w pasie płaszczyzny -,ll.rarY, w których spełnione jest równanie (5.3.12). Są to
punktykrzywej 

a3 ag

Cl3 t--i-----.8r: -- e\| ai + e'
a1

położonej w II i IV ćwiartce płaszczyzny.
KtzYwa (5,3,14) jest wYkreślona na rys. 6 i jak widać wtaz z osią e, dzielą zaznaczotly

na rYsunku Pas PłaszczYznl na cztery podzbiory stałego znaku funkcj i tg a-, Każda elipsa



l52 !, Szczygieł

przecifla wszystkię podzbiory stałego znaku więc wzdłuż krzywej stałej wartości funkcji
(5.3.6a) funkcja (5.3.6b) przyjmuje wartości z przedziału (-2n,0), czyli obrazem zbioru
punktów elips przez odwzorowanie, które reprezentuje układ (5.3.6) jest zbiór "lf g.

Stąd wynika, że w rozważanym przypadku układ (5.3.6) reprezentuje odwzorowanie
Ir-1.

Z przsprowadzonych tozwńań wynika, że spełnione są wszystkie warunki podpunktu
A punktu 4, czyli na podstawie danej funkcji (5.3.1) można skonstruować rodzinę dtgań
okresowo-zanikających.

Podstawiając funkcję/i jej pierwszą i drugą pochodną względem czasu do (a.8) otrzymu-
jemy

ą1:2ag ctgh(ar+ ar")|, ,rffi#}cosu + a)a'
sinh(ar+ aru)

,*,]*

Zkolęi wstawiając (5.3.6) do (5.3.15) dostajemy równanie różniczkowe

e,,+(az +a!)e+za, 
)r,:o,

którego rozwiązania są drganiami okresowo-zanikającymi o postaci

ar8:fficos(at+L((,u)),

cos t,l. (5.3.15)

rctgh (

za|4+ 
a

gdzie

1TK((,tD:-| -ar*alL

, /,tL(Ć,rD:arc tg l _- \alś

(5.3.16)

a

-a'a|+a!ę
Jak wiemy z rozważań w punkcie 4 skonstruowane drgania spełniają postulat zariikania
drgań, a miata zanikania, to znaczy dekrement logarytmiczny jest funkcją wartości ampli-
tudy drgań.

Na zakończenie tego przykładu podamy wzór na dekrement logarytmiczny charaktery-
zulJąay tłumienie układu, którego drgania aproksymowano funkcją (5.3.16).

Podstawiając funkcję (5.3.1) i funkcję względem nisj odwrotną do wzoru (4.15) otrzymu-
jemy

+

q2+a

(x2q

T,

(.'o1-
iĘ{
:Ę5

Ę')

-,ąi

a

+_a'
---ó
(D'

fu-,łą_

łG\ęu

a3

aĘa3

aln'
],)



Metoda konstrukcji równania ruchu układu "..

Po wykonaniu prostych przekształceńmożnawzót na dekrement logarytmiczny sprowadzić
do postaci
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ó:ln(cosh ą^Tn+Y.l(:r\'łl sinbo" r^\. (5,3.t7)^ 

\---" 
"J , U , 

,a, \!\e, ) 
| r Jr!!U -, ,o 

)

Praca wpłynęła do Redakcji w malc[ 1973 r.
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MeroA KoHcTpyKIIIłu ypaBIIeHlIfl ABruKeHIfi cIrcTeMbI c oAHoń cTeIrenblo

cBodoAbl Ił3 ceMeficTBa 9Kctrep[MeHTaJIbHhIx KpIłBbrx

Pesrove

Pa6ora KacaeTc{ npo6rrerrrr onłrciarflIa cIĄJI BHyTpeEI{ero Tpenu.fi B Kol{cTpyrruoHHblx MaTepI{aJIax
nptr oAIropoAIIBIx cocTorllurlx HaIIp')KeEd.

CsvraĄ TIrEIFIHyr cIłcTeMy AJI{ IłccJIeAoBaIIIł{ BHyTpeHHero TpeHIł, IvIeToAoM cro6o4rrrrx xorre6a-
HIłfi ęqplęN4aż c oAHoż cTenelIblo cno6o.qrr, 4peAcTaBJIeELI Teoperlłqecxtre ocHoBbl IłAeIł a[poKcIiMarIEIl
9KcIIepItMeIITaUlbHLlx ItpEBBIx AByEapźilłeTplflecxuu cerrłeżcTBoM trHTerpźUIbEBIx KpIłBBx u grrBoAa ;głó_
óepegrganrsrroro ypaBHenfi, sroro ceil4eżcrBa.

B rryrrrtre 3 oqpe4errxercx oco6ax $opua raroro celreftcrra, r. rral, cerrłetcTBo treptroAlłqecrtr 3aTy-
xa}olqrx xorre6aHrłfi.

Ąrrł sroro ruua roIe6arrrłź rre4eno trorl .Ttre aMIIIIIzTyIbI rorre6arrzĄ [poaHaJIrł3rłpoBaIIBI cBr3ll
MexAy oqepeAHblMtr źiMIuIIrTyAaurł roledarrrń I4 TolIHo ollpe.qeJreHa o6rqerrpuuenieMa.{ Mepa 4evn$rłpo-
BaHItn, T. Has. .norapu $Irłwłeclę_zt AeKpeMeHT.

B nYnrre 4 rrPegcraełerł s(|$ercrmnr,rż MeToA l{oncTpyrqrłr cervreńcTBa treplłoAfi{ec6lł 3aT1rxalolqfix
rołeGarłd Ila ocnoBe rpa$uxa ero npoll3Bo,qrqeż ó}ryrqrn. Mero5 rłrrłrocTpl{pyeTc, TpeMrI IIpzMepaM}I
s rryrrxre 5.

A Method of Derivation of the Equation of Motion of a System Having one Degree of
Freedom from the Experimental Family of Curves

Summary

The Problem of the description of internal friction forces in structural materials under single-axial
stress conditions is dealt with.

Theoretical principles both of the concept of approximation of the experimental curves through



154 J. Szczygieł

a two-parameter integral family of curves and of the derivation of a differential equation for this family
are presented.

A special case of such a family, namely the lamily ol petiodically decaying vibrations is defined in
Section 3.

A concept ol the vibration amplitude is introduced for such vibrations aad the relations between
the subsequent amplitudes are analyzed. The commonlyused damping mea§ure, the so called logarithmic
decrement, is precisely determined. An effective method of constructing a family of periodically decaying
vibrations from a diagram of its generating function is described in Section 4. The method is illustrated
with three examples in Section 5.
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