PO L 8 KA A KA D E-M J A NoA UK
INSTYTUT MASZYN PRZEPLYWOWYCH

PRACE
INSTYTUTU MASZYN
PRZEPLYWOWYCH

- TRANSACTIONS
OF THE INSTITUTE OF FLUID-FLOW MACHINERY

66

WARSZAWA—POZNAN 1975
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE




PRACE INSTYTUTU MASZYN PRZEPLYWOWYCH

poswiecone sa publikacjom naukowym z zakresu teorii i badafi doswiadczalnych
w dziedzinie mechaniki i termodynamiki przeplywéw, ze szczegblnym uwzgled-
nieniem problematyki maszyn przeplywowych

*

THE TRANSACTIONS OF THE INSTITUTE OF FLUID-FLOW
MACHINERY

exist for the publication of theoretical and experimental investigations of all
aspects of the mechanics and thermodynamics of fluid-flow with special reference
to fluid-flow machinery

KOMITET REDAKCYJNY — EXECUTIVE EDITORS

KAZIMIERZ STELLER — REDAKTOR — EDITOR

JERZY KOLODKO - JOZEF SMIGIELSKI
ANDRZEJ ZABICK1

REDAKCJA - EDITORIAL OFFICE

Instytut Maszyn Przeplywowych PAN
ul. Gen. J6zefa Fiszera 14, 80-952 Gdanisk, skr. pocztowa 621, tel. 41-12-7 1

Copyright
by Pafistwowe Wydawnictwo Naukowe
Warszawa 1975

Printed in Poland

PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE—-ODDZIAL W POZNANIU

Nakiad 370+90 egz. Oddano do skiadania 7 VIII 1974 r.
Ark, wyd. 14,75. Ark. druk. 11,375+ 1 wkl. Podpisano do druku 171II 1975 r.
Papier druk. sat. k. V, 70 g Druk ukoficzono w lutym 1975 r.
Nr zam. 577/43 F-17/1183. Cena zt 45,—

DRUKARNIA UNIWERSYTETU IM. A. MICKIEWICZA W POZNANIU



PRACE INSTYTUTU MASZYN PRZEPEYWOWYCH
1975 Zeszyt 66

JERZY SZCZYGIEL

Gdanisk

Metoda konstrukcji réwnania ruchu ukladu o jednym stopniu swobody
z rodziny krzywych pomiarowych*

Praca dotyczy zagadnienia opisu sit tarcia wewnetrznego w materiatach konstrukcyjnych przy jedno-
osiowych stanach naprezefi.

Traktujac typowy uklad do badania tarcia wewnetrznego metoda drgan swobodnych jako uklad
o jednym stopniu swobody, przedstawiono teoretyczne podstawy koncepcji aproksymacji krzywych
doswiadczalnych dwuparametrowa rodzing krzywych calkowych i wyprowadzenia réwnania r6zniczko-
wego tej rodziny. Podano metode konstrukcji szczegolnej postaci takiej rodziny w oparciu o wykres
krzywej pomiarowej.

1. Wstep

Zjawisko tlumienia materialowego towarzyszace deformacji ciala, ktérego efektem jesi
zamiana energii mechanicznej w cieplo, jest zwiazane z réznymi procesami fizycznym
zachodzacymi w materiale, jak np. prady termiczne, prady wirowe, dyslokacje itp. W zwiaz-
ku z tym deformacja ciata nie jest w tych warunkach procesem czysto mechanicznym.

Chceae opisa¢ deformacjg ciala z rozpraszaniem energii mechanicznej na gruncie mecha-
niki nalezy przyja¢ istnienie sil tarcia wewnetrznego, charakteryzujacych wewnetrzne pro-
cesy dyssypacji.

W ten sposéb powstaty modele Voigta, Maxwella itp. Oprécz teorii opartej na modelach
postulowano tez inne hipotezy odnosnie sit wewnetrznych. I tak na przyklad, zasada super-
pozycji Boltzmanna uzaleznia stan materiatu od poprzedzajacej historii obciazenia za po-
mocg funkcji petzania lub funkgji relaksacji. _

Wszystkie te teorie maja wspGlna ceche, mianowicie postuluja pewne prawa lub zwiazki
fizykalne migdzy naprezeniem, odksztatceniem i predkoscia odksztalcenia, a materiaty pod-
legajace tym prawom zalicza sig¢ do klasy o okreslonej nazwie jak np. materialy lepkospre-
zyste.

Liniowa teoria lepkosprezystosci nie opisuje dobrze materialéw konstrukcyjnych (me-
tale i ich stopy), ktérych zachowanie sig znacznie odbiega od zachowania materiatéw lepko-
sprezystych.

* Praca wykonana w ramach problemu resortowego PAN-19, grupa tematyczna 2.

[119]



120 J. Szczygiet

Istotna cechg tych materialow jest zalezno$¢ dekrementu logarytmicznego od amplitudy
drgan. Stad wynika, Zze réwnanie stanu dla tych materialéw ma charakter nieliniowy.

Istnieje wiele koncepcji i metod znajdowania réwnan stanu materialéw konstrukcyjnych
przy jednoosiowych stanach naprezen. S. Ziemba w pracy [1] proponuje opis tarcia wew-
netrznego jako mechanizmu wiskotyczno-ciernego, uwzgledniajacego mikroplastyczne
odksztalcenia. Z. Osinski [2] wysunatl hipoteze, ze opor ciala przeciwko zmianie stanu moz-
na traktowaé jako zlozony z trzech sktadowych: oporu sprezystego, oporu tarcia wewnetrz-
nego i oporu relaksacji. W oparciu o te hipoteze opracowat model, ktérego wlasnosci przy
odpowiednim doborze wspotczynnikéw odpowiadaja zaréwno statycznym jak i dynamicz-
nym wilasno§ciom ciat rzeczywistych.

W pracy [5] zebrano zaproponowane zwiazki miedzy naprezeniem a odksztalcenlem
wyprowadzone w oparciu o wyniki do$wiadczalne, mianowicie przez aproksymacje petli
histerezy otrzymanej przy badaniach tlumienia materialowego metoda rezonansowa.
Wtedy uzaleznia si¢ naprezenie od odksztalcenia, nie biorac pod uwage wartosci predkosci
odksztalcenia.

Mimo wielu prac nie jest dotychczas mozliwe opisanie procesu rozpraszania energii
W sposdb wiernie odtwarzajacy proces rzeczywisty, a jednocze$nie przydatny do zastosowan.

Niniejsza praca dotyczac zagadnienia opisu sil tarcia wewngtrznego w materiatach
konstrukcyjnych zwiazana jest z prowadzonymi w Instytucie Maszyn Przeptywowych
PAN eksperymentalnymi badaniami ttumienia materiatowego metoda drgan swobodnych.
Badania eksperymentalne opublikowane czgsciowo w pracy [4] majg na celu wyznaczyé
zdolnosci thumiace réznych materiatéw konstrukcyjnych. Natomiast celem badan teoretycz-
nych jest znalezienie rownan stanu dla badanych materiatow przy jednoosiowych stanach
naprezen (drgania wzdluzne i skretne) i nastgpnie uogélni¢ je na ztozone stany naprezen.

Badanie tlumienia materialowego metoda drgan swobodnych polega na wzbudzaniu
drgan swobodnych odizolowanego od otoczenia ukladu ztozonego z prébki z zamocowa-
nymi na koncach masami. ’

Typowy uklad do badania ttumienia materialowego metoda drgan swobodnych przy
drganiach skretnych jest opisany w pracy [3], a przy drganiach wzdluznych w pracy [4].
Jako model matematyczny uktadu badanego mozna przyja¢ uklad o jednym stopniu swo-
body, w ktérym elementem sprezystym jest probka z badanego materiatu.

Punktem wyjécia analizy teoretycznej przedstawionej w niniejszej pracy jest postulat,
7e oscylogramy drgan swobodnych sa rozwigzaniami réwnania rézniczkowego drgaf
ukladu badanego dla okreslonych eksperymentem warunkow poczatkowych. Wobec tego,
postawiono zadanie polegajace na okresleniu sit dzialajacych na ukfad na podstawie zna-
jomoéci ruchu uktadu.

W punkcie 2 pracy sformutowano warunki matematyczne, jakie powinny byc spetnione
aby mozna byto zadanie to rozwiazac.

Poniewaz ilo$¢ oscylograméw jest skonczona i maja charakter drgan zanikajacych,
w dalszej analizie przyjeto koncepcje aproksymacji krzywych doswiadczalnych dwupara-
metrowa rodzina krzywych catkowych. Ograniczono si¢ przy tym do rodziny o szczegdlnej
postaci bedacej iloczynem funkcji monotonicznej i funkcji harmonicznej. W punkcie 4 po-
dano metodg konstrukcji takiej rodziny w oparciu o wykres krzywej pomiarowe;j.

Opracowang metod¢ mozna wykorzysta¢ do konstrukeji réwnania drgan uktadu do ba-
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dania tarcia wewnetrznego. Réwnanie to bedzie zawiera¢ réwnanie stanu badanego mate-
riatu.

Dalszym zadaniem teoretycznym jest wiec opracowanie metody wyznaczania réwnania
stanu badanego materiatu z réwnania rozniczkowego drgafi uktadu. Pomyslne rozwiazanie
tego zagadnienia i zebranie wynikéw doswiadczalnych w szerokim zakresie parametréw
ukladu badanego pozwoli na konstrukcje réwnan stanu materialéw konstrukcyjnych, ktd-
rych drgania swobodne mozna aproksymowaé rodzina opisang w punkcie 4.

2. Réwnanie rozniczkowe rodziny krzywych -

Majac dang funkeje e=¢(,&,7) oraz jej pochodne &=y(t, &, 1), ea=7(t, &, 1)
okreslone w obszarze 9= , x P, gdzie te 74+ =X0, +00), (£, ) e P<=&? i spehiajace
warunki poczatkowe

8!t=0=¢(09 5: ’7)=€=

&le=o=w (0, &, n)=1,
pytamy sig, jakie warunki musza byé spelnione aby mozna bylo utworzyé réwnanie réz-
niczkowe

&, =F(e,¢),

ktdérego rozwiazania o warto$ciach poczatkowych &, 7 majg postaé e=o(t, ¢, n).

Zanim podamy twierdzenie, ktére daje odpowiedz na to pytanie, przedstawimy inter-
pretacj¢ geometryczng sformutowanego powyZej zagadnienia.

Traktujac ¢ i # jako parametry, widzimy ze dana Jest dwuparametrowa rodzina krzy-
wych e=¢(¢, &, ), gdzie & 5 okreslajg krzywa rodziny, a zmienna ¢ punkty krzywej.

Trajektoria fazowa przy ustalonych wartosciach poczatkowych nazywamy krzywa
na plaszczyznie (e, ¢,), ktérej opis parametryczny ma postaé

8=¢(t9§’;1)’ 8t=l//(t’ 5’11)'

Przez # oznaczymy zbiér, w ktérym leza wszystkie trajektorie ruchu
R={(,e): e=p(t, ¢, n), e=y(t,&,n); (1, &, NeD)};

# jest oczywiscie podzbiorem &2. Kazdej trajektorii ruchu odpowiada wykres trajektorii
ruchu. Zbiér wypeliony wykresami trajektorii ruchu oznaczamy przez #

H={(t:e,8): e=0(t,&,n), e&=y(t, E,n); (¢, &, neD}.

W zbiorze 9 okreslimy pole wektoréw stycznych do trajektorii ruchu.
Wezmy wektor wodzacy punktu na trajektorii

R=¢(t: é: 71)91"‘%//(1‘, 69 7])92,
zdzie e;, e, — wersory osi wspotrzednych.
Wektor styczny do trajektorii jest pochodng wektora wodzacego i ma postaé

§=w(t, S.me+y(t, &, ne,.
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Pytamy sig, jakie warunki musza by¢ speinione aby w kazdym punkcie (e, )€ %
wektor wychodzacy z tego punktu i styczny do trajektorii, ktéra przez ten punkt przecho-
dzi, byl jednoznacznie wyznaczony przez wspdirzedne tego punktu.

TWIERDZENIE 1.

Zalozenie: Dana jest dwuparametrowa rodzina krzywych e=¢(#, &, #) i spelnione
sa warunki:

1° 9@ — zbiér okreslony iloczynem kartezjanskim 9 =7, X 2, gdzie te I . = <0, +00),
&, n) e P8

2° Funkcja e=p(t, &, 1) i jej pochodne e =w(z, &, n), ey=7(t, &, 1) sa okreSlone
i ciaglte wraz z ich pochodnymi czastkowymi wzgledem wszystkich argumentéw w zbiorze
.

30

8|t=0=§0(0:§,7l)=6: 8t|t=0=§”(0=§,7l)=’7-

4° Uklad rownan

e=p(t,E,n, &=w(t, & n

jest rozwiazalny wzgledem wartoéci poczatkowych i rozwiazanie ma postaé

E=f(t, €, 8)> n=g(t, e, &),

gdzie funkcje fi g sa okre§lone w zbiorze # i odwzorowujg rodzine wykreséw trajektorii
ruchu na zbiér wartoéci poczatkowych 2.

5° Funkcje é=f(t,¢,8), n=g(t,¢,¢) sa ciagle wraz z pochodnymi czastkowymi
wzgledem wszystkich argumentéw w zbiorze .

6° Wyznacznik
|

g &y

Stf stq

jest rézny od zera w 9.
7° Wyznacznik *
e Eogy
W=le, &: é&,
8t Ene Euy

jest tozsamos$ciowo rowny zeru w 9.

Teza:

1° W zbiorze @ funkcje o(t, &, ), w(t, &, n), (¢, & n) sa funkcjonalnie zalezne.
To znaczy w zbiorze # okreslona jest funkcja dwéch zmiennych F(e, &) spetniajaca toz-
samos¢
: v, E,m)=F (o, &, ), w(t, &, m)
w zbiorze 9.
2° Funkcja F jest klasy C' we wnetrzu zbioru 4.
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Dowdd:

Wezmy funkcje e,=y (¢, £, n) okreslong i ciagla wraz z pochodnymi czastkowymi
w zbiorze 9, oraz funkcje E=f(z, ¢, ¢,), n= g(t, &, &) okreslone i ciggle wraz z pochodnymi
czastkowymi w zbiorze . Wprowadzamy odwzorowanie pomocnicze ¥: #5D zdefi-
niowane nastepujaco: ¥(z, ¢, ¢,) =(t,f(t,¢,8),9(, e, a,)). Superpozycja e, =yo ¥(t, ¢, &,)
jest funkcja okre§lona w zbiorze o i wykazemy, ze nie zalezy od zmiennej ¢. Nalezy
wiec pokazaé, ze Oe,/0t=0 w zbiorze . Pochodna wzgledem ¢ funkcji

8”=’))(t,f(t, &, 8t):v g(t, &, 8t))
ma postaé

de, Oy oy of oy @
e T v a0y Q.1
ot S0t ot an ot
Wyrazimy 0fJot i dg/dt przez pochodne czastkowe funkcji @ 1 w.
Zauwazmy, Ze superpozycie e=gpo¥(t, e, &), &,=wo¥(t,e,¢) sa tozsamoSciami
w zbiorze 5. Rézniczkujac je obustronnie wzgledem ¢ otrzymujemy uktad réwnan

dp 0p of Op 0
_¢+__¢,——_f‘+_¢,‘-—g= 5
Ol 66 01 om0t

dy Oy 6f+6g1/v5g_
ot OF ot om or

liniowy wzgledem 0f/or i dg/dt. Stad mamy

0p 0dg
9 oy
oy Oy
of |or on
ot dp 0Jgp
& o

(2.22)

PR

oy Oy
0 on

op dg¢

ot oF

Oy Oy

dg —58_6
ot do 6(p'

55511

(2.2b)

oy Oy
0 on
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Podstawiajac z kolei (2.22) i (2.2b) do (2.1) otrzymujemy:

dp dp g
ot 0t on
dp dg do 0o dop Od¢| |0y Oy Oy

oy |06 oy ayﬁa_n+ayﬁa—5 ot 0 oy
ot dy Oy o¢ Oy Oy on dy Oy| |0y 0y oy

b 0 0 ot o o o¢| ot ot on

gt dp OJ¢ = |9 - dp
ot on 0t on ‘
dy Oy dy Oy
o¢ on o0& Oy

Stad widaé, ze przy zalozeniach 6°, 7°, de,/0t=0 w zbiorze #.

Udowodnili$my zatem, ze &,=yo¥(¢, ¢, &)=F(e, ¢,) w zbiorze #, a wieci w zbiorze
2, ktory jest rzutem zbioru 5 na plaszczyzne zmiennych ¢ i g,. Teza 2° wynika z faktu,
ze funkcja y jest klasy C* w zbiorze 2 i ¥ jest odwzorowaniem klasy C* zbioru # na zbior
2, wiec ich superpozycja F=yow jest funkcja klasy C! we wnetrzu zbioru .

Na zakoficzenie zauwazmy, ze funkcja F(e, &,) speinia zalozenia twierdzenia o istnieniu
i jednoznaczno$ci dla réwnan rézniczkowych.

Ponadto, poniewaz funkcja ta nie zalezy od czasu ¢ wazny jest nastepujacy:

WNIOSEK 1.

Rownanie
g,=F(e, &)
jest stacjonarnym rownaniem rézniczkowym rzedu drugiego okreslonym we wnetrzu zbioru
R. ;
3. Rodzina drgan okresowo-zanikajacych

DerFiNicIA 1.

Drgania o postaci
8=fT(t9 6& 71)005(0”’““(5, '7)) (3'1)

nazywamy okresowo-zanikajacymi, jezeli sa spelnione warunki:

1° 9 — zbidr okreslony iloczynem kartezjafiskim 9 =9 , X @, gdziet € 7 . =<0, + ),
&, n)ePcé? _

2° Funkcja f” i jej pochodne £7, £ sa okreslone i ciagle wraz z ich pochodnymi czastko-
wymi wzgledem wszystkich argumentéw w zbiorze 2.
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3° fT jest oznaczona dodatnio lub ujemnie wzgledem ¢ dla ustalonych wartosci &
i7.
4° fT jest monotoniczna wzgledem ¢, przy czym monotonicznie malejaca gdy jest
oznaczona dodatnio, a monotonicznie rosnaca gdy jest oznaczona ujemnie.

5° Funkcja o jest okre§lona i ciagla wraz z j2j pochodnymi czastkowymi w zbiorze
2.

6° Obrazem (%) zbioru Z jest zbior «(#)=<0, 2x).

70

gli=o=f"(0, &, m)cos(—a(&, m)=¢,
&li=0=1"(0, &, n)cos (—a (&, n)—af (0, &, n)sin(—a (&, n)=n.
8° Uklad réwnan
e=f"(t, &, n)cos (wt—a(é, ),
&=1£(t, &, n)cos(wt—a(é, n)—af (¢, &, n)sin(ot—a (€, )

jest rozwigzalny wzgledem wartosci poczatkowych i rozwigzanie ma postaé
§=f(t’8’8t), n=g(t58a8t)=

gdzie funkcje fi g sa okre$lone w zbiorze # i odwzorowuja rodzing wykreséw trajektorii
ruchu na zbidr wartoSci poczatkowych 2.
9° Funkcje &=f(¢,e¢,¢), n=g(t,¢,¢) sa ciagle wraz z pochodnymi czastkowymi
wzgledem wszystkich argumentéw w zbiorze #.
10° Wyznacznik
_pe o
& )
jest rézny od zera w 9.
11° Wyznacznik
g e £
W=le, &; éy

Eit Cue &y

jest tozsamo$ciowo réwny zeru w 9.

Rys. 1. Interpretacja geometryczna wprowadzonych do zagadnienia wyznaczenia row-
nania rozniczkowego rodziny krzywych e= o(z, &, 5): a) dziedziny 2 funkcji ¢, b) tra-
jektorii ruchu, c) wykresu trajektorii ruchu
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Jak wida¢ z definicji, drgania okresowo-zanikajace tworzy iloczyn funkeiji £7(z, &, n)
i funkcji harmonicznej cos (ot —0a(g, 17)). W interpretacji geometrycznej drgania te sg
dwuparametrowa rodzing krzywych o strukturze widocznej na rysunku 2.

Z uwagi na charakter, funkcje f7 (¢, &, 1) bedziemy nazywaé funkcja tworzaca drgania
zanikajace (albo funkcja zanikania drgan), a funkcje «(£,7) — katem przesuniecia fazo-
wego (albo faza poczatkowa drgan).

Latwo sprawdzi¢, ze jezeli dwuparametrowa rodzina krzywych e=£7(z, &, 1) cos (wt—
—a(&, 7)) spetnia warunki definicji drgan okresowo-zanikajacych, to spelnia takze warunki
twierdzenia 1.

Wobec tego mozemy sformulowaé wniosek:

WNIOSEK 2.

Dla danej rodziny drgat: okresowo-zanikajgcych istnieje réwnanie rémiczkowe stacjo-
narne rzedu drugiego
e.=F(g,¢),

ktdrego rozwiqzanie o wartosciach poczqtkowych &, n jest krzywq rodziny okreslong tymi
wartosciami poczqtkowymi.

Interesuje nas charakter zanikania drgan. W zwiazku z tym wprowadzimy pojecie
amplitudy drgan i w zbiorze amplitud drgan zbadamy zwiazki miedzy kolejnymi amplitu-
dami drgan.

DEFINICTA 2.

Amplituda drgafd przy ustalonych warunkach poczatkowych & i # nazywamy pare
liczb (¢, e.,) spelniajaca uktad réwnah

fT(tMa és ’1)=8.Ma (32)
cos(wt, —a (&, n))=1.

Jezeli para (z,, ¢,) jest amplituda drgan, to méwimy ze t, jest argumentem amplitudy,
za$ &, jest wartoScia amplitudy.

Zbior wszystkich amplitud danej rodziny drgan okresowo-zanikajacych oznaczamy
przez &/ :

ﬂz{(ta{: sd): COS(COtﬂ—OC(f, ’7))=15 fT(t.satﬂ é: 17)=8.91a (57 77)@93} 2

Tak wprowadzona definicja rézni sie nieco od klasycznej, okazala si¢ jednak wygodniejsza
w tej pracy. Amplitudy sa punktami stycznosci dwéch krzywych, mianowicie wykresu
drgan okresowo-zanikajacych i jej funkcji tworzace;j.

Wspdlrzedne punktu stycznosei tych krzywych sg rozwigzaniami uktadu 3.2).

W zwiazku z definicja amplitudy drgan pojawia si¢ problem wyznaczenia zbioru
amplitud .o7.

Rozwigzuje ten problem nastepujacy
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LemAT 1.

Zalozenie:
1. Dana jest rodzina drgan okresowo-zanikajacych
e=f1(t, &, n)cos(wt—a(E, n)).
2. Obraz a(2) zbioru £ ma postac:
a(#)=<0, 2n).
Tezd:

Zbiér amplitud drgan o/ jest suma zbioréw P, ie Z, gdzie &, — zbidr liczb catkowi-
tych nieujemnych. Kazdy zbiér &/ jest obrazem zbioru warunkéw poczatkowych £
przez odwzorowanie A; okre§lone nastepujaco

e
ff§)=go~ [2ri+o (S, m)],

. 1 (3.3)
S.Ezlp:fT (a’ [27”"'“(&: 11)] s éa 11) i3

Zbiory &9, ie &, sa rozlaczone.

Dowad:

Rozwazmy oddziclnic kazde réwnanie ukladu (3.2). WeZmy najpierw réwaanie cos (we—
—a(¢, n))=1. Dla kazdego (&, #7) € 2 réwnanie to jest spetnione wtedy i tylko wtedy gdy

],
Ot (F ] =0 £ (3.4)
(43)

Dla ustalonego wskaznika i, kazdej parze (¢, #7) € 2 przyporzadkowana jest jedna war-
ws¢ 19, czyli wzér (3.4) okresla w zbiorze 2 rodzing funkcji @; #—T =(— 0, + )
=

Oznaczajac przez @i wykres funkcji @;

@F{(@, 20 t(i)=$[2ni+06(f,’1)], (é,n)eg’}

wrzymujemy zbidr 9 wszystkich uktadéw wartosci ¢, &, # spetniajacych réwnanie cos (wf—
—2(¢,7))=1 jako sume¢
é — U g?i
iex
& — 7bidr liczb catkowitych.
Z kolei wezmy wykres funkcji e=f" (¢, &, %), czyli zbiér

@={(8’ t, 6’ ’7): 8=fT(t5 6: 7])’ (t, éa 11)6@} ;
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Widzimy Ze ukiad liczb ¢, ¢, &, n spelnia oba réwnania jednoczesnie wtedy i tylko wtedy
gdy (6,2, ¢E,mMe0i (t,E,n)eD.
Stad wnioskujemy, ze zbidr 0, wszystkich rozwiazan ¢, ¢, &, 7 uktadu (3.2) ma postaé

O ={Cuts tors £, )2 Bu=F (0 E, 1), (L, E,E(D A D))
Zauwazmy, ze

205=20 %)= (@)

iex iex
wiec mozemy zbiér (¢, przedstawi¢ w postaci sumy zbioréw. Ponadto wykazemy, ze

i
9”9‘:{93,. dla  i=0,1,2, ...

Y.aczac wiasnoéci zbioru 2 i Q?i mamy
P20 2,={1t?, &, e, (V=0}.
Nalezy wigc wykaza¢, ze dla kazdego i e &, jezeli i>0, to dla kazdej pary (&, n) € 2 za-

o]
chodzi t(’)=5 [2ri+a(&, n)] >0, natomiast jezeli i<0, to dla kazdej pary (¢,7)e 2

se
jest: 1P=_[2ni+a(¢, n)]<0.
[6)
Wykorzystamy tutaj zatozenie 2°, ze «(2)=(0, 2xn), ktére pociaga za soba: &;(#)=
2r. n
=<— Fo— (i+1)>- Widzimy, ze kres dolny i gérny zbioru wartosci funkcji ®; wy-
0 o

znaczajg kolejne liczby catkowite i, i+1,
Jezeli wigc i=0, to kres dolny jest réwny zeru, jezeli i>0, to kres dolny jest liczba

il -
dodatnig, Zatem dla i >0 prawda jest, z2 A tP=—[2ni+a(&, 7)]=0,czyli @ 9, =

i &mne? @

Z kolel jezeli i<0, to kres gorny zbioru wartosci funkcji @; jest liczba ujemna lub
réwna zeru gdy i=—1.

Z uwagi na to, Zze kres gérny nie nalezy do zbioru wartosci funkcji, prawda jest ze

Sl .
jezelii<0,to A tP=—[2ni+a(é,n)]<0, czyli @ N 9,=0. Stad wynika, ze
®

Eme?
le &+

gdzie &, — zbidr liczb catkowitych nieujemnych,

0= {(8(’) Lol —fT(l [2ni+a(, n)], 5,11>, t(")=wi[2ﬁi+d(€,f1)],

(6,'1)697’} ’
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Widaé wyraznie, ze zbidr 0D jest wykresem odwzorowania Ad;: P— g2 reprezentowanego
przez ukiad funkcji

1

t,(3=;o— [2rita(E, ],

; 1
£9=fT (E [2113i+0€(§, 17)], 65 ’7) i

Mamy wiec rozwigzania uklady (3.2) jako rodzing odwzorowan 4;: P—>E2, ie%,.,

Jezeli obraz zbioru & przez odwzorowanie A, oznaczymy przez o9, to zbi6r amplitud
drgan o/ jest suma zbioréw /@, je g +- Zbiér o/® bedziemy nazywaé zbiorem i-tych
amplitud.

a o : 2n " In

Weimy (¢@, 69) e o#® § (0 D) e B P ille <E = = ¢ +1)> at®e

n, 2m oo A g i oD A E) o dlie :
E<E L. > (k+1)> , wiec tD 524 o dla i#k, czyli of D Agz® g, Dowiedli$my wiec teze
lematu 1.

Przejdzmy teraz do badania zwiazkéw miedzy kolejnymi amplitudami drgan.

LEMAT 2.
Zatozenie:
1° Dana jest rodzina odwzorowas 4;: 254D, je 7., okreslona przez uktad funkcji

i
e =— [2ni+a(Z, n)],

: it
o (5 [Bniiat bl L. n)-

2° Wykresy funkcji tworzacej drgania okresowo-zanikajace dla réznych wartoéci
poczatkowych sa rozlaczone

: /;_[(51: n)#(&,, 12)] = [fT(ta i ’71)7éfT(ta &2 n2)].

Teza:

Dla kazdego odwzorowania, A;: 9’3?;,91“), istnieje odwzorowanie odwrotne A;!.
na

1 AD52,
Dowdéd:

- . . Ay e . na i) s e
Dowdd oprzemy na twierdzeniu, ze jezeli odwzorowanie A;: P> jest réznowarto-
e 5 Ao s = o ;yna
sclowe, to istnieje odwzorowanie odwrotne A; L. g8

9 Prace IMP z. 66
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Jezeli wiec wykazemy, ze kazde odwzorowanie rodziny 4;: PE 4D, ie &, jest rézno-
warto§ciowe, to prawdziwa jest teza lematu.

Zauwazmy, ze jezeli a=0(&, #) jest funkcja réznowartosciowa, to kazde odwzorowanie
rodziny 4;, ie &, jest réznowartosciowe.

Przyjmijmy, ze a=0u(,#) nie jest funkcjg réznowartosciowa. Wezmy ze zbiotu 2
dowolne dwie pary warto$ci poczatkowych (&1, 1) £ (&5, 12). Jezeli a(y, 1) #a(Czs 12),
to dla kazdego i€ &, zachodzi A&y, 71) # A;(E5,5 112)-

Wykazemy, ze jezeli a(y, 11)=w(Cs,12), to takze Ay, 1) #E A1), € Z 4
Wynika to natychmiast z faktu, ze argumenty amplitud s réwne i z zatozenia 2°, ze dla
réznych wartosci poczatkowych w tym samym czasie ¢ warto$ci funkcji tworzacej sa rézne,
a wiec i rézne sa wartosci amplitud ¢, ie Z ..

Pokazaliémy wiec, ze dla rodziny odwzorowan A;: PE 4P, ie &, istnieje rodzina

odwzorowan odwrotnych A; ' : AP B P, ie &, okre§lona nastgpujaco
E=f(9D,6D), 1=5.(9,6) i=0,1,2,.. (3.5)
Mozemy teraz okreslic zwigzek migdzy kolejnymi amplitudami drgan.

Jezeli bowiem wezmiemy dwa kolejne odwzorowania 4, : PO P
to poniewa? istnieje odwzorowanie odwrotne 4; 1. gDB P, wiec okreslone jest odwzo-
rowanie zbioru % na zbiér &Y, czyli odwzorowanie przejscia A1 jako superpozycja
Ali+1:/1i+1 2 Ai—l

Wazny jest wigc nastgpujacy:

WNIOSEK 3.

- r na i . . . . . r o )
Dla rodziny odwzorowan A;: P34V, i € &, istnieje rodzina odwzorowar przejscia
; o :
e

A i A2 diz ;
P g K, gD B O

Odwzorowanie przejécia A*1 jest superpozycja Att= A 10 A7 ! wiec dane jest przez
uktad funkecji
15 =13+ To,

S e ok
D _pHO L T R D, 6D, 500,60,

gdzie To=2mn/w — okres drgan.

Badanie zwiazku migdzy warto§ciami kolejnych amplitud drgan jest podstawa ekspery-
mentalnych badan tlumienia materialowego.

Aby przenie$¢ pewne terminy i fakty do$wiadczalne do przedstawionej tutaj metody
opisu drgafi, przyporzadkowujemy rodzinie odwzorowan 4.1, i € &, takie odwzorowanie
d, 78

(3.6)

Adlge =474 X))

ieZ+

to znaczy, kazde odwzorowanie 4;"", jest odwzorowaniem 4 obcigtym do zbioru &#¥.
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Jest oczywiste, ze 4 odwzorowuje zbiér of w of. Kazdej amplitudzie (¢, ¢,) € of jest
przyporzadkowana jednoznacznie amplituda (t.45 £,) € o, ktora jest jej obrazem po jed-
nym cyklu drgan, przy ustalonych warunkach poczatkowych.

Ubytek wartosci amplitud jest miarg thumienia materiatowego.

W doswiadczeniach przyjeta miarg thamienia materiatowego jest logarytmiczny ubytek
wartos$ci amplitud

o0=Ine,—Ing,, (3.8)

tak zwany dekrement logarytmiczny. :

Przy badaniach tarcia wewnetrznego w materiatach konstrukcyjnych (metale i ich stopy)
stwierdzono, ze dla réznych amplitud drgas (¢, eD)#(t®, e®) ale takich, ze gD =g®
zachodzi

d=Inel)—Inel" V=lns®—In &+ D),
Na tej podstawie logarytmiczny ubytek wartosci amplitud przedstawia si¢ w formie wykresu
0=0(ey),
skad mozna wyprowadzié zwiazek
ot e

Z uwagi na ten fakt dos$wiadczalny bedziemy si¢ zajmowaé drganiami okresowo-zani-
kajacymi szczegdlnej postaci, mianowicie dla ktérych wazny jest nastepujacy postulat
zanikania drgan.

Postulat zanikania drgan

Kazda amplituda (t,,¢,) i jej obraz (t:,, Ey) po jednym cyklu drgari sq powigzane
fransformacjq przez Drzesuniecie na osi czasu

tu=ty+T,

i ubytkiem wartosci amplitudy w czasie Dprzesunigcia niezaleznym od czasu ty, a jedno-
znacznie okreslonym wartosciq amplitudy ¢_,.
Postulat ten zada specjalnej postaci odwzorowania 4, mianowicie

La=lybTo,  ag=Hic ),
kt6re obcigte do zbioréw P, ie #, daje rodzing odwzorowan przejécia w postaci
15 P=194T,, Do HEY) =042

Jezeli dana rodzina drgan okresowo-zapikajqcych spelnia postulat zanikania drgaf,
to dekrement logarytmiczny jako funkcja wartosci amplitud Jest okre$lony nastepujaco

5 &y
o=1I —1 =] i 3.9
118&, nsd nH(sd) ( )

5
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4. Sposoby aproksymacji rodzina drgan okresowo-zanikajacych

W punkcie 3 zdefiniowali$my drgania okresowo-zanikajace jako funkcj¢

e=fT(t, &, ) cos(wt—a(é, n) (4.1)

spelniajaca warunki 1° - 11° w pewnym zbiorze &. Oznaczmy symbolem = zbidr wszystkich
funkcji spelniajacych warunki definicji drgan okresowo-zanikajacych. Nasuwa si¢ pytanie,
jak postulowaé funkcje nalezace do zbioru Z, jezeli nie wszystkie, to przynajmniej te, ktore
charakteryzuje pewna wspdlna wiasnos¢. Taka wlasno$é mozna sformutowac jak nastepuje:

Dla dowolnych wartosci poczatkowych (&1, 1) #(&a, 12) Wykresy Sfunkcji two-
rzqcych sq przesunigte wzdluz osi czasu.

Powyzsza wlasno$¢ oznacza, Ze wykres funkcji tworzacej przy warunkach poczatko-
wych (&, 7,) mozna otrzymaé z wykresu funkcji tworzacej przy warunkach poczatkowych
(15 11) przesuwajac go réwnolegle wzdtuz osi czasu.

Zagadnienie Wwyznaczenia dowolnej rodziny drgan okresowo-zanikajacych, ktdra
cechuje sformutowana powyzej wlasno§¢ posiada pozytywne rozwiazanie. Podamy prak-
tyczng metodg Wyznaczenia takiej rodziny na podstawie danego wykresu jej funkcji two-
rzacej przy pewnych wartoéciach poczatkowych, czyli wychodzac z danej funkcji zmiennej
t. Mozemy wigc powiedzie€, ze istnieje podzbiér X< & wszystkich funkcji spetniajacych
warunki definicji drgafi okresowo-zanikajacych i charakteryzujacy sie tym, ze funkcje
tworzace te drgania dla réznych wartoéci poczatkowych sa przesunigte wzdtuz osi czasu,
taki, ze kazda funkcje nalezaca do zbioru X mozna wyznaczyé, jezeli dany jest wykres jej
funkcji tworzacej.

Przystapimy do opisu sposobu aproksymacji rodzing drgan okresowo-zanikajacych.
Kolejne kroki postgpowania oraz warunki jakie musza by¢ spetnione ujeto w nastepujacych
podpunktach.

A. Dana jest funkcjay=f(z), klasy C 3 w przedziale 0<#< +00 i spetnione sa warunki:

1° f jest oznaczona dodatnio lub ujemnie wzgledem ?.

2° f jest.monotoniczna wzgledem ¢, przy czym monotonicznie malejaca gdy jest ozna-
czona dodatnio, a monotonicznie rosngca gdy jest oznaczona ujemnie.

3° Oznaczmy przez W o Zbidr:

Wo={(u,v): ue0, +o0), ve{=2x,0)},

a jego obraz przez odwzorowanie IT zdefiniowane jak nastgpuje

g e=f(u)cosv (4.2)

g,=f,(u) cosv—of (u)sinv
oznaczmy przez A.
Do odwzorowania 7w : # o 2% istnieje odwzorowanie odwrotne o-1t: 23w, klasy
C?, reprezentowane przez uklad funkciji, ktéry bedziemy oznaczaé nastepujaco:

u=K(e, &), 4.3)
v=L(c, &) -
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B. Zauwazmy, ze jezeli funkcja y=f(¢) spelnia warunki podpunktu A, to dla kazdego
Ce<0, + ) funkcja y=F(t)=f(t+C) jest klasy C3 w przedziale 0<t< + o0 i spetnia
warunki 1°, 2° podpunktu A.

fit&p)

cos(etocd ) +

Rys. 2. Drgania okresowo-zanikajace jako iloczyn funkcji harmonicznej i funkcji two-
rzacej drgania zanikajace

C. Utwoérzmy funkcje, ktdra jest iloczynem funkcji f(¢+c) i funkcji harmoniczne;j
cos (ot —a)

e=f(t+c)cos(wt—w), (4.9
gdzie ¢ i o parametry.
Oznaczmy przez O zbidr
O={(t,c,a): te<0, + ), ce0, +00), 2e(0, 2n)},

ktory bedzie dziedzing utworzonej funkcji

D. Dla dwuparametrowej rodziny krzywych z podpunktu C wyznaczamy réwnanie
rézniczkowe, ktérego catkami sg krzywe tej rodziny.
Wprowadzamy nowe zmienne

u=tt+c, ov=wt—o. 4.5)

Funkcja e=f(u) cos v jest teraz okre§lona w pewnym podzbiorze przestrzeni euklide-
sowej dwuwymiarowej, ktdry oznaczamy przez W'

Zbi6ér #" jest obrazem zbioru O przez odwzorowanie, ktére reprezentuje powyzszy
ukiad funkcji liniowych. Odwzorowanie to oznaczamy symbolem 6.
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Rys. 3. Interpretacja geometryczna odwzorowan przy metodzie konstrukcji rodziny drgan
okresowo-zanikajacych na podstawie wykresu jej funkcji tworzacej

Zbiér ¥ ma postaé :
W={(u,v): ue{0, +®©), ve{—2m, +0)}.
Trajektorie fazowe

e=f(t+c)cos(wt—a),

(4.6)
g=f,(t+c) cos (wt—a)— of (t+c) sin (0t — )
mozna, przez zamiang zmiennych, napisa¢ w postaci
e=f(u)cosv, %)

&=f,(u)cosv—wf(u)sinv.

Na podstawie warunku 3° podpunktu A, powyzszy uktad funkcji reprezentuje odwzoro-
wanie IT zbioru # na zbiér % i do tego odwzorowania istnigje odwzorowanie odwrotne
II-': 59 ,, klasy C'. Zauwazmy, ze dziedzing funkcji (4.7) jest zbiér #/, ktérego
podzbiorem jest zbiér #, i interesuje nas przedluzenie odwzorowania IT na zbidr ¥ .
Odwzorowanie to jest okresowe wzgledem zmiennej v o okresie 2r i odwzorowuje zbior
W na zbidr &. Jezeli podzielimy zbiér #  na pasy o szerokoéci 2m, to przy spetnionym wa-
runku 3° podpunktu A, w kazdym pasie okre§lone jest odwzorowanie odwrotne.

Obliczamy druga pochodna funkcji &. Po wprowadzeniu zmiennych u i v druga pochod-
na ma postac

&, =, (u) cos v—2af, (1) sin v— w’f (u) cos v (4.8)
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ijak widac &, =y (u, v), okreslona w ¥, jest funkcja okresowg wzgledem zmiennej v o okre-
sie 2r. Stad wynika, Ze superpozycja e,,=y o II~ (e, ¢,) jest réwnaniem okreslonym w zbio-
rze Z, ktore po podstawieniu funkcji ¢, staje si¢ tozsamoscia w zbiorze 0.

Poniewaz funkcja  jest klasy C! iII-* jest odwzorowaniem klasy C*, wiec ich super-
pozycja jest funkcja klasy C* we wnetrzu zbioru 4, a wiec réwnanie gpa=y0 Il (g, &) jest
stacjonarnym réwnaniem rézniczkowym rzedu drugiego okre§lonym we wnetrzu zbioru 4.

E. Krzywe rodziny (4.4) sa rozwigzaniami réwnania rézniczkowego rzedu drugiego
i rozwigzania te sg okreSlone w przedziale 0<¢< + 0.

Przyjmujac jako wartosci poczatkowe &|,—q, &=, i oznaczajac je przez &, y nalezy
wyznaczy¢ zalezno$§¢ rozwiazan od tych wartoéci poczatkowych. Rozwigzanie tego zadania
polega na przeprowadzeniu wartoéci poczatkowych &, 7 w parametry ¢, a. Nalezy wiec
rozwiaza¢ wzgledem c i o« uklad réwnan

¢=f(c)cos(—a),
n=f;(c)cos (—a)—wf(c)sin(—a).

Zauwazmy, Ze zbidr wartosci poczatkowych pokrywa sie ze zbiorem 2, a rozwigzanie
powyzszego uktadu réwnan ma postaé

C=K(éa 11)2 x= _L(fz 17) (4'9)
Podstawiajac (4.9) do (4.4) otrzymujemy
e=f(¢t+K (&, m)cos(wt+L(¢, ). (4.10)

Tak wige skonstruowali§my dwuparametrowa rodzine krzywych i nalezy sprawdzié czy
jest rodzing drgan okresowo-zanikajacych.

Bezposrednio z opisanej metody wynika, ze rodzina (4.10) spelnia warunki 1°-7°
definicji z punktu 3. Pozostate warunki tej definicji sa konieczne aby istnialo réwnanie
rézniczkowe.

Poniewaz dla rodziny krzywych wyznaczonej opisana metoda istnieje réwnanie réz-
niczkowe, wigc. wazny jest nastepujacy

WxIOSEK 4.

Dwuparametrowa rodzina krzywych

e=f(t+K (¢, m)cos(wt+L(&, n))

25t rodzing drgar okresowo-zanikajgcych.

Na zakoniczenie wykazemy, ze drgania (4.10) spetiaja postulat zanikania drgani i wy-
srowadzimy wzor na dekrement logarytmiczny. W tym celu zbadamy zwigzek miedzy ko-
=oymi amplitudami drgan.

Z lematu 1 wynika, ze zbiér amplitud drgas o jest suma zbioréw /¥, i€ #,. W przy-
sedku rodziny (4.10), kazdy zbiér o7 jest obrazem zbioru warunkéw poczatkowych,
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ktéry pokrywa sie ze zbiorem £, przez odwzorowanie A; okreSlone nastgpujaco:

NaE
t§?=5 [2ri—L(&, n],
(4.11)

; 1
8§?=f(5 | 2mi - 146, n}+ K (£, 11)) :
Funkcja f jest monotoniczna wige istnieje wzgledem niej funkcja odwrotna. Przy ustalonym
i uktad (4.11) mozna rozwiaza¢ wzgledem L(¢, n), K(&, ) i rozwigzanie ma postaé
KE n=f'"D-1Q, L&, n=2ni-o0t3. (4.12)
Podstawiajac (4.12) do uktadu funkecji, ktéry odpowiada odwzorowaniu 4,4 : RE 40+
otrzymujemy uklad reprezentujacy odwzorowanie przejécia Ai"': o/ OI gy G+D
t.(;l_l—l):tgzi()-l—TOa
e V=f(To+f (D) -
Z postaci wzoréw (4.13) wynika

(4.13)

WNIOSEK 5.

Dla kazdej rodziny drgan okresowo-zanikajacych o postaci (4.10) spelniony jest
postulat zanikania drgan.

Zwiazek miedzy kolejnymi amplitudami drgan czyli odwzorowanie 4 :&/—<,
zdefiniowane wzorem (3.7), okre§la uktad funkcji
't:g =1 o + TO 5
Ea=f(To+f (&)

Uwzgledniajac (4.14) we wzorze (3.9), ktdry jest miarg tlumienia, otrzymujemy dla
drgafi skonstruowanych przedstawiona metoda, wzér na dekrement logarytmiczny w funk-
¢ji wartoéci amplitud drgaf

(4.14)

€
Sen s e Lk 4.15
N Totf o) 56

5. Przyklady aproksymacji rodzing drgan okresowo-zanikajacych
Przykrap 5.1.

Zadanie sformulujemy nastepujaco. Dana jest funkcja jednej zmiennej

a;

f@®= , (5.1.1)

a,+ast

gdzie a,, a,, a; — stale parametry.
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Nalezy przeanalizowaé warunki istnienia rodziny drgan okresowo-zanikajacych dla tej
funkcji, nastgpnie wyznaczy¢ te rodzine i jej réwnanie rozniczkowe oraz zbadaé charakter
tlumienia drgan. Sprawdzamy wigc, czy spelnione sg warunki podpunktu A punktu 4.

Wida¢ natychmiast, Zze dana funkcja jest klasy C* w przedziale 0<z< + oo wtedy,
gdy a, a; >0, czyli gdy parametry a,, a; sa tego samego znaku. Funkcja f(¢) jest oznaczona
dodatnio wtedy i tylko wtedy, gdy a;>01 (a,+ast)>0 lub a; <01 (a, +ast) <0. Warunki
te s réwnowazne warunkom a; >0, a, >0, a3 >0 lub a, <0, a,<0, a5 <0. Z kolei funkcja
f(t) jest oznaczona ujemnie wtedy i tylko wtedy, gdy a, <0 i (a,+ast)>0 lub a,>0 i
(ay+ast)<0, zatem pod warunkiem, ze a;<0, a,>0, az;>0 lub a;>0, @,<0, a;<0.
Mamy wigc dwa przypadki i wykazemy, ze w kazdym przypadku spelniony jest warunek
2° podpunktu A.

Przypadek 1. a,>0,a,>0, a;>01ub a, <0, a,<0, a3 <0.

Funkcja f(#) jest oznaczona dodatnio. Obliczamy pochodng

il

e 5.1:2
(ay+ast)® : ;

fi(O=—a,a;

Widzimy, ze pochodna jest funkcja oznaczona ujemnie wiec w przedziale 0<7< +
funkcja f(7) jest monotonicznie malejaca.

Przypadek 2. a, <0, a,>0, a;>0 lub a,>0, a,<0, a,<0.

Funkcja £ (¢) jest oznaczona ujemnie. Pochodna (5.1.2) jest funkcja oznaczona dodatnio
wigc w przedziale 0<z< + oo, funkcja f(¢) jest monotonicznie rosnaca.

Zgodnie z podpunktem A punktu 4 nalezy teraz wprowadzi¢ odwzorowanie I7. Podsta-
viajac (5.1.1) i (5.1.2) do (4.2) otrzymujemy

a

e cosv, (5.1.3a)
at+azu
. } i (5.1.3b)
&§=—0a,;0;———— COSU—d; ® ——— sinv. 1
. S rm Sca e

'_’3g%ad (5.1.3) reprezentuje w naszym przyktadzie odwzorowanie IT : # o> R, gdzie W o=
=11, v) :ue 0, + o), ve {(—2r, 0)} i nalezy zbadaé czy istnieje odwzorowanie odwrotne

- : 25 v,
Rozwiazywanie tego problemu rozpoczniemy od wyznaczenia rozwiazan uktadu (5.1.3)
: : 1
vzgledem u i v. W réwnaniu (5.1.3b) przenosimy czlon —a; a3 ————— cosv na lewa
(ay+asu)

‘rong i nastgpnie podnosimy obie strony do potegi drugiej. Otrzymujemy réwnanie, ktére
redukcji zmiennej v za pomoca réwnania (5.1.3a) sprowadza sie do réwnania kwadrato-
vezo wzgledem (@, +asu) o postaci

(62 +w’e®) (a,+asu)’ +2asee,(ay+asu)+ae® —a’ w?=0.
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Obliczamy wyréznik
A=4w[a} el —e*(ade® —w’ad)]

i nastgpnie pierwiastki

—as es,+%\/2
Gy tggn )= (5.1.4)
( 2 3 ) 8t2+0)282
o - —a3sst—%\/2
G Fra )= =
il &+ w’e?
Z réwnania (5.1.3a) bdpowiednio do pierwiastkow (5.1.4) dostajemy
A -a388t+%\/2
Cosp = e g P
a; & tme
e —a3es,—%\/2
cosy =—————.
a, e+a’s
Wyznaczyli§my wiec dwa uklady funkcji, mianowicie
u+=_1-(_a2+_a388t+ \/A> (5.1.53.)
as st + o’
& —azeg+3vA4
v =arccos< so5, 34 ) (5.1.5b)
ay st + e’ ;
oraz
o i
u—=i<_a2+ 5% ‘/A> (5.1.6a)
as st +’e
& —azee,—3N4
v —alccos< __3:_\/_> (5.1.6b)
aq 8, + e

Nie zmniejszajac ogélnosci, ograniczamy dalsze rozwazania do przypadku gdy a, >0,
a,>0, a;>0. Poniewaz mamy dwa ukiady rozwiagzah powstaje pytanie, kiéry nidad funkcji
reprezentuje odwzorowanie I7-! i czy odwzorowanie to jest jednoznacznie okreslone.

Nalezy znaleZé na plaszczyznie (e, ¢,) dziedzine % wyznaczonych par funkcji i zbadaé
w niej kolejno wartosci (u*, ™) uktadu (5.1.5)i (u~, v~) uktadu (5.1.6). Odwzorowanie od-
wrotne reprezentuje ten uktad funkcji, dla ktSrego istnieje zbiér Z< 4, taki ze jego obraz
przez to odwzorowanie pokrywa sig ze zbiorem #,,.

Przystepujac do szczeg6towej analizy, zauwazmy, ze dziedzing R rozwigzan jest zbidr
punktow, na plaszezyznie ktdrych wspdtrzedne spelniaja warunek 4>0 z wylaczeniem
poczatku uktadu wspélrzednych. Z przyréwnania wyréznika do zera dostajemy réwnanie
krzywej granicznej

aie? —eX(ai e’ — w?a?)=0. (5.1.7

Stad widac, ze osie ¢, &, sa osiami symetrii krzywej graniczne;.
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Rozwiazujac réwnanie (5.1.7) wzgledem &, otrzymujemy
\/ (a3 —wa?).

Krzywa graniczng tworza wigc dwie krzywe, z ktérych jedna jest polozona w péiplaszczyz-

2 a a . . .

niee<—w—,a druga w pélplaszczyznie ¢ > s Wykreslona krzywa graniczna jest wi-
as as

doczna na rys. 4. Punkty nalezace do obszaru zawartego miedzy galeziami krzywej gra-

nicznej spetniajg warunek 4>0, wiec z wyjatkiem poczatku ukladu wspéirzednych ale

wraz z punktami krzywej granicznej tworza dziedzing % rozwigzan.
cosV"Q

&t V
cosUt-1

cosU=0

X3

& a
Rys. 4. Analiza funkcji u*=K*(e, &), ; \
vt=L%(e,8) na plaszczyznie (e, &) P -
w przykladzie 1. Rodzina elips przed- D \U
stawia krzywe stalej wartoSci funkcji /
u*=K*(e, ). Zbior # jest dziedzing %

cosU =0 cosrt 4 \

odwzorowania ®t=! w przypadku gdy
a:>0, a,>0, a;>0

Wezmy teraz uklad (5.1.6). Zbadamy miejsca zerowe funkcji (5.1.6a). Z przyréwnania
tej funkcji do zera dostajemy rownanie

—1A=ayee,+a, (2 + 0%?). (5.1.8)

Zeby nie komplikowaé rozwazan, zaldzmy ze spelniona jest nieréwno§é a§—~4a§co2<0.
Wéwezas prawa strona réwnania (5.1.8) jest funkcja oznaczona dodatnio, wigc w zbiorze
nie ma punktéw, ktérych wspétrzedne spelniajg réwnanie (5.1.8), czyli funkcja (5.1.6a)
nie posiada miejsc zerowych. Stad wnioskujemy, Ze w zbiorze wartoéci odwzorowania,
ktore reprezentuje uktad (5.1.6) nie ma punktu o wspStrzednej u réwnej zeru, a takie punkty
zawiera zbiér #,.

Ten wniosek eliminuje uktad (5.1.6) jako reprezentacje odwzorowania I7-1.

Z kolei rozwazmy uklad (5.1.5). Wyznaczymy na plaszczyznie (g, ;) krzywe, wzdtuz
ktorych funkcja (5.1.52) jest wielkoscig stalg o warto$ciach u* € €0, + 0). Przeksztatlcamy
wyrazenie (5.1.5a) do postaci

1 —azee+4/4
u+———<—a2+M>:0. (5.1.9)

8,2+a)282
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W powyzszym réwnaniu traktujemy u* jako parametr i dla kazdego u™ € <0, + 00) szukamy
punktéw, ktérych wspéirzedne e, ¢, spetniajg to réwnanie. Zauwazmy, ze (5.1.9) mozna
zastapi¢ réwnaniem

1 — a5 E8 +—1—\/Z 1 —dace —l\/Z
L onatians +3f—2> il og s e Hheg 5114
[u as ( 7 & +w’e as - & +w’e? ( )

Wynika to z faktu, ze drugi czton po lewej stronie jest funkcja oznaczong dodatnio w 2.
Po wykonaniu przeksztatcen réwnanie (5.1.10) sprowadza si¢ do postaci

(asu” +a,)’0’ +[asete(asu” +a,)* =w’a?. (5.1.11)

Otrzymali$my wiec rodzing elips. Wynika stad, ze kazdej wartosci u™ € €0, + o) odpowiada
elipsa (5.1.11), wzdtuz ktdrej funkcja (5.1.5a) jest wielkoscig stala o wartosci réwnej u™*.
Zauwazmy, ze Srodek symetrii kazdej elipsy lezy w poczatku ukladu wsp6trzednych.

Przez obrot uktadu wspotrzednych, to znaczy po wykonaniu w réwnaniu (5.1.11) podsta-
wienia :

e=¢'cosa—eg sina,

g=¢'sino+¢; cosa,
przy kacie « wyznaczonym wzorem

2a;(a,u’ +ay)

(ou o) o0 — D

te 20—

réwnanie elipsy sprowadza si¢ do kierunkéw gtéwnych i ma postaé
{(asu™ +a,)’w’cos’a+[az cosa+(asu” +a,)sina]?} &2+
+{(a;u™ +a,)’w’sin®a+[(asu” +a,)cosa—azsinal’} e =w3al.

Widac¢ stad, ze osie elips maleja do zera gdy u* — + c0. Wewnatrz elipsy okre§lonej paramet-
rem u* =0 leza wszystkie pozostale elipsy rodziny. Dla ilustracji rozwazan na rys. 4 wykres-
lono kilka elips wyznaczonej rodziny. Ze struktury zbioru ¥~ 0={(u, v) : ue<0, + ),
ve—2m, 0)} wynika, ze uktad (5.1.5) reprezentuje odwzorowanie J7~* wtedy, gdy wzdhz
kazdej krzywej stalej wartosci funkcji (5.1.5a) funkeja (5.1.5b) przyjmuje wszystkie wartosci
z przedzialu {—2n, 0). Wykazemy, ze warunek ten jest spetniony korzystajac z faktu, ze
zamiast funkeji (5.1.5b) mozna bada¢ funkcje trygonometryczna cos v*. Wyznaczymy
obszary statego znaku tej funkcji i krzywe, wzdtuz ktérych cos v™ jest réwny 1 lub —1.

Z wzoru (5.1.5b) widag, ze cos v zeruje si¢ wzdhuz osi &, oraz w punktach, ktérych
wspolrzedne spelniaja réwnanie

N (5.1.12)
Podnoszac obie strony réwnania (5.1.12) do potegi drugiej otrzymujemy réwnanie przedsta-

i : a a
wiajace dwie proste: e=w aJ , e=—w— . Réwnanie (5.1.12) jest spetnione wzdtuz pot-
3 as
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a4 aq 2 ;
prostych: e=w —, §>0; e=—w —, §<0. Jak latwo sprawdzi¢ péiproste te nie prze-
as as

cinaja elips rodziny (5.1.11).

a
Z kolei cos v+ =1 wzdtuz galezi paraboli g, = = potozonej w IV éwiartce, a cos vt =
aq

a

= —1 wzdluz galezi paraboli s,=—3 ¢* polozonej w II éwiartce plaszczyzny. Wszystkie
a;

wyznaczone powyzej krzywe zaznaczono na rys. 4, gdzie wida¢, ze wzdiuz elips rodziny

(5.1.11) funkcja (5.1.5b) przyjmuje wartosci z przedziatu {—2m, 0). Podsumowujac prze-
prowadzone rozwazania stwierdzamy, ze w przypadku gdy wspotczynniki a,, a,, as sa do-
datnie, uklad (5.1.5) reprezentuje odwzorowanie [1-!. Dziedzing tego odwzorowania jest
obszar wypelniony elipsami rodziny (5.1.11).

Wykazali$my wiec, ze dla funkeji (5.1.1) spelnione sg warunki istnienia rodziny drgan
okresowo-zanikajacych. Wykorzystujac wzory wyprowadzone w punkcie 4 mozemy napisa¢
posta¢ tej rodziny i jej rownanie rézniczkowe.

Podstawiajac funkcje £ jej pochodne do (4.8) otrzymujemy

1 : 5 0
cosv+2wa; a3 ————, SiINv—®” ————— COSV. (5.1.13)

2
&.=2a, a3 -
(ay+asu) a,+asu

(az+azu)’

Z kolei podstawiajac (5.1.5) do (5.1.13) dostajemy réwnanie rézniczkowe

2 2:2
& t+we
3,t+a)2£+2a3< t )s,=0, (5.1.14)
—a388,40+/g2 e — (a2 — w’ad)
ktérego rozwiazania sa drganiami okresowo-zanikajacymi o postaci
aq
cos(wt+L(&,n), (5.1.15)

&=
ay+as(t+K (&, n)
gdzie ;

1 —ayEn+oain?— (a2 & —w’ad)
_az+ £}

K(é::”)=g 712+60252

- e 2,2 g2 2 F2_ 522y
L(¢&, n)=arccos (E 3¢ w\/a;n 262( 3¢ D),
ay e
Jak wiemy z rozwazafi w punkcie 4 dla rodziny drgan (5.1.15) spelniony jest postulat za-
nikania drgan, a dekrement logarytmiczny jest funkcja warto$ci amplitud drgan.
Podstawiajac funkeje (5.1.1) i funkcje wzgledem niej odwrotna do (4.15) otrzymujemy
WzOr

o (1 o Tosd> (5.1.16)

ay

charakteryzujacy thumienie uktadu, ktérego drgania aproksymowano funkcja (5.1.15).
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PrzykrAD 5.2.

Rozwigza¢ zadanie sformutowane jak w poprzednim przykladzie w przypadku funkcji
0 postaci

aq
J( )-—m (5.2.1)

gdzie a,, a,, as — stale parametry. Jest oczywiste, ze dana funkcja jest klasy C3 w przedziale
0<t< + 0.

Poniewaz kosinus hiperboliczny jest funkcja oznaczong dodatnio, wigc f (?) jest funkcja
o staltym znaku generowanym przez znak parametru a.

Mamy dwa przypadki:

Przypadek 1. a,>0.

Funkcja f(¢) jest oznaczona dodatnio. Obliczamy pochodna:

sinh (a, +a5 t)

SRS 522
- cosh?(a,+as 1) S

f()=—a,

Zgodnie z warunkiem 2° podpunktu A funkcja f(z) ma byé monotonicznie malejaca
gdy jest oznaczona dodatnio. Warunek ten jest spetniony gdy as sin h(a,+ast)>0, a wiec
gdy wspdlezynniki a,, a; sa tego samego znaku. Widzimy stad, ze funkcja f'(¢) jest ozna-
czona dodatnio i monotonicznie malejgca wtedy i tylko wtedy, gdy a,>0, a,>0, az;>0
lub @, >0, a,<0, a,<0.

Przypadek 2. a,<0.

Funkcja f'(¢) jest oznaczona ujemnie.

Zgodnie z warunkiem 2° podpunktu A funkcja f(¢) ma byé monotonicznie rosnaca
gdy jest oznaczona ujemnie. Poniewaz funkcja jest monotonicznie rosnaca gdy jej pochodna
jest oznaczona dodatnio wigc, jak wida¢ z wzoru (5.2.2), warunek ten jest spelniony gdy
as sinh(a, +ast) >0, czyli przy identycznych warunkach na wspolezynniki a,, a; jak w po-
przednim przypadku.,

Wynika stad, ze funkcja f(¢) jest oznaczona ujemnie i monotonicznie rosnaca wtedy,
gdy a,<0, a,>0, a;3>0 lub a, <0, a,<0, a; <0.

Postepujac zgodnie ze schematem nakre§lonym w poprzedmm przyktadzie przeanalizu-
jemy odwzorowanie IT: # oS R, ktére w rozwazanym przyktadzie jest reprezentowane
przez uktad funkcji

- cosv, (5.2.3a)

—cosh(a2+a3 u)
sinh(a,+asu a !
&=—a,a, —2(2—3—) Golpsm- -t Ghg (5.2.3b)
cosh*(a,+as u) cosh(a,+asu)

Nalezy wyznaczyé odwzorowanie odwrotne IT-! : 25w~ o- W tym celu rozwigzemy uktad
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sinh (a,+a; u)
cosh®(a, +a,u)

na lewa strone i nastgpnie podnosimy obie strony do potegi drugiej. Otrzymujemy réwnanie,
ktére po redukcji zmiennej v za pomoca réwnania (5 .2.3a) sprowadza si¢ do réwnania kwa-
dratowego wzgledem tgh (@, +asu) o postaci

(5.2.3) wzgledem u i ». W réwnaniu (5.2.3b) przenosimy czion —a, a;

(a2 &+ w?a}) tgh*(a, +as u)+2as ee, tgh(ay +as u)+e2 + o0’ —a)=0.
Obliczamy wyréznik
A=40*[(a%—&*) (a3 +w’al)—ai&l]
i nastepnie pierwiastki
—a3ee,+%\/A
a2 +o’a
—ayee,—3v/4
aZe?+wa?

tgh(a,+asu’)=
(5.24)

tgh(a,+azu )=
Z kolei wykorzystujac (5.2.3a) mozna (5.2.3b) przedstawi¢ w postaci
g=—azu tgh(a,+asu)—owetgo.
Stad odpowiednio do pierwiastkéw (5.2.4) otrzymujemy

1 @y e a3s\/A
b

tgv
we dl&+o*dl

- o
e 1 —w?a’e,+1lase4
we a3t +o’al

Mamy wiec dwa uklady funkcji, mianowicie

Z SO
ut =_[_a2+Artgh (%M)} (5.2.52)

al aze’+w?al

1 - 4
v’ =arc tg( Vo a38\/ ) (5.2.5b)

wE as+coa1

’ oraz

l g £ . 5 7
u'=a—[—a2+Artgh (_‘L“—iﬂ (52.62)
: 3

az&”+o’a3

S22 3 A

v =arctg (i- = 31:‘+ 220328 \/A) : (5.2.6b)
ase"+w-a;

Podobnie jak w poprzednim przykiadzie ograniczymy dalsze rozwazania do przypadku

' & >0, a,>0, a; >0. Wyznaczymy najpierw dziedzing 4 rozwiazat, nastepnie przeana-

v na plaszczy#nie (g, &) najpierw funkcje (5.2.6), a nastepnie (5.2.5).
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Zauwazmy, Ze dziedzing # rozwigzan jest zbidr punktéw na plaszczyznie, ktérych wspGt-
rzgdne spelniaja warunek 4>0.
Z przyréwnania wyréznika do zera dostajemy réwnanie krzywej granicznej

(ai—e®) (a3 +w?a?)—a’e?=0. (5.2.7)

Widac stad, ze osie ¢, ¢, sa osiami symetrii krzywej granicznej.'
Rozwiazujac réwnanie (5.2.7) wzgledem e, dostajemy

Bt \/(01—82)((138 +o?dd), (5.2.8)

czyli dwie krzywe, z ktérych jedna lezy po dodatniej, a druga po ujemnej stronie osi ¢,.
W celu wykreSlenia krzywej granicznej szukamy punktéw ekstremalnych. Stwierdzamy, ze
sa mozliwe dwa przypadki:

1° a3 <. Punkty ekstremalne sa punktami przeciecia krzywych (5.2.8) z osia ¢,. G6érna
krzywa osiaga w punkcie przecigcia minimum, a dolna maksimum.

a
2° a;>w. Pojawiaja sie¢ dodatkowe ekstrema dla g o= - V}(a3—w?). Gérna
as

krzywa ma dodatkowo dwa maksima, a dolna dwa minima.
Wykreslona krzywa graniczna w przypadku gdy a5 > jest widoczna na rys. 5.

€

wa,

a;

tgu=o £

-a,

Rys. 5. Analiza funkcji u*=K*(g,¢),

vt=L%*(e,s) mna plaszezyznie (e, &)

w przyktadzie 2. Rodzina elips przedsta-

wia krzywe stalej wartodci funkcji ut =

=K*(e, &). Zbior Z# jest dziedzing

odwzorowania II-* w przypadku gdy
a;>0, a,>0, az>0

-wa,

Punkty nalezace do obszaru ograniczonego krzywa graniczna spelnlajq warunek 4>0,
wobec tego wraz z punktami krzywej granicznej tworza dziedzing 2 rozwiazan.

Wezmy teraz uklad (5.2.6). Pokazemy ze w zbiorze wartosci odwzorowania, ktdre
uklad ten reprezentuje nie ma punktéw o wspéirzednej u réwnej zeru. Z przyréwnania
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funkcji (5.2.6a) do zera dostajemy réwnanie
—%\/Z=a3 ee,+(a3e® +w?a?) tgha,. (5.2.9

Funkcja po prawej stronie réwnania (5.2.9) zeruje sie wzdtuz krzywej
&§=—————tgha,, (5.2.10)

ktéra skiada si¢ z dwoch galezi, z ktérych jedna lezy w II éwiartce, a druga w IV éwiartce
plaszczyzny i dzielg plaszczyzne na trzy podobszary stalego znaku rozwazanej funkcji.

Aby uprosci¢ rozwazania zalézmy, ze spelniona jest nieréwnosé (a5 +2w) tgh a, >as,.
Wéwezas wzdtuz krzywej (5.2.10) wyréznik 4 jest ujemny, czyli krzywa lezy poza zbiorem
% i w zbiorze % prawa strona réwnania (5.2.9) jest funkcja oznaczong dodatnio. Zatem
nie ma punktéw, ktérych wspéirzedne spelniajg réwnanie (5.2.9), czyli funkcja (5.2.6a)
nie posiada miejsc zerowych. Wnioskujemy stad, ze uktad (5.2.6) nie reprezentuje odwzoro-
wania /7~ 1, poniewaz zbi6r wartoci tego odwzorowania, to znaczy zbidr #, zawiera punk-
ty owspdlrzednej u réwnej zeru.

Z kolei rozwazmy uklad (5.2.5). Wyznaczymy najpierw krzywe stalej wartoSci funkeji
(5.2.5a) i nastgpnie zbadamy wartosci funkcji (5.2.5b) wzdtuz tych krzywych.

Przeksztalcamy wyrazenie (5.2.52) do postaci

= sat—l-%\/A_)_O

Ll 5.2.11
a3&®+w’a? ( )

tgh(a,+a, u+)—<
W réwnaniu (5.2.11) traktujemy u™* jako parametr i dla kazdego u* € <0, + 00) szukamy na
plaszezyznie (e, &;) punktéw, ktérych wspdlrzedne spelniaja to réwnanie. Zauwazmy, ze
(5.2.11) mozna zastapié réwnaniem

[tgh (@55 a uy e (Mﬁ' )] [tgh (a+as u+)—(w)]=o .(5.2.12)

a3’ +w’a? aze’+w’a?

Wynika to z faktu, ze drugi czton po lewej stronie nie ma miejsc zerowych w 2.
Po wykonaniu przeksztalcer otrzymujemy

O+ (st a3 tgh (a0, + a0 =0a} (L —tgh(a; +ayu™).  (52.13)

Rownanie (5.2.13) przedstawia rodzine elips.

Tak wigc kazdej wartosci u* e 0, + o) odpowiada elipsa (5.2.13), wzdtuz ktdrej funk-
=12 (5.2.5a) jest wielkoscig stala o wartosci réwnej u™t.

Z(5.2.13) widag, ze srodek symetrii kazdej elipsy lezy w poczatku uktadu wspotrzednych.
Frzez obrét uktadu wspStrzednych o kat o okreslony wzorem

2a; tgh(a,+asu™)
(w?*—1)+a3 tgh*(a,+a,u™)

te 0=

“ownanie elipsy sprowadza sie do kierunkéw gléwnych i ma postaé

& Prace IMP z, 66
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{cu cos® a+ [sina+a; cosa tgh(a, +asu™)]*} &>+
+{w? sin® a+[cosa—as sina tgh(a, +azu*)} e’ =
=w’ai(1—tgh’*(ay+asu™)).

Widaé stad, ze osie elips maleja do zera gdy u*— +oo. Wewnatrz elipsy okreslonej
parametrem u* =0 leza wszystkie pozostale elipsy rodziny. W celu ilustracji rozwazan na
rys. 5 wykre$lono kilka elips wyznaczonej rodziny. Zbadamy teraz wartoéci funkgji (5.2.5b)
wzdtuz kazdej elipsy rodziny. Badania te przeprowadzimy graficznie na plaszczyznie (e, &)
korzystajac z faktu, ze zamiast funkcji (5.2.5b) mozna bada¢ funkcj¢ trygonometryczng
tg v*. Wyznaczymy obszary statego znaku tej funkcji i z polozenia elips wzglgdem obszarow
stalego znaku bedziemy wnioskowaé o warto$ciach funkcji (5.2.5b) wzdtuz elips.
Zauwazmy, Ze tgv* zmienia znak przy przejéciu przez of &, poniewaz jest funkcja
nieokre$long wzdluz osi ¢, 1 przy ¢,> 0, gdy e—0 ma granicg lewostronng + oo, a prawostron-
na — oo, natomiast przy ¢,<0 odpowiednio —oo i + co.
Miejsca zerowe funkcji tg v™ okresla réwnanie

w’ale,= -—%ass\/z. ' (5.2.14)

Podnoszac obie strony réwnania (5.2.14) do potegi drugiej otrzymujemy réwnanie krzywej,
ktdra sklada sie z dwoch galezi, z ktdrych wybieramy galaz potozona w ILi IV éwiartce plasz-
czyzny okre$lona réwnaniem

=__8\/a1_£ ; (5.2.15)

wzdluz ktdrej zeruje si¢ funkcja (5.2.5b).

Krzywa (5.2.15) jest wykreslona na rys. 5 i jak wida¢ wraz z osig ¢, dziela zbidr # na
cztery podzbiory stalego znaku funkcji tg v+. Kazda elipsa przecina wszystkie podzbiory
statego znaku, a wiec wzdtuz krzywej stalej wartosci funkcji (5.2.5a) funkcja (5.2.5b) przyj-
muje wartosci z przedziatu < —2m, 0), czyli obrazem zbioru punktow elips przez odwzorowa-
nie, ktore reprezentuje uktad (5.2.5) jest zbior # .

W wyniku przeprowadzonych rozwazan stwierdzamy, ze w przypadku gdy wspéiczynni-
kia,, a,, a; sa dodatnie uklad (5.2.5) reprezentuje odwzorowanie /7~ -

Konsekwencja przeprowadzonych rozwazafi jest wniosek, ze wychodzac z dansj funkcji
(5.2.1) mozna zbudowaé rodzine drgan okresowo-zanikajacych.

Postepujac wedtug schematu nakre$lonego w punkcie 4 podstawiamy funkcje f i jej
pochodne do (4.8).

Mamy :
sinh (a, + a5 u) a;
g,=2astgh(a,+asuw)|a,a,———~ _cosv+®w —————sinv |+
e )[ 173 Cosh?(a, +asu) cosh(a,+asu)
(0" — COSV. 5.2.16
s cosh (a2+a3 u) ( )

Z kolei podstawiajac (5.2.5) do (5.2.16) dostajemy réwnanie rézniczkowe

as &g+ a—-82a8+coa as
gn+(w2+a§)8+2a3< seeto(ai—2) (@ D—ai )

=0 5,249
a3 +w’al fi ( )
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ktorego rozwigzania sa drganiami okresowo-zanikajacymi o postaci

a;

8=cosh(a2+a3(t+K(§, ) cos(wt+L(E, 1)), (5.2.18)
gdzie
: —aséntoV (@ - (@ E+o’d)—dir
K(é’n)=‘;:l}a2+Artgh( a3 & +w’a} )]

1 —o’atn—a;0¢(@ - (EEro’ad)—aly’
L(¢,n)=arctg|— 220 SV z
ot a; & +owa;g
Dla skonstruowanych drgafi wazne sg wnioski z punktu 4.
Na zakonczenie wyprowadzimy wz6r na dekrement lo garytmiczny. Podstawiajac funkcje

(5.2.1) i funkcje wzgledem niej odwrotna do (4.15) otrzymujemy

E
a;

o=1In

cosh <a3 To+ Ar cosh ﬂ)

&
Po wykonaniu przeksztalcefi wzér na dekrement logarytmiczny upraszcza si¢ do postaci

2
ey aq :
o=In (cosh az To+—=— (—) —1 sinha, To>-

a; €

PrzyYKEAD 5.3.

To samo zadanie jak w poprzednich przykladach przedyskutujemy w przypadku funkcji
f(#) danej w postaci

ay
e o e (5.3.1)
S sinh (a,+ast)

gdzie o o a, - stile parametry.

Analizujemy kolejno warunki istnienia rodziny drgaf okresowo-zanikejacych dla tej
snkeji. Tak wige funkcja f(¢) jest klasy C3 w przedziale 0<¢< + oo pod warunkiem, Ze
#245>0. Z kolei dana funkcja ma by¢ oznaczona dodatnio lub ujemnie. Widzimy ze f(¢)
=t oznaczona dodatnio wtedy i tylko wtedy, gdy a,>0 i sinh(a,+as#)>0 lub o, <0
“nh(a, +ast) <0. Warunki te sa réwnowazne warunkom a; >0, a,>0, a;>0, lub a, <0,
. <0, a; <O.

Funkcja f(2) jest oznaczona ujemnie wtedy, gdy a, >0 i sinh (a,+a; £)<0 lub a; <0

nh(a, +a32) >0, czyli pod warunkiem, Ze a; >0, a, <0,,a5<0 lub 2, <0, a,>0, a;>0.

Widzimy stad, Ze sa mozliwe oba przypadki. Wykazemy, ze w kazdym przypadku spel-

oy jest warunek 2° podpunktu A.

b e
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Przypadek 1. a,>0, a,>0, a;>0 lub 2, <0, a,<0, a;<0.
Funkcja f(¢) jest oznaczona dodatnio. Obliczamy pochodna:

cosh (a,+ast)

: 532
? sinh?(a, +asf) b

f{)=—a,a

Pochodna jest funkcja oznaczona ujemnie, wigc w przedziale 0<t<+ oo funkcja f(2)
jest monotonicznie malejaca.

Przypadek 2. a,>0, a,<0, a;<01lub a, <0, a,>0, a;>0.

Funkcja /() jest oznaczona ujemnie. Pochodna (5.3.2) jest funkcja oznaczong dodatnio
czyli w tym przypadku funkcja f (¢) jest monotonicznie rosnaca.

Odwzorowaniu IT: #o—>% w rozwazanym przyktadzie odpowiada uktad funkcji

a;
e= — —— _ COSYy, 5.3.3a
sinh(a,+asu) ( )
cosh (a,+a a
&= —0a,0; —ZLZ—Su) Ccosv— @ ——1—~— sinv. (5.3.3b)
sinh*(a,+asu) sinh(a,+asu)

Nalezy wyznaczyé odwzorowanie odwrotne IT-': R W . Rozwiazujemy wiec uktad
cosh (a,+asu)
sinh?(a,+as u)

na lewa strone i nastepnie podnosimy obie strony do potegi drugiej. Otrzymujemy réwnanie,
ktére po redukcji zmiennej » za pomoca réwnania (5.3.3a) sprowadza si¢ do réwnania
kwadratowego wzgledem ctgh(a, +asu) o postaci: -

(5.3.3) wzgledem u i v. W réwnaniu (5.3.3b) przenosimy czion —a;, d;

(a2 &2 — w?a?) ctgh®(a, + a5 u) +2a; g5, ctgh (a, +as u) +& +w*(al +£°)=0.
Obliczamy wyréznik
A=40?[(a? + %) (w*al—a3e?)+aiel]
inastepnie pierwiastki

—a; sst+%\/2

2

ctgh(a,+asut)= =
ase“—w’aj

(53.3.49)
. —ayee—3V4
ctgh (a,+ —
gh(a,+asu”) agsz_wza%
Z kolei wykorzystujac (5.3.3a) mozna (5.3.3b) przedstawi¢ w postaci
g=—azectgh(a,+asu)—wetgy.

Stad odpowiednio do pierwiastkow (5.3.4) otrzymujemy
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1 wiaisda e/ A
gyt = 2 2L oo
we  aie’—w’a?

_ 1 o’d?®e+3ase/4
tgo =— 250 o2
we A& —o-aj

Mamy wige dwa uklady funkcji, mianowicie

1 —asee,+3/4 :
u+=_[—a2+Arctgh<iZ3zgt : ):I, (5.3.52)

2
aje*—w’a?

as
1 w?a’e,—la,e\/A
e <_ o ) (5.3.5b)
we aie’—wlal
oraz
. —a3ss,——%\/A_ ]
sl o g el B A AN (5.3.62)
u as[ a,+ Ar ctg (agsz—a)zaf )J
1 w?d?s,+1a s\/Z
v =arc tg <- il ) (5.3.6b)
0)8 1138 =1 (11

Tak jak i w poprzednich przykladach ograniczamy nasze rozwazania do przypadku gdy
wspolczynniki a,, a,, a; sa dodatnie.
Dziedzina # rozwigzan Jest zbidr punktéw na plaszezyznie e, ¢,, ktérych wspSirzedne
spelniajg warunek 4>0 i a3e®— w?a?#0.
Z przyréwnania wyréznika do zera dostajemy réwnanie krzywej granicznej
(ai+e)(w’a?—ake®)+ale?=0. (537

Widaé stad, ze osie ¢, ¢ sg osiami symetrii krzywej granicznej. Rozwiazujac réwnanie
3.3.7) wzgledem ¢, mamy

1
s V(@ +&?) (a2 —wdd). (5.3.8)
1

Krzywa graniczng tworza wigc dwie krzywe, z ktérych jedna lezy w polplaszczyznie
a a
k- . druga w pélplaszezyznie 6> @ — . Wykreslona krzywa graniczna jest wido-
a3 a3
-zna na rys. 6. Punkty nalezace do obszaru zawartego miedzy galeziami krzywej granicznej
‘peiniajg warunek 4>0. Drugi warunek aje? —w?a? #0 wyklucza punkty dwéch prostych
a
réwnaniach &=+ -, wzdhiz ktorych 4>0.
as
Dziedzing 2 rozwigzan jest wigc zbior punkiow na plaszczysnie zawarty miedzy gale-
wemi krzywej granicznej wraz z punktami krzywej granicznej i bez punktéw prostych

Z uwagi na to, ze funkcje uktadu (5.3.5) i (5.3.6) sa nieokreSlone wzdluz prostych
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&t

AT 0 w g__; e
Rys. 6. Analiza funkcji u~=K=(s, &),
b v-=L"(e,5) na plaszczyznie (e, &)
% w przykladzie 3. Rodzina elips przedsta-
u-0

wia krzywe stalej wartosci funkcji u~ =

=K~(e,e). Zbior <% jest dziedzina

odwzorowania I7-* w przypadku gdy
a:>0, a,>0, a;>0

a
e=+w—, aby nie komplikowaé rozwazan, poszukamy warunkow, przy ktérych odwzoro-
3 a a
wanie odwrotne IT~* jest okre§lone w pasie plaszczyzny — L ce<w . Wezmy uklad
as as

(5.3.5). Latwo sprawdzié, ze funkcja (5.3.5a) jest oznaczona ujemnie W powyZszym pasie
plaszczyzny, co eliminuje uklad (5.3.5) z rozwazan. Zbadamy wigc uktad (5.3.6). Postgpujac
wedhug schematu nakre§lonego w poprzednich przykladach wyznaczamy najpierw krzywe
stalej wartosci funkcji (5.3.6a) i nastgpnie badamy wartosci funkeji (5.3.6b) wzdiuz tych

krzywych. Przeksztalcamy wyrazenie (5.3.6a) do postaci

(5.3.9)

5 —as est—%‘/z

ctgh(a,+asu")—| ———>—— |=0.
gh(a,+asu”) <a7§e7‘——wzaf)

W réwnaniu (5.3.9) traktujemy u~ jako parametr i dla kazdego u~ €<0, +o0) szukamy

: a a ; 4 e ; :
W pasie plaszczyzny —w e punktéw, ktorych wspdtrzedne spelniaja to rownanie.
as as
Roéwnanie (5.3.9) mozna zastapié réwnaniem

Bk —1A o 1 Z
[Ctgh(az'l'asu_)"(ﬁst—zz—\é—):l[ctgh(a2+a3u—)—(———a388”+2\/ >:|=0,

ae’—w’al ake* —w’a?
(5.3.10)
w ktorym drugi czton po lewej stronie jest funkcja oznaczona dodatnio.
Po wykonaniu przeksztalceri otrzymujemy
w’e® + (e, +aze ctgh(a, +asu”))’ =o’aj (ctgh’(a, +azu™)—1). (5.3.11)

Réwnanie (5.3.11) przedstawia rodzine elips. Srodkiem symetrii kazdej elipsy jest po-
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a —_—_—
czatek uktadu wspdtrzednych. Jezeli spetniona jest nieréwno$é ctgha, <w s \/ ai+o?,
as

a a
to wszystkie elipsy rodziny (5.3.11) lezg w pasie plaszezyzny —w —<e<wm — . Woéwezas
a3 as
kazdej wartosci u~ € <0, + o0) odpowiada elipsa (5.3.11), wzdtuz ktérej funkcja (5.3.6a)
jest wielko$cia stala o wartosci rownej u~.
Przez obrét uktadu wspétrzednych o kat o okres§lony wzorem

2a; ctgh(a,+asu”)
(@®—1)+a3 ctgh®(a, +asu )

tg20=

réwnanie elipsy sprowadza si¢ do kierunkéw gtéwnych i ma postaé
{w? cos® a+[sina+as cosa ctgh (a, + axu ) Pe?+
+{w® sin® a+[cos o — a, sin« otgh (a, + azu )]’}el=
=w’af (ctgh’(a, +a3u™)—1).

Widac stad, ze osie elips maleja do zera gdy u™— + 0. Wewnatrz elipsy okre§lonej paramet-
rem u~ =0 leza wszystkie pozostale elipsy rodziny. Rodzing (5.3.11) ilustruje kilka elips
na rys. 6.

Zbadamy teraz wartosci funkcji (5.3.6b) wzdtuz kazdej elipsy rodziny. Badania te prze-
prowadzimy graficznie na plaszczyznie (e, &) wyznaczajac obszary stalego znaku funkcji
tg v™. Z polozenia elips wzgledem obszaréw stalego znaku bedziemy wnioskowaé o wartos-
ciach funkcji (5.3.6b) wzdluz elips. :

Zauwazmy, Ze tg v~ zmienia znak przy przejSciu przez of &,, poniewaz jest funkcjg
nieokreslona wzdtuz osi ¢, i przy ¢,>0, gdy e—0 ma granice lewostronna + o0, a prawo-
stronng — oo, natomiast przy ¢,<0 odpowiednio —oo i +oc0. Z wzoru (5.3.6b) widaé,
ze jezeli wspotrzedne punktu nalezacego do zbioru spetniajg réwnanie

o’ade= —%a38\/:1, (5:3.12)

to w tym punkcie funkcja tg v~ jest réwna zeru. Podnoszac obie strony réwnania (5.3.12)
do potegi drugiej otrzymujemy

(0’at—ale?)[a} el —al e¥(a? +69)] =0. (5.3.13)
Z punktéw, ktérych wspétrzedne spetniaja réwnanie (5.3.13) wybieramy punkty polozone

a a
w pasie plaszczyzny —w —<e<m —L, w ktdrych spelnione jest réwnanie (5.3.12). Sa to
/43 as
punkty krzywej

a —_—
g=——g /a2 +¢? (5.3.14)
aq
potozonej w II i IV éwiartce plaszezyzny.
Krzywa (5.3.14) jest wykre§lona na rys. 6 i jak wida¢ wraz z osig ¢, dziela zaznaczony
na rysunku pas plaszczyzny na cztery podzbiory stalego znaku funkcji tg v—. Kazda elipsa
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przecina wszystkie podzbiory stalego znaku wigc wzdtuz krzywej stalej wartosci funkcji
(5.3.6a) funkcja (5.3.6b) przyjmuje wartosci z przedziatu < —2mw, 0), czyli obrazem zbioru
punktéw elips przez odwzorowanie, ktdre reprezentuje uktad (5.3.6) jest zbior # .

Stad wynika, ze w rozwazanym przypadku uktad (5.3.6) reprezentuje odwzorowanie
i

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze spetnione sa wszystkie warunki podpunktu
A punktu 4, czyli na podstawie danej funkeji (5.3.1) mozna skonstruowaé rodzing drgan

okresowo-zanikajacych.
Podstawiajac funkcje f1i jej pierwsza i druga pochodna wzgledem czasu do (4.8) otrzymu-

jemy
cosh (a,+asu)

- Cosv+wa,
sinh*(a, +a; u)

=2a, ctgh(a,+asu)| a;a e Y
&y 3 ctgh(a;+a; )l: 1%3 sinh (a,+asu) ]

> G
—(0*+a3)—————cosv. 5315
o ey sinh (a, +a;u) U ( )

Z kolei wstawiajac (5.3.6) do (5.3.15) dostajemy réwnanie rézniczkowe

ase6,+ o (@2 +&) (0%a’ — a2 82)+af£,2> -
8t= 5

2 2
stt+(a) +a3)6+2a3 CH D
w al_a38

ktérego rozwigzania sg drganiami okresowo-zanikajacymi o postaci

e ay
e o e (5.3.16)
gdzie
: —a;tn—o(al+8)(w’al —ai E(+ain?)
K(f,ﬂ)=‘—1;[—a2+Arctgh ( - —lwzaf+a§§12 3 1 ):l’

1 wain+a; iV (ai+&) (@7 ai—ai ) +ain
L(¢,n)=arctg (— ; L) )
- oé —w a;+aszé
Jak wiemy z rozwazan w punkcie 4 skonstruowane drgania spelniaja postulat zanikania
drgan, a miara zanikania, to znaczy dekrement logarytmiczny jest funkcja wartoSci ampli-
tudy drgan. ,
Na zakonczenie tego przykladu podamy wzor na dekrement logarytmiczny charaktery-
zujacy ttumienie ukladu, ktérego drgania aproksymowano funkcja (5.3.16).
Podstawiajac funkcje (5.3.1) i funkcje wzgledem niej odwrotng do wzoru (4.15) otrzymu-
Jjemy
2
a;

o=In

a
sinh <a3 To+ Ar sinh _i>
A SM
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Po wykonaniu prostych przeksztalcen mozna wzdr na dekrement logarytmiczny sprowadzié
do postaci

2
o=In (cosh as TO-FS—"?‘L /(-ai> +1sinhas TO>. - (5.3.17)
81 V\ey

Praca wplyneta do Redakcji w marcu 1973 r.
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Meto KOHCTPYKIHH YPABHEHHS JBUJKEHHSI CHCTEMBI C OJHOH CTENeHhIo
cB0O0OOBI H3 ceMeiicTBa 3KCHEPHMEHTANBHBIX KPHBBIX

Pe3rome

PaboTa kacaercs mpo6IeMbl OIMCAHUS CHJ BHYTPCHHErO TPEHWS B KOHCTPYKIHOHHBIX MaTepHaliax

IPX OOHOPOIHBIX COCTOSHUSX HAMPSKEHUIA.

CunTas TUIMYHYIO CHCTEMY IUIs MCCIENOBAHWS BHYTPEHHEIO TPEHUS METOIOM CBOGOOHBIX KoleOa-
HHUM CECTEMOM C OHOM CTENEHBIO CBOGOMIBI, IPEACTABICHBI TEOPETHIECKHE OCHOBEI MIEH AIPOKCHMAIAR
SKCIIEPHMEHTAJBHBIX KPHBEIX JBYIAPAMETPUYECKIM CEMEUCTBOM MHTETPANBHBIX KPUBBIX M BHIBOJA HH(-

(epeHInanbHOTO YpaBHEHUST 3TOTO CEMEHCTBA.
B nysxTe 3 ompernensercs ocobas Gopma TaKOro ceMeHCTBa, T. HA3. CEMENCTBO MEPHOIMIECKY 3aTy-

xaromux Koyebanui,
Huist 3TOTO THIA KOJEOaHMIt BBENEHO IOHSATHE aMILIATYIBI KOJEOAHMIA, MPOAHAIU3MPOBAHEI CBSI3H

MEKIy 09€pEAHBIMY AMILTUTYJAMU KOJIEOaHui M TOYHO OIIPEe/eeHa OOIIenprMEHsseMas MEpa AeMIIHPO-

BaHWd, T. Ha3. JIOTApHGMAYECKAN HEKPEMEHT.
B nynkre 4 npencranien a¢(EKTHBHBIN METO KOHCTPYKITHE CeMEHCTRA TIEPHOAMYECKH 3aTyXAMOLIAX

KoneOanuii Ha OCHOBE Tpaduka ero mpoussomsiell GpyHkumy. MeTox HILTIOCTPAPYSTCsS TpeMs IpEMepaMa
B IIyHKTE 5.

A Method of Derivation of the Equation of Motion of a System Having one Degree of
Freedom from the Experimental Family of Curves

Summary

The problem of the description of internal friction forces in structural materials under single-axial

stress conditions is dealt with.
Theoretical principles both of the concept of approximation of the experimental curves through
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a two-parameter integral family of curves and of the derivation of a differential equation for this family
are presented.

A special case of such a family, namely the family of periodically decaying vibrations is defined in
Section 3.

A concept of the vibration amplitude is introduced for such vibrations and the relations between
the subsequent amplitudes are analyzed. The commonly used damping measure, the so called logarithmic
decrement, is precisely determined. An effective method of constructing a family of periodically decaying
vibrations from a diagram of its generating function is described in Section 4. The method is illustrated
with three examples in Section 5.



