
PO LSKA AKAD EMIA NAUK
INSTYTUT MASZYN PRZEPŁYWOWYCH

PRACE
I1\STYTUTU MASZYN
PRZEPŁYWOWYCH

TRANSACTIONS

OF THE INSTITUTE OF FLUID-FLOW MACHINERY

WARSZAWA-PoZNAŃ I975

66

PAŃSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE



PRACE INSTYTUTU_ MASZYN PR ZF.PŁYWOWYCH
poświęcone są publikacjom naukowym z zakresu.tęorii i badań doświadczalnych
w dziedzinie mechaniki i termodynamiki przepĘwów, ze szczegllaym uwzględ-

nieniem problematyki maszyn przepływowych

,t

THE TRANSACTIONS OF THE INSTITUTE OF FLUID-FIOW
MACHINERY

exist for thc publicafion of theoretical and experimental investigations of all
a§pects of the mechanics and thermodyaamics of fluid-flow with special reference

to fluid_flow machinery

KOMITET REDAKCYJNY- EXECUTIYE EDITORS
KAaMIERZSTELLER - REDAKTOR - EDITOR
JERZY KOŁODKO JÓaF ŚMIGIBLSKI

ANDRZEI ŹABICKI

RĘDAKCJA - EDITORIAL OFFICE
In§tyfirt Magzyn PrzepŁwowyó P.AN

ul. Gca. Józefa Fiszera 14,80-952 Gaą*qL, skr. p@ztowa 621,tąl,41-12ą 1

Copriebt
by Państwowe wydawnictwo Naukow.

Warszaęa 1975

pfinted in poland

PAŃSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKO\r B_ ODDZ.IAŁW POZNANIU
Nakład 370+90 egz. oddano a!,o slcładlnia 7 Yfr, 1974 t.
Ark Yryd. 14,75. ArŁ dnrk. 11,375+1wkl. Podpisano do druku l7ll 1973 r.

Papier druk saL kL V, 70 e Druk ukońgzono w lutlm 1915 r.
Nt zam. 577143 F-t7ll183. &na ń 45,-
DRUKARNIA UNtWĘRSYTETU IM. A. MICKIEWIczr'.W POZNANIU



PRACE INSTYTUTU MASZYN PRZBPŁYWOWYCH
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EUSTACHY S. BURKA
, Gdańsk

O pewnym modelu komory przepływowej z mechanicznym
wzbudnikiem drgańx

W pracy przedstawiono równanie opisujące ruch płaskiego wzbudnika sprężystego, umieszczonego
wzdłllż strugi cieczy nieściśliwej, w komorze przepływowej o prostokątnym przekroju poptzeczrym
i zamocowanego wspornikowo jednym swoim końcem.

Przyjętezałożeąia odpowiadają przypadkowi, gdy stosunek wysokości komory do długości wzbud-
nikajest mały. Zanalizowano stabilność rozwiązania zerowego (stanu równowagi), badając przybliżolą
postać uzyskanego równania nieliniowego. Badania stabilności dotyczą iloczynowej funkcji opisującej
drgania. Czynnik zńea. od położenia, zwagy funkcją ksztahu, przyjmuje się za znany, Uzyskano kry-
terium stabilności oraz omówiono wpfuw lepkości ciec4l na przedstawiony wynik.

Wyprowadzono wzór na grubość zastępczą war§twy cieczy stowarryszolej ze wzbudnikiem
w czasie jego drgań.

Praca ma charakter wstępny w analizie przedstawionego przepływu przy uwzględnieniu kawitacji.

Wykaz najważnieiszych oznaczeń

ą - połowa wysokości komory, fk,t):f - funkcja opisująca odchylenie
Ar, A',o'I - współczynniki w równaniu drgań wzbudnika od położenia rówuo-
B,,, BI}'J końca wzbudnika, i:I,...,8, wagi,

i_O,...,3, zależae od funkcji It,rl,KuL - całki zależle od funkcji kształtu
kształtu E,

b - szerdkość komory, l - długość wzbudnika,
b' '- szerokość wzbudnika, Oxyz,Oxy - układywspóhzędnychprzestrzen.
c - prędkość przepływu, ne,
cg - prędkość ktytyczla dla drgań Oii' - układ współrzędnych przestrzeni

samowzbudnych, fazowej,
d - grubość wzbudnika, p(x,y,t):p - ciśnienie w cieczy,
d, - grubość warstwy zastępczej cie- pt(x,t):p, - ciśnienie w obszarze Dl,i=I,Z..

czy, lp:pt-pz - tóżnica ciśnięń,
dldt - pochodna względem zmiennej t, p.(t):p* - ciśnienie daleko ptzed (i za)
dEldl - gęstość liniowa sił działających wzbudnikiem,

na wzbudnik, si(x, t):ąlg,f {x, t) - grubość strumienia w ob-
D, D, - obszary lapłaszcnlźnie, wktórej szalze D1, i:1,2,.,.,

odbywa się przepĘw, i:0,1,2 ,3, sgn - funkcja ,,signum" (znak),
E - moduł Younga płaskownika t - czas,

(wzbudnika), to:Uc

* Praca wykonana w ramach planu resortowego PAN-19, grupa tematyczla8.

t93]



94 E. S. Burka

i
i :(u*, xr)
at:(x, t):u,

- czas,,zlormalizowaty",
- pole prędkości,

- prędkość w obszarze D1, i:1,

0": a l0,, 0r: 0l0t - pochodne cząstkowe wzglę-
demxit,

^ _1 ^ -1al-1) o2-I,

).tG),ErG), p{x, y) - funkcje określone w iozdz.4,
ps, pt gęstość wzbudnika i cieczy,
ot(x, t):6,_4r.1o
ac):f (€.l, t)lf U, t) - funkcja kształtu dla pos-

taci ilocz5łrowej drgań,

Ó@: Iq(€)a€'
o

2,...,
d - współczynnik określony w toz-

dńale 6,
y(t):y:f(l)la - funkcja opisująca ruch §wo-

bodnego końca wzbudpika,
yręlQ):y(t) - cyrkulacja jednostkowa wokół

,wzbudnika,
(-ó, ó) - przedział wartości funkcji y

(w rozdz.7),

1. Wprowadzenie

Zmiana'chalakteru ruchu wywołana zjawiskiem kawitacji powoduje zmianę rozkładu
ciŚnień w całym obszarze przepływu, a eo ża tymidzie, wpływa na samo zjawisko kawitacji
[1]. Badanie efektów wzajemnego oddziaĘwania jest jednym z głównych celów dociekań
badaczy zajmujących się zjawiskiem kawitacji.

Z dotYchczasowych badań wiadomo, że wpływ kawitacji na charakter przepływu jest
ZnikomY w Zaczątkowym jej stadium. Szczególnie sprzyjające warunki dla tworzenia się
kawitacji PoWStają w obszarzę działania drgań hydrodynamiczno-akustycznych. Kawitację
obserwuje się wtedy w formie pęcherzyków nie tworzącychzwafiej kolonii, leczrońożonych
mniej lub bardziej regularnie w całej objętości medium, gdzie ptzebiegi hydromechaniczne
wykazują dostateczną intensywność.

RYs. 1. Schernat przepływowej komory kawitacyjnej zmechańcznym wzbudnikiem drgań

TYm niemniej w opisanychwyżĄ warunkach można wywołać silny proces erozji kawi-
tacYjnej [2]. Odpowiednim modelem dla badań takiego zjawiska jest komora kawitacyjna
z męchanicznym wzbudnikiem drgań (rys. 1i 2). W oparciu o badania B,3,4f można stwier-
dziĆ, że lrządzenie takie, służące zatówno do badań zjawiska kawitacji jak i erozji kawita_
cYjnej w obszarze ultradźwięków, stwarza warunki badańpozwalające uzyska ć obtazbardzo
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Rys, 2, Stanowisko, badawcze, 
!"fi3.i?:,;1:irJ.d#T:"iT§ 

Zakłada Dynamiki Cieczy IMP

zbliżony do warunków występujących w stosowanych urządzeniachtechnicznych (rys. 3).
Zasada działania przedstawionego urządzenia polega na tym, że ciecz wypływająca z dyszy
1 (rys. l) trafia na płaski wzbudnik sprężysty 2 zamocowany wspornikowo, umieszczony
rv obszarze przepływu. Powstające siły oddziaływania wzbudnika z cieczą wywołują jego
drgania rezonansowe,

Przedstawiony wyżej model eksperymentalny stał się inspiracją do zbadania przebiegów
ciśnień w teoretycznym, uproszczorlym modelu komory przepływowej, Jego schemat

Rys, ,3. Próbki z ołowiu po badaniach w komorze kawitacyjnej z mechaąiczlym wzbudnikiem drgań,
po d0 minutach ekspozycji. Średnica próbek D:30 mm, prędkość wypływu wody z dyszy ru:36 m7g,

częstotliwoŚćdrgańwzbudnikaf:l3q Hz,amplituda:a) A:2 mm,b)l:3 mm, c)A:4mm

95



96 E" S. Burka

przedstawiono na rys. 4. Jest to nieskończonarura o jednakowym na całej długości prosto-
kątnym przekroju poptzęaznym, o szerokości ó i wysokości 2a. W poziomej płaszczyźnie
symetrii umieszczony jest płaski wzbudnik sprężysty o szerokości b'xb, gtubości d i dłu-
gości Ą jednym końcem zamocowany wspornikowo (punkt O). Parametry E" i p" oznaczają
odpowiednio moduł Younga i gęstość materiału, z którego wykonano wzbudllik. Na prawo

Rys. 4, SĆhemat uproszczony komory przepływowej z mechanicznym wzbudnikiem drgań

od punktu O (por, rys. 4) wzbudnik może wykonywaó jedynie wahania poprzeczne około
położenia OB, które jest położeniem równowagi tego płaskownika . Przez rurę przepływa
cięcz doskonała o gęstości p, tak, aby wzbudnik był ustawiony ,,pod prąd". Pomija się
zatem siły lepkości i ponadto pominiemy siły grawitacyjne. Prędkośó cieczy daleko przed
wzbudnikiem oznaczymy literą c.

Opracowanie ma na celu wskazanie sposobu obliczania drgań wzbudnika w tym uprosz-
czonym modelu i wywołanych tymi drganiami pulsacji ciśnień, przy założeniu, że występu-
jąca kawitacja nie ma wpływu na przepływ. Zagadnienie to potraktowano dwuwymiarowo
(zakladając jednorodność w kierunku szerokości rury). Ponadto zakłada się, że wysokość
ruty 2a jestznacznię mniejsza od długości wzbudnika /. Pozwoliło to na dokonanie pewnych
aptoszczeń ptzy Wznaczaniu pola prędkości i rozkładu ciśnień. Przy ich wyznaczani:u nie-
zbędne jest wprowadzenię warunku dotyczącego cyrkulacji f pola prędkości wokół wzbud-
nika. Przyjmując, że wynosi ona stale zero, otrzymano kryterium niestabilności drgań
określonego typu postaci iloczynowej (por . rozdz. 4) . Przy tym okaże się, że są one wtedy
nieograniczone, Przypadkowe odchylanie się wzbudnika od położenia równowagi pro-
wadzi zatęm d,o zbliżęnia się (końcem swobodnym) do ściany górnej (ew. dolnej) rury pro-
wadzącej ciecz. Zańknięcie się jednej części strumienia, np. nad wzbudnikiem, ozlacza
zmianę cyrkulacji wokół wzbudnika. Oznacza to nowy tozkład ciśnień, a tym samym sił
działających na wzbudnik. Powstają wtedy m. in. sifu powodujące powrót wzbudnika
do położenia równowagi, jego przekroczenie i zamknięcie drugiej części strumięnia - w
przyjętym przypadku pod wzbudnikiem. Powstaje analogiczna sytuacja jak wyżej i wzbud-
nik zaczyna wykonywać powtarzające się okresowo drgania poprzecznę (por. rozdz. 7),

Powyzszy opis drgań wyjaśnia, dlaczego w pracy rozpatrzono ogólnie przypadek, gdy
wspomniana cyrkulacja 1-jest stała i niekoniecznie równa zeru.

Obliczenię rozkładu ciśnień po obu stronach wzbudnika pozwala dale.1 na obliczenię
różnicy ciśnień lp działających po obu stronach wzbudnika, a tym samym na ułoźenie
równania jego drgań. Uzyskule się równanie nieliniowe (nieliniowość wynika z postaci
zalężności lp odfunkcli opisującej drgania) i bada się je metodą uptoszazoną. Ograniczymy
się do badania takich drgań, gdy kształt odchylonego wzbudnika nie zmienia się w czasie
drgań (por. (4.5)) oraz żądamy, aby szukana funkcja spełniała wynikające z równania
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ruchu równanie całkowe opiĘące bilans mocy tych drgań. uzyskane równanie (nadal
nieliniowe) jest równaniem różniczkowm zwyczajnym drugiego rzęda dla funkcji opisu-
-ląęj ruch końca wzbudnika przy założeniu, żę kształt odchyĘnia drgającego *ruoooit u
{ftnkcja Q, Por. (a.fl) jest 

'nuiy. 
Przedstawio nę zależnośct podano w rczdziale4. Następne

rozdziafu PracY PoŚwięcono opisowi metody analizy przyjętego równania. Jest to u11łliru
PłrrYbllŻona, oPierająca się na badaniu współczynników rozwinięcia składnika nieliniowego
xzględem potęg szukanej funkcji (opisującej ruch końca wzbudnika, por. (4.8)). ograni-
czono się do rozPatrywania co najwyżej ttzecichpotęg tego rozwinięcia. rorńhąLęse
obliczeń wsPÓłczYnników zamieszczono w Dodatku. IJproszczone równanie przedstawiono
v rozdziale 5 (wzór (5.5)).

Analiza tego równania pozwoliła m. in. uzyskać warunek konieczny nięstabilności
PołoŻenia równowagi, danY wzorem (6.9) oruz wzór na równoważną grubość wzbudnika
{5,8), Pod warunkiem, żę ksztak odchylenia się wzbudnik a jest znany. Należy zaznaczyć,
Że wPrawdzię gęnęzą badanego modelu jest komora kawitac}jnan to jednak zjawiska kawi-
tacji nie uwzględniono. Tym niemniej można stwierdzić, że tego rodzaja*ynln mają duże
Znaczenię teotetYczne, bowiem p,ozwalają na opisanie obszarów obniżonego ciśnienia,
*, łćórych kawitacja może wystąpić. przewidywanie to może dotyczyć jedynie przypadków
kawitacji hydrodynamicznej w jej stadium zaczątkowym, tzn. wtedy, gdy kawiiacja nie ma
istotnego wpływu na hydromechanikę przepĘwu. Należy zaznaczyć, że opisany model
łYmaga rozwinięcia PoPrZeZ uwzględnienie lepkości i opisanie towarzyszących przebiegów
akustYcznYch i Że Podjęcie prób w tym kierunku może znacznre zwiększyć dokładnośó
przewidywań teoretycznych.

2.wyznacaenie pola prędkości cieczy przy zadalrym ruchu wzbudnika

Model wyjściowy jest przestrzenny. Jego przekrójprzedstawiono na rys. 4. celem opi-
sania badanego przepĘwu wprowadzimy układ współrzędnych oxyz tak zorientowaiy,
aby były spełnione następujące warunki:

- początek o układu współrzędnychteży na prostej zamocowania wzbudnika w środkujego szerokości,

- oŚ Ox jest równoległa do ścian rury (komory) i przeciwnie skierowana do prędkości
cieczy,

- oś oy jest prostopadła do płaszczyzny wzbudnika w położeniu równowagi.
zwtot osi oz można wybrać dowolnie. ze wzgtędu na to, że pornijamy siły lepkości,

można ptzyjąó, że nie występuje niejednorodność w kierunku tej Ósi.
ZałoŻenie to Pozwa7a na traktowanie zagadnienia dwuwymiarowo, tj. w płaszczyźnie

OxY (Plor, rYs. 5). Dalszę uproszczenia będziemy opisywaó pomijając istnienie trzeciego
wymiaru (w kierunku osi Oz).

PrzYjrniemY, Że wszYstkie punkty wzbudnika opisują tuch wzdłuż prostej prostopadłej
do położenia, jakie zajmuje w stanie równowagi, tj. do odcinka oB leżącego na osi ox,
a koniec swobodny ,B ma odciętą />0 (równą długości wzbudnika). W przyjęlym akładziei,,
współrzędne wektora prędkości cieczy opisuje para @*, u), przy tym dalęko przed wzbud,
nikiem 0xą: _C, 1lr_:0.

7 Prace IMP z. 66
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W P2 ntn

7L 
-*-:- 

!,i 6
-l#

Rys. 5

punkty wzbudnika można indeksować odciętymi x, wzdłaż których się poruszają,

x e (0, /). Ruch wzbudnika jest opisany funkcją f (x, t), która oznacza rzędną punktu

xe(0,/) w chwili t (t _ dowolna |iczba rueczywista). Należy przyjąó,żę |f(x,l)l<o:
gdzie 2a oznacza wysokość przekroju poprzeaznęgo komory. przyjmiemy, że w każdej

chwili r ciecz całkowicie wypełnia dwuspójny obszar

p:{(x,y)z lyl<o} t rr,
gdzie

;ry:{@ , y) : xe (0, l) , y:f (x, t)} .

oznaczato,żsnieuwzględnia się kawitacji, oraz,że pomija się objętośó zajętąprzez wzbud-

nik (choó parametr d, oznaczający grubość wzbudnika odgrywa zasadntcząrolę w równaniu

drgań,por. rczdz.4).
Podzielmy obszar D na cztery części (rys. 5):

Do:{(x,y)ęD: |:,|śa, x>l\,

Dr:{(x,y)eD ; -a<!<f(x,t), 0śxśl},

D':{(x ,y)eD 1 f(x,t)<!śa, 0śxśl},
D3:{(x, y)eD: lyl<o, x<0} .

Interesowaćnasbędzie pole prędkościis:(u*,or) w obszarach Dri D2(po obu stronach

wzbudnika). ustalimy obecnie zasady jakimi będziemy się posługiwać ptzy wyznaczaniu

tego pola. Przede wszystkim przfmiemy, że wysokość komory 2a spełnia warunek

aśl.

Pozwala on uzyskać wniosek, żę składowe wektora prędkości spełniają warunęk

lr,l<lr"l.

Następnie pominiemy w ogóle składową ur(pltzynajmniej w D1 i Dr), Ponadto przyjmiemy,

że w obszarach, Dl i D, składowa w kierunku osi x nie zależy od rzędnej, tj, od odległości

od wzbudnika, Pozwala to wprowadzić oznaczęnie

ul(x,t):u*(x,!,t) dla (x,y)eDr,

a2(x, t):a,(x,ł , t) dla (x, y)eDr,

(ż.t)
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)iie będziemy zajmowali się opisem plzepływu w obszarach przejściowych w pobliżu gra-

nicy z obszarami D3 i Do.
Nięściśliwoś ó cieczy pozvłala przyjąć, że prędkości u, i u, spełniają następujące równanie

ciągłości:

O,|ai(x, /)s;(x, t)1: -lrsi(x, t) (2.2)

dla i:7,2, gdzie sl(x,t) oznacza grubość strumienia cieczy w obszarzę D, w miejscu x
rl chwili t, tzn.

dla x e (0, /), i:1,2, gdzie

(ż.3)

(2.4)

znana, rozwiązaniaZakładając, że funkcja .f (x,t) opisująca drgania wzbudnika jest

równań Q2) przyjmują postać

ui(x , t):[ - Ji, s, (x', t) dx' ł aui(O, r)]/s, (x , r) .
o

(2.5)

Ustalimy warunki brzegowe, jakie powinny spełniać prędkości u1 i u, w punktach x:0
i x:/, które pozwoliĘby wyznaczyó ur(0, l) i ur(O, t). Z warunku nieściśliwości cieczY wY-

nika następujący warunek:

a(ą(0, t)+ur(O, t) : -2ac. (2.6)

Za pomocą (2.5) można wykazać, że warunek ten pociąga następującą tożsamość:

s, (x , t) u1 (x , l) + s2 (x , t) u2(x , t): -2ac (2,7)

dla xe(0,/).
Przystąpimy następnie do sfotmułowania drugiego warunku. Będzie on w pewnym

sensie opisywaó cyrkulację pola prędkości wokół wzbudnika W.Ptzyjęty warunek ma Postaó

.l

J [rr(*,t)-uz(x, t)] dx:f(t)l,
o

(2.8)

gdzie f(t) jest przedziałami stałą funkcją czasu. Parametr /-:j-(r) wymiaru prędkości,
nazywać będziemy jednostkową cyrkulacją wokół wzbudnika. Można bowiem sobie wyob-
razić (rys. 5), że warunek (2.8) powstał z warunku §"Óal:r przez pominięcie całek Po
małych łukach leżących w obszarach Do i D3 @or. (2.1)).

W celu uzyskania z warunku (2.8) równania dla ur(O, t) i u2(0,1) podstawimy (2.8)

do (2.5). Po prostych przekształceniach otrzymamy:

lx
j t - j 0,f (x' , t) dx' + aar(O, r)]/s, (x , t) dx *
oo

99

si(x, t):ąatif(x, t)

( t dla i:I
"'-1- 1 dla i:2.

I

,7ł
t

-J'[J'r,,r(*', t) dx' +aur(O, r)]/s2(x, t)dx:T, (2.9)
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tzn.
1,, (t\ a, (0, t) - )", (t) u, (0, t) : 1l, (t) + 1l, (t) + I,

gdzie 
l

af dxż,(D: , lr .1 ąlr, r; '
o

a I lt(x,t)dxi(t): , l _-
l ) s;(x, /)

d|a i:1,2, ptzy tym §, są dane wzorami (ż.3) oruz

lr
1l(x , t):- | 0,f (x' , t) dx'aJ

o

(2.10)

(ż.fl)

(2.I2)

(2.I3)

(2.14,)

(2.t4")

(2.t5|)

(2.I5")

(2.16)

dla x e (0, /). Rozwiązując (2.6) i Q.I})jako układ równań dla u,(0), i:1,2 otrzymujemy

u{9, t):|-zclr(t)+(irQ) + tl,r(t)+ r)]|QlQ)+ ),2(t)),

u2(0 , t):|-zd,{t)-(ą(t)+ llr(t)+ f)]|(),r(t)+ )"r(t)).

Podstawiając uzyskany wzór do (2.5) i stosuj ąc ozr1aazenia Q3) oraz (2.I1) , Q.I3) otrzy,

mujemy następującą postać tozwiązania układu równań (2.5), spełniającą warunki (2.6)

i (2.8) (argumenty występujących funkcji pominięto):

-Zc)"r+|11,1+ 1t2+r - p(Ar+ ).r)f
uL-

(),r+ ).r) o,

-ZcAl-Lllr+ tl,r+r - p(),r+ ),)]
()"r+ )"r) o,

gdzie dodatkowo oznaczono

o;(x, /):s;(x , t)la:I+era-lf (x, t)

dlax ę (0, /), i:I,2.
Reasumując możemy stwierdzió, że poczynione założęnia sprowadzają zagadntetie

do problemu dwuwymiarowego. Korzystając z warunku Q.I) poczyniono dalszę uprosz_

częnia:

ur(x,ł, l):0 dla (x,y)eDruD2,

lra,(x,!,t):0 dla (x,y)eD" i:1,2,

Równanię ciągłości posiada wtedy proste rozwiązanie (2.5). Wplowadzenie naturalnych

warunków (2.6) i (2.8) pozwala wyznaczyć stałe całkowania u1(0, t) i u2(0, t) oraz wytaziĆ

wkonsekwencjirozwiązanie w postaci (2.I5), o ile znany jest ruch wzbudnika fi, funk_

cja f (x, t)) orazcyrkulacja jednostkowa wokół wzbudnika,

a2
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3. Wyznaczenie rozlrładu ciśnień rlziałających na wzbudnik

wskutek pominięcia sił lepkości możnaptzyjąć,że ciśnieniep spełnia równanie

$radp: dó
-Pt *,

które dla naszego modełu przyjmuje postać

0,1pr(*, t)+!pra!(x, t)f: - pOrai(x, t),
gdzie

pr(x,t):p(x,y,t) o ile (x,y)eD,
dla i:1, 2. Ciśnienie p, w każdym z obszarów D, można zatem wy7iczyć z następujących
wzorów:

pi(x,t):p,ęO,t)+!p,u|(O,t)-źp,u!(x, t):j O,u,(x',t)dx'. (3.3)
0

Podobne do PrzeProwadzonego w uzasadnieniu równości (2.8) rozumowanie skłania doprzyjęia następującego warunku:

p,(0, t)+!o1a!70 , t1: p-(t)+lprc2 (3.4)

(3.1)

(3.2)

(3.5)

(3.6)

wzbud-

(3.7)

dla l': 1,2, gdzie sYmbolemp. (t) oznaczono wartośó ciśnienia daleko przed (lub daleko za)
wzbudnikiem. siły działające na jednostkę powierzchni wzbudnika wynoszą zatem:

/p(x, t)=pr(x, t)- pr(x, t):

:+p{a\@ , Ą-u!(x, t) ł pti^a,ęrrę*', t)-ar(x', t)dx,)
dlax e <0,I>.

Ze względu na jednorodność w kierunku osi Oz można przyjąó, że

b:b':1
l wtedy lp oznacza zatazem gęstość liniową sił działających na jednostkę długości
nika, tj.

dF-; (x, t): Ap(x , t) ,al
Reasumując moŻemY stwierdzić, że siły działąące na wzbudnik o szerokości jednostko-

wej, zależą od ruchu wzbudnika określonego funkcją -f(x,t) poprzez ,ut"znosJ §.n,(3.5) i (2.15) otaz, że nie zależą one od ciśnienia p-Qj, prrvjańm odbywa się przepĘw(przy założeniu, że prędkość fal akustycznych jest ni"Jori"roou1.

4. Równanie drgarń wzbuórika. Postać aproszczona

PrzYjmując nadal, że wzbudnik ma szerokość jednostkow ą,tzn. b' :1, możemy zgodnie
zteorią spręzystości opisać drgania wzbudnika równaniem [5]

l
$a'ra!\ęx, t)+dp,a?f (x, ą:ff 6, t1. (4.1)
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Gęstość liniowa dFldl sił dziŃających na wzbudnik jest określona wzorem (3,7), Siły te

nleząw sposób nieliniowy od szukanej funkcji/ na którą nakłada się warunki brzegowe

za|ezięoJ sposobu zamocowania, dla x : 0 mamy zamocowanie wspornikowe, tzn.

Wtakimprzypadkupomnożenieobustronnerównania(4.t)przezó,/iscałkowaniewprze.
dziale(0,1),pozastosowaniucałkowaniaprzezczęśclwpierwszymskładniku'prowadzi
do następującego równania:

ll

#lź, * 
I 

(ai f t*, t1), ax + ! a ł 
" l 1a,f r*, r)),dx_] : 

I 
o n r", 1), 0, f (x, t) d x, (4,4)

óo
które jest bilansem mocy dla drgającego wzbudnika płaskiego (z zamocowaniem wsporni_

to*y* w jednym końcu i tzw. swobodnym drugim końcem). pierwszy składnik po lewej

stronie równania reprezentuje energię potencjalną odkształceń sprężystych, a drugi kine_

tyczlą.Prawastronarównania(4.4)oznaczamocsiłoddziaĘwaniazcieczą.
Badanie rozwiązai równania (4.i) jest utrudnione zważywszy na formę zależności

lp od, f. Klasa rozwi ązań równania (,4) jest znacznie szęrsza od klasy rozwiązań równa_

nia (4,1). Przewidując np. rozwiązanie równania @Ą w postaci iloczynowej, tzn,

f(O,t):a,f(x, l):g,

zaś dla x-l ptzyjmujemy, że siły ścinające i moment zginający są równe zerl,tzn,

a'-f (l, D:alf (l, /):0,

f (x, t) : a rp (x|l), y (t),

p(0): p'(0): Q"(1): ę"'(I):0,

le(Ol< rp(I):I dla (e(0, 1),

dtadużejklasyfunkcjipistniejerczwiązanie7,bowiem(4.4)jestwtedyrównanięmróŻ-
niczkowym zwyczajnym rzędllirugiego z dostatęcznie prostymi współczynnikami, Z dru_

giej strony żadne z rcrwiąńńró*ourriu (4.1) nie musi być postaci (a.5). Ale jak wykazują

badania, rozwiązanie równania (4.t) może się niewiele rożnić od postaci (4,5), zwłaszcza

gJy p.ęótos ó tizchoózęnia się fal poprzęcznych w wzbudniku płaskim znacznie przewyższa

prędkośćprzepływu.Bowiemwarunęk(4,5)oznaczarezygnacjęzfalowegocharakteru
drgańwzbudnika. ! _,__,^:^ /^ 

^\ 
1.+A*^

Powyższe argumenty skłaniają do rozpatrywania tych rozwięań równania (4,4),ktott,

są postaci (4.5). Występującą tam funkcję p opisującą ksńah odchylania się wzbudnika

płaskiego od położeniaio*oo*ugi nazywaćbędziemy funkcją kształtu, Rozpatrywanie

]edynie-równania (a.a) nię możę prowadzić do wyznaczenia funkcji ksńahu, powstaje za_
-tem 

problem wyboru funkcji kształtu rp tak, aby rozwiązanie równania (4,4) postaci

(4.5)najlepiejaproksymowałorozwiązanierównania(4.1).Problemtenniezostałrozwiąza.
nY' 

1o badania charakteru rozwlązań 7 równaniaw dalszej części pracy ograniczono się t 
ldynie ogólne własności

(4.4) przy załgżeniu, że funkcja,ksztahu jest znana, Wymienimy jt

funkcji kształtu

(4.2)

(4.3)

(4.5)

(4,6)

(4.7)
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PrzY sPełnieniu tYch warunkÓw iloczyn a, y(t) opisuje ruch swobodnego końca wzbudnika
płaskiego

f(l,t):a,yęą.
P r zy p o czy ni on ych zało żenjach równanie (4. 4) pt zy jmuj e p o stać

nr3 'n ' 
1

ffi ]rr"rt)f2d(.y(t)+or"I brol'dqy,,1t1: L 
I orrr,, t) q(Ę) d€,

o90

łtóre PrzY zad,anej funkcji ksżałtu jest wspomnianym równaniem dla funkcji 7. Dla dal-
szYch rozwaŻań cęlowe jest podanie wzorów poizwalających explicite wyrazić zależność
prawej stfony równania,(4.9) od funkcji y iptĄętej funkcji kształtup. FormuĘ zawatte
w rozdziale 2 zapisują się teraz następująco:

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

gdzie Ę : 
",J1 

dla x e (0, /), Sił} działające na wzbudn ik wyrażająsię sumą i różnicąprędkoś-ciuliu,

o1(x, t) : | + ą rp (Ę) y (t),

1

).,(t) : l_ ( + e, rp (Ę) y (t)-') d Ę,
o

ś

ll(x , t):ly' l rp(ć') dć' =ly' rp(ć),
0

1

p,(t) : ly' I a rg |1 + e, q (() y (t)7-' d€,
0

(4.1,4)

, (4.75)

(4.16)

5. Przybliżona postać równania mocy

Zgodnie z załoŻęniami zawartymi w rozdzia7e 4 przyjmiemy, że funkcja kształtu p jest
znana.'Wówczas równanie mocy (4.9) jest równaniem drugiego rzędu dla funkcji fir).Funkcja y(t)=O jest rozwiązaniem'tego- równania dla T:0, bowięm Zp(x, t) jest wtedy
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równe zeru (ur:u1). Jednakźe interesuje nas stabilność tego rozwiązania. W celu jej zba,

dania przyjmiemy, że

lyl*t. (5.1)

W załączonym na końcu pracy Dodatku wyprowadzono przybliżoną za|eżność prawej

strony równania (a.9) od 7 z dokładnością do trzęcichpotęg 7 (wzór (D.14)). W celu przed-

stawienia uzyskanego w ten sposób przybliżenia równania (4.9) możemy napisać

dla śe (0, 1)

dla j:0, 1, ...
(5.2)

J,: I ę(ć)qtc)dć dta

1

t: I Lp"(jJ'd(.
0

oznacza za|eżnośó 7 od czasu

j:0,1r...

Niech ponadto, i
wzorem

,,znormalizowanego" i określonego

gdzie

l
.0--,

c
(5.4)

Oznaczato np. że i'(Ó:y'(t) tg.Dlafunkcji fl otrzymuje się wówczas następujące równanie

pr zybliżone (dla 
| fl | 

<1) :

Ed3 _- c2dp" _ _,,

2F LT+-T- lzT":

:zpi :- (AIi + A2i" + A313 + A^(tr)'ł Ar(i')'i' +
L4.ł

+A6i"i2 +Ari' +Ari'i'+Bo+Bli'yłBri" +grl'i'|. (5.5)

Współczynniki L, 12, Aroraz B, zateżą jedynie od funkcji kształtu i cyrkulacji prądu wokół

wzbudnika. Na początek przyjmijmy 1-:0. Odpowiadające temu wartości A, oraz Bi
oznaczymy przez A\o) i Br(o). 

'Wzory dla tych wartości wyprowadzono w Dodatku (por.

(D.18) - (D.25)), a mianowicie:

cp(ć): l qG)dć'
o

1

I- I at(€)dc
o

1

(5.3)-t
to

Br(o):0 dla j:0, 1,2,3,...
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,4to): J kp_I}2dĘ>o
0

1

A2:Af):_ sęę_Jł'dć<O,
t

Af):z I q'(q-lr)'dĘ>0,
o

1

Ao: Af,) : as: A3) : _ I q'(ó _ lo)'dć <0,
0

1

A5 : A\o) - - 2 J l,p' (,ł - D - (J2 - I 2 Jof2 dĘ <o
0

Ar: Ą|o) : aa :1to) : 0 .

Uwzględniając rozpatrywanie ptzypadku 1-*0 otrzymamy następujące wzory (por.

(D.26) - (D.30) oruz (D.17)):

(5.o

(5.7)

o. _ o'.o' :('! \ ,. , o
\2r/'

A3- Af) :2 (*)" t {r' -,,)'o*,o,
orBo:ź'

Br:0 
I

Bz:3BoI q'kp-l)aĘ,
0

Bs:0,

Uzyskane zależności sugerują pominięcie masy wzbudnika wobec masy pulsującego
w takt jego, drgań'strumienia cieczy. V/ynika to z porównania współczynników ptzy i"
po prawej i lewej stronie równania (5.5).

Równoważna grubość cieczy wynosi zatem

d,:l' p, -A (5.8)ql- 
-'- aP"Iz

i jestznacznie większa od grubości wzbudnika. Dlatego drugi człon równania (5.5) będziemy
w dalszych rozważaniach pomijać.

6. Stabilność równowagi

Interesujenas zachowanie się wzbudnika w pobliżu jego połoźenia równowagi lf l<1.' T prrypadku gdy ciecz posiada własności zbliżone do doskonałE, można przyjąć, że do
, mnłnentu ewentualnego rozwinięcia się drgań samowzbudnych cyrkulacja prądu wokół
I

I

l
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wzbudnika jest taka, jak przy symetlycznym opływie, tzn. I:0. Uzyskane równanie przy-
bliżone ma wtedy postać (por. (5.5))

' 
ł " L- A, - A ni'f : i (A|o) - aL + A nQ )2) + i 

3 (,łf) + l, r(i )2),
gdzie

E d3ą 1,

&_-
24pl l" c'

Znającjedynie znaki współczynników Af)-uL, Ał), Ao, A, i znaki Ar, An fuor. (5.6))
moŻemY dokładnie opisać zachowanie sięrozwiązania y(t) w pobliżu położeniarównowagi.
W celu wYkazania tego,wprowadzimy przestrzeń fazową Oii' dla naszego układu. Stan
równowagi reprezentowany jest przez punkt (o, o).Rozpatrzmy trzy przypadki.

l. A\o) -aL<O. (6.3)

Istnieje wówczas takie otoczenie punktu (o, o) w płaszczyźnie fazowej oi i', dla jakiego

sgni" - -sgn' (6,4)

mimo, że wsPÓłczYnnik Af) jest dodatni , Oznacza to, że w otoczęniu tym krzywe fazowe
przecinają osie ofl i oi' w sposób taki, jak przedstawiono na rys. 6., tj, wypukłościami
odpunktu o.zbliższejanalizy wynika,że punkt (o,o)jestwtedypunktemstabilnym,
w tym sensie, żę każdę rozwiązanie zaczynające się w tym otoczeniu iest ograniczone.

(6.1)

(6.2)

IĘ,
rc.4) |, (a,ł) u.-

(6.6) (6,6)

Rys.

( 5,4) l

Rys. 7

przyklady krzywych fazowych odpowiadają cych tozwiązaniom w tym przypadku przedsta-
wiono na rys. [6].

2. ato) _ąl:g. (6.5)
'W 

PowYŻszYm PrzYPadku każdę otoczęnie punktu (O, o) składa się z dwu części,w któ-
rych spełniona jest zalężność (6.4) oraz zalężnośó

sgn7":5g1!, (6.6)

Granicępomiędzytymi częściami wyznaczająlinie utworzone z punktó* (}, }') spełniają-
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q,ch równanie

(i )' i l,ąo+ Ari']+ }3,4!0) : g,

- ą. prosta i:0 oraz krzywe o równaniu (por. (5.6))

Iy'|_[_ ł!" 1.
|' l-L A++A5T2f

(6.7)

Przykładtakich krzywych, dla których i":0, przedstawiono na Iy§. 7 (linie przerywane).

\a rysunku tym naniesiono również ptzytJady krzywych fazowych, odpowiadających

*,uny- rozwiązaniom. Oznaczają one, że punkt (o, o) nie jest w tym przypadku punktem

.:abilnym, gdyż każde rczwiązanie przechodzące w pobliżu tego punktu roŚnie nieograni-

izenie gdy l+oo.

Af) -aL>O. (6.8)

Wówczas w pewnym otoczeniu punktu (O, O) dla dowolnych wartości 7 spełniona jest

rórvność (6.6), a zatazęmjest to punkt niestabilny. Typowe przebiegi krzywych fazowych

,:,1powiadającychrozwiązaniom dla tego przypadku przedstawiono na rys. 8. Interesujące

;esi to, że olgraniczenie się do trzecich potęg rozwinięcia lp względem y nie pozwala

"a wskazanie przypadków, dla których rozwiązania niestabilnę bybby ograniczone.

\\inika t"o z tego, że współczynnik ,4!o) jest dodatni. Również w przypadku T*0 siły

..powracające,, proporcjonalnę do }3 nie występują (skła'tlowa p6 może wtedy odgrywaó

rolę sił,,powracających").

Rys, 8

w wyniku przedstawionych dociekań otrzymujemy kryterium stabilności. Jeśli

drgania wzbudnika są postaci iloczynowej (4.5) i funkcj a kształtu p nie spełnia warunku

Ed3a t _Af)e=ńil7< L ,

to takie drgania nie mogą się rozwinąć podczas przepĘwu z prędkością c,

oznacza to, że warln7<tęm konięcznym dla wystąpienia drgań z daną funkcją ksztaltu
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p jest warun ek przekroczenia przęz prędkość c pewnej pręd

^,_:l, lF; lL2Ę,lT tTP

kości granicznej

(6.10)

PrZY czYmzalęŻnoŚÓ od funkcji kształtu jest zawartaw ostatnim czynniku (por, (5.2) i (5.6).

7. Drgarria niestabilne

Jak Przedstawiono w rozdziale poprzednim, można zbadać organiczono ść rozwiązań
równania (6,1). Otóż w przypadku, gdy spełniony jest warunek (6.10) (tub też warunek
(6.5) względnie (6.8)), równanie (6.1) nie posiada rozwiązań ograniczonych. Przyjmując,
Że dtgania wzbudnika są opisane równaniem (6.1) nie można otrzymać drgań okresow h
(ograniczonych). Przyczyn niedokładności podanego opisu drgań należy lpa,uywaó w za-
łożenil, że cYrkulacja wokół wzbudnika jest stała. Dla cieczy lepkich założenie to nie jest
spełnione, co wyjaśnić można obrazowo w ten sposób , że prżez przekrój większy, prry t"j
samej róŻnicY ciŚnień, ciecz przepĘwa z większą prędkością. W takiej sytuacji cyrkuiacja
-l-jest funkcjązależną od amplitudy drgań wzbudnika i współczynnika lepkości. okazuje
się, Że efektY lePkoŚci możnawymodelować odpowiednią zmiennością cyrkulacji Iprzedzia-
łami stałą w czasie. Niech np. odchylenie wzbudnika jest tak duże, że zamknięty jest dostęp
do jednego z obszarów D, lub Dr. Cyrkllacja wtedy gwałtownie się zmienia. W modeiu
doŚwiadczalnYm (rYs. 1) może się tak zdarzyć, gdy swobodny koniec wzbudnika wyjdzie
poza bezpośrednię działanię strumienia wypływającego z dyszy.

W celu uzYskania oPisu ilościowego zajmierny się modelem najprostszym, ze zmienną
cyrkulacją, gdy wychylenia wzbudnika są ograniczone, np. jakimiś oporami znajdującymi
się w Punktach (Ą d) i (l, - 6). Przy tym w momencie 7 , zetknięcia się wzbudnik u, opói"*,
pole prędkości zmięnia się na takie, dla którego spełnione zostająwarunki:

91 (l, ;i):,9 r(t, 7{): - c. (7.1)

OdPowiadaó to może wyjściu wzbudnika poza obszar oddziaĘwania strumieni a z dyszy
i ustaleniu się przepĘJvu zgodnie z występującymi siłami lepkości.

Następnie" dla T >Ą cyrkulacja r jest stała i wynosi

rQ):rli77,
gdzie, wobec (7.1) (por. również równanie Q.7)),

(7.3)

(dla 1>ó>0, cyrkulacja /-(li) jest liczbą ujemną, jeśli spełniony jest warunek (a.|), Podsta-
wiająctę wartośó do wzorów (5.5) - (5.7) i przyjmując i'ęł):O, otrąrmujemy w tym mo_
mencie wartośó przyspieszenia

r " G ł) : (- A, - Ao 6') - L(A|o) - aL) ó+ 1!o)ó3 + Bo + B 2 ó2 + Be I, 6 + af, ,ł|ol ó31,

(7.2)

_ l.+, | -'c(l-.ó)dć i cG-.ó\dć,
,l (' i ): ) -Tiię. - 

) r',ń=2c6(Ir-I)+2có3(l,_ I,,)
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gdże

ro : |: 5 17, + 1) + ó3(13 - 12) . (7 .4)
żc

Frzrjmując da|ej, żeo<ó<l, stwierdzimy, żę o znaku przyspieszenia w chwili i.* decYduje

§,uma

Af\ -aL+l1-I,
cd której wymaga się, aby była ujemna, gdyż tylko wtedy może nastąpić ruch w kierunku

3o,łożenia równowagi.
Ponięważ Z jest dodatnie, więc wymaganie to będzie spełnione w przypadku, gdy speł_

:imy warunek:

|q(€)-lr|ś p(1)-1r:I-It, (7,5)

gdzie Ą >0. Rzeczywiście więc

A\o) +lr_ I:lr-I|+11- 1

1

ś J (p-1,)'dĘ+If l
o

1

< J Ie-r,|a(+l!-I

<(1-11)+(1r_1):0.

Konsekwentnie ograniczając się do 0<ó<1 możemy przyjąć, że funkcja fl spełnia rów_

nanie (por. (5.5) - (5.7) i (7,5)

i " :(- Ar)- l|(lf) - at + Aoi'li + ó (11 - 1)] .

Tak więc w zastosowa nym przybliżeniu i " : g, na linii określonej równaniem, otrzYmujemY

_ _ó(11 - 1)
l: 4l _"7* 1p ,

Przykład takiej linii przedstawiono na rysunkach 9 i 10 dla przypadków

A\o) _ąL>o i Af) _aL:g.

Na rysunkach 9 i 10 przedstawiono również przyl<lady krzywych fazowych startującYch

w punkcie (ó,0).
Na mocy równania (7.5)

ó(1_11)
^lo=71;l _o7_>Ó'

W obydwu przypadkach r ozwiązanie jest nieograniczone względemł1, zaś w skończonYm

czasie j osiągnie wartośó -r<0.
Przyjmując, że sytuaĄa się powtarza, otrzymujemy na§tępujący obraz krzywej fazowej
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l
l

Rys. 9

f=(t-l-,)łłc 
l

l,=-(/-rt )ł2a
Rys. 11

opisującej drgania okresowe wzbudnika ograniczone punktami ye<-.ó,d) (rys. 11).
W PowYŻszYm oPisie Posfugujemy się krzywymi fazowymi, dla prostszej analizy uzyskanego
równania oraz dlatego, aby zasagerować metodę obliczania okresu drgań przeds'tawionych
w tym rozdziale.

Oplgra się ona na ogólnym wzotze:

gdziekrzywei.| ii'- opisują łuki 3 - 4i 5-6jak na rys. 8. Krzywei. iy* możnawyzna-
czYĆ nP. metodą łamanych Eulera, o ile znane są współczynniki występujące w równaniu,'WsPÓłczYnniki te zależą od funkcji kształtu i od parametru ó, a zatem można je obliczyć
z dowolną dokładnością.

8. Uwa_gi końcowe

pódając powyższą metodę wyznaczania drgań wzbudnika w komorze przeplywowej,
PragnęliŚmY uzYskaó Przede wszystkim jakościowy opis. Można więc zupełnie dobrze opi_
saĆ ruch wzbudnika w pobliżu położenia.równowagi w dwu przypadkach: gdy cyrkulacja

,:,I#=,I#,
ó -ó
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,sdnostkowa l- wokół wzbudnika wynosi zero (rozdz. 5) i gdy zależy ona od kierunku,
-ł- którym poru§za się wzbudnik (rozdz.7). Obliczenia przeprowadzono przy założeniu, że

drgania wzbudnika są postaci iloczynowej i że znana jest funkcja kształtu odchylenia wzbud-
ilka od położenia równowagi. Spośród wyników ilościowych należy zwróció uwagę na:

- przybliżonę równanie drgań (5.5) - (5.7),

- wzór na grubość zastępczą warstwy cieczy stowarzyszonej z drganiami wzbudnika
1.5.8),

- kryterium stabilności stanu lównowagi dla drgań o danej funkcji kształtu (rozdz.6).
Spośród innych wniosków najważniejszy wydaje się następujący: Jeśli ciecz wykazywa-

iaby małe siĘ lepkości, to wahania niestabilne odbywaĘby się z maksymalnie dopuszczalną
emplitudą (w strumieniu jednorodnym), tj.w granicach wyznaczonychprzez ściany komory,
e\\-. przez specjalnie wprowadzone opory ograniczające (por, rozdz.7).

Przedstawione równania pozwalają na dokładne obliczenie współczynników równania
l5.5) i jego tozwiązanie dla przypadku małych drgań (np. metodą krzywych fazowych)
ur|źlz, w konsekwencji na wyznaczenie, tozkładu ciśnień w pobliżu wzbudnika. konieczne

_iest okręślenie metody wyznaczania funkcji kształtu, najlepiej aproksymującej rczwiązanie
równania (4.1), dokładnie opisującego drgania wzbudnika.

Można wyrazić przyplszczenie, że uwzględnienie wpływu lepkości na cyrkulację l-
pozwoli uzyskać drgania ograniczone, startujące z otoczenia punktu (i :0, T':0) bez rę-

rygtacji z jednorodności strumienia cieczy.

DoDATEK

Przybliżona postać równania drgań

W wyprowadzeniu równania (5.5) posługiwac się będziemy zależnościanri (4.10) - (4.16) i równaniem
r.1,9), jako równaniem wyjściowym. Ograniczymy się do wyrazów zależnych od trzecich potęg y. Z rów-
nań (4.14) - (4,t6) wynikan żeu2*a1 wy§tarczy wyznaczyć z dokładnością do y3 ot&zu2-D1 z dokładnoś-
cią do 7a. W tym celu będziemy dokonywać przekształceń według rrastępującego schematu.

Najpierw na podstawie (4,11) i (4.13) wyliczyrrry

111

r
ldćltł7r:2 l:--:-J l-Q y

o

l

l (Ddć

llt+Pz:2lY' l =+.J |-q'y'
o

ć

a@: l ,!G)d€',
o

1

,p',p'(€): I a'G') aJ(€') dć',
o

I

l,: J,p'aę:Q'{l),
o

(D,1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)

Omaczając
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rt: i ada* ar\Tl, (D.6)
o

1-
rr: I tł" o'dć: O',p'(t), (D.7)

_1 1

I,= I,pó'd€:tq7'll- I0,p'dć:I,,I,-J,, (D.8)

1- 1

lr: l vQrł'dć=t,peE'li- I ó',p'd€=IrJ,- K, (D.9)

otrzymujemy dla (e(0, 1), l,i:O,t,... na podstawie (D.1), (D.2) i (4.I0) _ (4.13)
1

)ął lz=2 I (l + Q'yz + vnfo + ...1:211+y'Ir+yn In+ .,,),

p(),r+ ),r)=2oly'ę(tt+ ),r):2ly'(ó+y' óIr+yn pi n+ ...),

1t o t ł 1z o z = 
(l + y p) j Q - r, + r' r" - y" Q" + yn,?n + .., ) + (t - r d i G + y,p + y',p' +

+y'Q'+yIrn * ...)=rIl+y'(I"- qlr)+yn(In- ql)+ ...1,

)ą6t- 1,z6zż2 ty (- I"+ ,p) +y"(- I"+ EI)+ ...l,
1

p, : 1l," = zly' I,p <t - r?" y' + Qo yn + ...) =2ty' 
(Jg + y' J" + yn ro + ...),

-pz+it- p(|t+ 1))=uy,rg"- ó) +y'(lr-- a12) +y4(I4- a14) + ...l ,

Ot- 02:)y7p ,

(h*l)oto2=2(7+y'Ir+yoIu+..)(1 - ę'y'):2I1,+y2(I2-p')+yn(In-Q'Ir)+.,.1,

t()ą ł )") o t o z] -' : ł [1 + y' (- I, + rp" ) + yn (t', - rp' I, + rpo - Ił +,.. !.

Podstawiając powyższe przybliżone wyrażenia do (4.15) i (4,16) otrzymujemy

D2{ulż - 2c Ll +y2(I2- pI)+... ] [1 +/"(- Ir+ ę')+ ...!+

Zatęm -2ly'[(Ją- ó)+y"(l"- 0I")+ ...1|1+y2(- 12 a1+ ...lytp- Fyp 17+y"(- Ir+ a1+ ...].

D2+Dl= -2c tl +y2(a2 - qI) + ...]-zly,|y (tpJg- (pa)+y'(alr- ,plo lr,+ ę" ło-- ap" + ,,.7+

r|yę+y3(a3 - qlr)+...1. (D.lo)
Podobnie obliczbmy

Uz-Dta{-2c |(r9- I)+y=(rpI"- I.)+ ...1-2ty'IQo- d+y'(l,- oI)+y4(J4- ÓIł+ ...]- ł,
, 

11 + y2 (a2 t I 2) + yn gŻ _ 
Q" I, + Qn - Io)+ ... ] : - 2c Iy (p - I ) +

+y"(rp" - Q" I.,,+ I, Iz- Ir)ł ...1-2ly,|Qo- ó)+y'(I"- Jo 12+ Q2 Jo-aQ2)+

+yn(Jo- J, I2- Jo 14+ ro Iż + ę'Jr- Qo Jo I r+ ,po Io- ęęn) + ...l+

oIaz -rI1 +y2(a2-I)+y4(a4-q"tr+I1-Ió+...7, @.11)

0,(u2-a1)- -Zcy'|(ę- I)+3y'(Q'- Q'Ir+ I, Iz- I)ł .,.1-zty"I(Jo- d+
+y2(J2- Jo I"* Q'ro- ap1+ ...I-2ly,2I2y (J2- Io I2+ a'ro-óa1+
+ 4f Qn- I, 12- Jo 14+ ro I'r+ ,p" Ir- ,p'ro I"+ ,pn ro- ęrpn)+ ...l+

- ry' l2y (,p' - I") + 4yu (ęo -,p" I, + I3 - Ią) + .,,l. (D.12 )
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Wymnażając (D.10) i (D.11) stronami otrzymujemy z dokładnością do ,r.

ź @Ż-u?)=zc'Iy(,p - Ir)+y'(2,pu - 3,?" Ir+ 1112- L+ ...l+
+2cly'[Qo- Ó)+y"(3p" ro-2tpJg Ą_3Qp2 +20EIrł Jz* Jo Iz]*
+ 2 (Iy')2 |y (rp l3 - 2 d q ro ł d",p) + zy" (qł3 - d p J, - q Jł Iz + p p Io Iz *
+ 93ft-2@cp3Jo+ ,?",p"I+ cr F + y2(3Q2 -2łpI1- I")!1
+ Iy'F [2y (rplg- ,ld+zy"lzq" Jo-2óq" -2QJo Iz+ ópIzł ęJ)]ł

r2+a Iloł2l3(p" - qlr)!. (D.13)

Wyrażenie (D.12) pozwoti wyliczyó drugi składnik w równaniu (4.14). Wykolując całkowaniei wykorzystując ozaaczenie (D.4), ptzy pominięciu wyrazów rzęda wyższego niż yg, otrzymujemy
a

l ! 0,@2- ur) d('- -2cly 1G _ ó, tr)+sy"(ć _nrf ," r, 12_ ao L.)7+o 
* +2l2y" IG Ą- ó)+y"G L- po lo tr+ ćto--F,p'1-2(ly,)2 t2y (ao 12+

-TĄ rr+ ć Io- óć)+ąy'@(to- lr 12- Jo 14+ ro t)+ ć(tr- to tr)+
+łą--,pćll-ly,FI2yCqz_',poI")+4y'(qn_łl,+Tt_e"t_>l.

Podstawiając powyŻsze wzory przybliŻone do (4.14) iwykonując całkowanie w ptzedziale (0,1) otrzy-*rmY

' i .. o,ć2
7 ) 

/r<e t, ) rp(Ę) d(:2T 
'n,y+ 

Az@"t")+ Asy'ł Aą(y,to)l+A,(y,tóy" +

+ A6(y"|')y' 4,4r(y'to)+r{.b'ro)y'+Bo+B ,.(y,tły+B"f łBe(y,to)yl7, (D.14)

113

gdzie

l
,o -- c

(D.15)

,ł,:1t,- l|1a'(*)' ,",

Az: - Joro ł jo 
,

.Ąz:(2I+-4Iz It*2Iz lł>+z (f,) u^- tż>,

-7a:(I2 tŚ -Zl, Jo * K)_2(io Jz_ io ło Iz ł i, Jo_ jó , (D.16)
-4 s:2(2Iz Jo I, - Jł- Ił l3+ ln lś-zł* Jo* Kł)*

-4((l+- Jz Iz- Jo Ią* Jo Iź)7o łi" J"- I, to Ir*in ro- jn),
-Ą5: -(Ig J2- Io 12 Jo+i, Jo- j),
"{-:(/o Ir- J)-(rt- It Io),

.4s:3 (Is Jo - 12 Ą Ą * Jz It- J)ł3 (Is Io- I, I, io+ r" It- i).
r =:ce IlitrP z. ?ń
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Ponadto wprowadzono omaczęria

o-T
"n-ń'

Bt=2Bo tI, (.Io + ł)-( 12+I)1,

Bz:3Bo Ih- I1 I27,

Bs=4Bo IIł(ło+id* IzQr+I)- tŻQo+ 7o) - (/4+ Ł)] ,

Powyższe parametry dla l-:0 przyjmują nastęŃące wartości

Bśo):0 i:o,I,2,3,
1

e|o':1r- 72r: I (q- t}? a?>o ,
o 

,_
Af' :,4": _ ro (I, Io - ro) ł I t rg - Kg : - (Ko - Jh : - I @ - to'f a€. o,

,1

A?'=2l q'@- tr)'d€ro.
o

Posługując się zaleźnościami (D.8) i (D.9) otrzymujemy

1-

! E"(6- lł" ać: I, J3-2J" Jo* Kz: Io rz- Io ro Iz* Iz Jo- Jz,
o

a więc
1

Af;) = Aa= - I ę'(ó - ło'l" d€.o.
o

Podobnie otrzymujemy

A\o) = A 5 : 2 |Q: - 2J 2 I ż J o + J3 IŻ) - G4 - 2 J ł I o + J3 I ł!:
11

:2 l(tr 2 _ Jo I 2)' - I qu(,p _ l o)2 dć = - 2 ! Ia2 (ó - rd - (J 2 - 12 rJ2 dĘ <o, (D,23)

otaz

A<!) : Au: anag ,

Patametry A7 i A8 przyjmują wartość zero.

Zr$vłlah (D.8) i (D.9) otrzymujemy

1r- lrio:1|_ r1_(I!_ Id I-: ro It_ Jt

otuz

ir- r, Ir+ I, Iz Io- Is Io: - h+ J2Ir- I, b Jo* Iz ro,
czyh

A\o):Ar:a|o\:Aa:o.

Parametry zależme od 1- możemy przedstawić następująco:

(D.17)

(D.19)

(D.19)

(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.24)

Al-Af':g! 1r2g,
1

Ą-A!):23"o I kp'- t)'ać,
o

rD-Do-:-'
zc

(D.25)

(D.26)

(D.27)

(D.17)
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Bt=2Bo IIz ro* Iz(It Io- Jo)- J2-(I1 12- J2)]-O,
D- 

1

pz:3Bo I ę"@- L) aĘ,
o

Bg:4Bo II+ It Ioł Iz IL Io_ I3 11Ig_ 11 Ia,J=Q.

Praca wpłynęła do Rcdakcji w kwietniu 1973 r.

(D.28)

(D.29)

(D.30)
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6) srn pemerrrłx n rrprdłnxerrzl{ uMeIoT (loptrły npousreAenl!fi

/x\
f (x , y): aq 

$,| lt'l
E qTo:

7) Symrqnr (lopllrr ? I{3BecTHa.

flprł ra;rn 4peAtroJloxeHurD( Óyrrrunł y f,BnfleT cĄ peEeHIłeM IłeJTI,IHefuoI.o ypaBIreHlr,fi, cJleAyloqero

ng §arranca lłoĘfiocTl{ caJI, ĄeźcTByloĘffx ua sos6y4łrelr. Ilorryłennoe )apaBgegtre I4ccJIe,qyeTc,,I B orpecT-

IIocTtr I{yJIeBoro pemeEl{r. Tarrnrł o6pa:oM noryYeH rpureprd ycrożtrroctu s óopNae:

lE 7a'" rL
cśce=n/ uptxl-in {źp,

3asucn\4ocrr trocJreĄEero MEo)KETeJIfi or $yrrxqrłrł óoprrrrt ITpeAcTaBJIfieTc, cneAyloqe:

1
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About a Moilel of Flow chamber with Mechanicat vibration Exciter

Summary

An analysis of vibrations of a flat ęlastic ęxciter. located inside a flow cavitation chamber along the

stream flowing through it and fixęd at the end is presented. A method of analysing the influence of oar1_

metersofthatflowopthevibrationsoftheexciteri.e.onthepressurepulsationsinthemeasuringcavi.
tation chamber during the flow is described,
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O pewnym modelu komory przepływowej ...

The liquid is assumed to be perfect i,e. no forces of ipternal friction are present. Gravity forces
are neglected too. The thickness of the exciter is assumed to be small when compared with the transverse
dimensions of the cavitation chamber.

Let us assume that the exciter can vibrate only in the direction perpendicular to its centre plane.
lts motion is then set by giving a deviation/(x,t) of the point x (distance from the fixed end) at apy
moment 

'. 
In order to derive the equation of vibrations for tbe function f (x, t) an approximate velocity

distribution is calculated first and next, based on this, the distributio n, p(x , t) of tlle pressure actiag up9a
the excitęr is obtained. Forces associated with this pressure play the part of the ,oexciting force,, in the
equation of exciter vibrations.

The following simplifications of the model described were made:
l) the model is two-dimensional (width is infinite),
2) a, component of the velocity vectot ł:(u*,ur) is neglected
3) the velocity circulation l./ around the exciter is stationary,
Ą the Pressure is derived from a simplified formula, the rotation of the velocity field being neglec-

ted,
5) anY Point of the exciter vibrates in the direction perpeldicular to its equilibrium position.
The solutions to the obtained equation of yibrations are examined by a simplified method; it is

assumed that
6) these solutions are approximate to the form of the product
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7) the functioĄ of shape p is known.
The function 7 is on these assumptions the solution of a nonlineąr equation obtained from the

Power balance of the forces acting on the exciter. This equation was examined within the zero solution.
Thus the following stability criterioq was obtained:
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If the vibrations occur in the form of a product, their limits are on the assumptiop r:const the
maximum Possible ones. The examined model of the vibrations shows that, when making them depen-
dent on the forces of internal friction, a more adequate presentation could be obtained and the vibrationsq,ould then be limited.

In addition, a formula for the substitutional thickness of the layer of associated liquid was obtained:
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The dependence of the last factor on the function of shape reads as follows:
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The equations obtained and presented here are strict on the assumption§ cited.
pha§e diagf,ams were used for the analysis of the equations.
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