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EUSTACHY S. BURKA

Gdarisk

O pewnym modelu komory przeplywowej z mechanicznym
wzbudnikiem drgan*

'W pracy przedstawiono rownanie opisujace ruch ptaskiego wzbudnika sprezystego, umieszczonego
wzdluz strugi cieczy niesci§liwej, w komorze przeptywowej o prostokatnym przekroju poprzecznym
i zamocowanego wspornikowo jednym swoim koricem.

Przyjete zatozenia odpowiadaja przypadkowi, gdy stosunek wysokosci komory do dtugosci wzbud-
nika jest maly. Zanalizowano stabilno$¢ rozwiazania zerowego (stanu rownowagi), badajac przyblizona
postaé uzyskanego rownania nieliniowego. Badania stabilnosci dotycza iloczynowej funkcji opisujacej
drgania. Czynnik zalezny od potozenia, zwany funkcja ksztaltu, przyjmuje si¢ za znany. Uzyskano kry-
terium stabilnos$ci oraz omowiono wpltyw lepkosci cieczy na przedstawiony wynik.

Wyprowadzono wzér na grubos$¢ zastepcza warstwy cieczy stowarzyszonej ze wzbudnikiem
W czasie jego drgan.

Praca ma charakter wstepny w analizie przedstawionego przepltywu przy uwzglednieniu kawitacji,

Wykaz najwazniejszych oznaczen

a — polowa wysokosci komory, f(x,t)=f — funkcja opisujaca odchylenie
A, A§°)} — wspoélezynniki w réwnaniu drgan wzbudnika od potozenia réwno-
B;, BYY kofica wzbudnika, i=1,...,8, wagi,
Jj=0,...,3, zalezne od funkcji [, J;, K;, L — calki zalezne od funkcji ksztattu
ksztattu 0,
b — szerokosé komory, l — dtugo$¢ wzbudnika,
b ‘— szeroko$¢ wzbudnika, Oxyz, Oxy — uklady wspotrzednych przestrzen-
c — predkosé przeptywu, ne,
> — predko$¢ krytyczna dla drgan 075’ — uktad wspotrzednych przestrzeni
samowzbudnych, fazowej,
d — grubo$¢ wzbudnika, p(x,y,t)=p — cisnienie w cieczy,
d; — grubo$¢ warstwy zastepczej cie- py(x,f)=p; — cisnienie w obszarze D;,i=1,2..
7y e Ap=p;—p, — roOznica cisnien,
d/dt — pochodna wzgledem zmiennej #, po(?)=po — ci$nienie daleko przed (i za)
dE|dl — gesto§¢ liniowa sit dzialajacych wzbudnikiem,
na wzbudnik, si(x, )=a+e f(x,t) — grubos¢ strumienia w ob-
D, D, — obszary na plaszczyznie, w ktorej szarze D=1
odbywa sie przeptyw, i=0,1,2,3, sgn — funkgja ,,signum” (znak),
E — modul Younga  plaskownika ¢ — czas,
(wzbudnika), to=llc

* Praca wykonana w ramach planu resortowego PAN-19, grupa tematyczna 8.
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94 E. S. Burka
r — czas ,,znormalizowany”’, 0x=0[0x, 0,=0/0t — pochodne czastkowe wzgle-
v = (s, x;) — pole predkosci, dem x i ¢,
u,——(x t)=v; — predko$¢ w obszarze D,, i=1, & =1, e;=1,
b i Ai(2), 1i(2), n(x, ») — funkcje okre§lone w rozdz. 4,
o — wspotczynnik okreSlony w roz-  p, p; gesto§¢ wzbudnika i cieczy,
dziale 6, oi(x, t)=0;=4s;/a
y()=y=f()/a — funkcja opisujaca ruch swo- - @(&)=f(&-1, 0)/fU, 1) — funkcja ksztattu dla pos-
bodnego korica wzbudnika, taci iloczynowej drgan,
¢
7 m)(t) y(2) ;;f;l;l(lilnaliz jednostkowa wokot S ‘f)(ﬂ e
{—=0,0> — przedzial wartosci funkcji y

(w rozdz. 7),

1. Wprowadzenie

Zmiana charakteru ruchu wywolana zjawiskiem kawitacji powoduje zmiane rozkladu
ci$niefi w calym obszarze przeplywu, a co za tym idzie, wplywa na samo zjawisko kawitacji
[1]. Badanie efektéw wzajemnego oddzialywania jest jednym z gléwnych celéw dociekan
badaczy zajmujacych sie zjawiskiem kawitacji.

Z dotychczasowych badafi wiadomo, ze wplyw kawitacji na charakter przeptywu jest
znikomy w zaczatkowym jej stadium. Szczegdlnie sprzyjajace warunki dla tworzenia sie
kawitacji powstaja w obszarze dziatania drgani hydrodynamiczno- -akustycznych. Kawitacjg
obserwuje si¢ wtedy w formie pecherzykéw nie tworzacych zwartej kolonii, lecz roztozonych
mniej lub bardziej regularnie w calej objetoéci medium, gdzie przebiegi hydromechaniczne
wykazujg dostateczna intensywno$é.
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Rys. 1. Schemat przeptywowej komory kawitacyjnej z mechanicznym wzbudnikiem drgan

Tym niemniej w opisanych wyzej warunkach mozna wywolaé silny proces erozji kawi-
tacyjnej [2]. Odpowiednim modelem dla badan takiego zjawiska jest komora kawitacyjna
z mechanicznym wzbudnikiem drgan (rys. 1i2). W oparciu o badania [2, 3, 4] mozna stwier-
dzi¢, ze urzadzenie takie, stuzace zaréwno do badafi zjawiska kawitacii jak i erozji kawita-
cyjnej w obszarze ultradzwiekdw, stwarza warunki badan pozwalajace uzyskaé obraz bardzo
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Rys. 2. Stanowisko badawcze z komora kawitacyjna w laboratorium Zaktadu Dynamiki Cieczy IMP
PAN w Gdansku. (Fot. T. Link)

zblizony do warunkdéw wystepujacych w stosowanych urzadzeniach technicznych (rys. 3).
Zasada dzialania przedstawionego urzadzenia polega na tym, ze ciecz wyplywajaca z dyszy
I (rys. 1) trafia na ptaski wzbudnik sprezysty 2 zamocowany wspornikowo, umieszczony
w obszarze przeptywu. Powstajace sily oddziatywania wzbudnika z ciecza wywoluja jego
drgania rezonansowe.

Przedstawiony wyzej model eksperymentalny stal sig inspiracja do zbadania przebiegdw
ciSnien w teorptyczn);m, uproszczonym modelu komory przeptywowej. Jego schemat

a) ‘ s b)

Rys. 3. Probki z olowiu po badaniach w komorze kawitacyjnej z mechanicznym wzbudnikiem drgafi,
po 10 minutach ekspozycji. Srednica probek D =30 mm, predkosé wyptywu wody z dyszy v,=30 m/s,
czestotliwos¢ drgan wzbudnika f=130 Hz, amplituda: a) 4=2 mm, b) A=3 mm, ¢) 4=4 mm
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przedstawiono na rys. 4. Jest to nieskoficzona rura o jednakowym na calej dtugosci prosto-
katnym przekroju poprzecznym, o szerokos$ci b i wysokosci 2a. W poziomej plaszczyznie
symetrii umieszczony jest plaski wzbudnik sprezysty o szerokosci b’~b, grubosci d i dhu-
gosci /, jednym koficem zamocowany wspornikowo (punkt O). Parametry E, i p, oznaczaja
odpowiednio modut Younga i gesto§¢ materiatu, z ktérego wykonano wzbudnik. Na prawo
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Rys. 4. Schemat uproszczony komory przeplywowej z mechanicznym wzbudnikiem drgan

od punktu O (por. rys. 4) wzbudnik moze wykonywa¢ jedynie wahania poprzeczne okoto
polozenia OB, ktore jest polozeniem rownowagi tego plaskownika. Przez rure przepltywa
ciecz doskonata o gestodci p, tak, aby wzbudnik byt ustawiony ,,pod prad”. Pomija sie
zatem sily lepkosci i ponadto pominiemy sily grawitacyjne. Predkosé cieczy daleko przed
wzbudnikiem oznaczymy litera c.

Opracowanie ma na celu wskazanie sposobu obliczania drgan wzbudnika w tym uprosz-
czonym modelu i wywolanych tymi drganiami pulsacji ci$nien, przy zatozeniu, ze wystepu-
jaca kawitacja nie ma wptywu na przeplyw. Zagadnienie to potraktowano dwuwymiarowo
(zaktadajac jednorodnosé w kierunku szerokosci rury). Ponadto zaklada sie, Ze wysokos$é
rury 2a jest znacznie mniejsza od dlugo$ci wzbudnika /. Pozwolito to na dokonanie pewnych
uproszczen przy wyznaczaniu pola predkoscei i rozktadu ci§nien. Przy ich wyznaczaniu nie-
zbedne jest wprowadzenie warunku dotyczacego cyrkulacji I” pola predkosci wokét wzbud-
nika. Przyjmujac, Ze wynosi ona stale zero, otrzymano kryterium niestabilnosci drgan
okreslonego typu postaci iloczynowej (por. rozdz. 4). Przy tym okaze sig, Ze sa one wtedy
nieograniczone. Przypadkowe odchylanie si¢ wzbudnika od potozenia réwnowagi pro-
wadzi zatem do zbliZenia si¢ (konicem swobodnym) do §ciany gérnej (ew. dolnej) rury pro-
wadzacej ciecz. Zamkniecie si¢ jednej czesci strumienia, np. nad wzbudnikiem, oznacza
zmiang cyrkulacji wokdt wzbudnika. Oznacza to nowy rozktad ci$nien, a tym samym sit
dzialajacych na wzbudnik. Powstaja wtedy m. in. sily powodujace powrét wzbudnika
do polozenia réwnowagi, jego przekroczenie i zamkniecie drugiej czeSci strumienia — w
przyjetym przypadku pod wzbudnikiem. Powstaje analogiczna sytuacja jak wyzej i wzbud-
nik zaczyna wykonywaé powtarzajace si¢ okresowo drgania poprzeczne (por. rozdz. 7).
Powyzszy opis drgan wyjasnia, dlaczego w pracy rozpatrzono ogdlnie przypadek, gdy
wspomniana cyrkulacja I jest stala i niekoniecznie réwna zeru.

Obliczenie rozktadu ci$nien po obu stronach wzbudnika pozwala dalej na obliczenie
réznicy cisnien Ap dzialajacych po obu stronach wzbudnika, a tym samym na uloZenie
rownania jego drgafn. Uzyskuje si¢ rownanie nieliniowe (nieliniowo$¢ wynika z postaci
zaleznoSci Ap od funkcji opisujacej drgania) i bada si¢ je metoda uproszczona. Ograniczymy
si¢ do badania takich drgan, gdy ksztatt odchylonego wzbudnika nie zmienia si¢ w czasie
drgafi (por. (4.5)) oraz zadamy, aby szukana funkcja spelniala wynikajace z réwnania
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ruchu réwnanie catkowe opisujace bilans mocy tych drgafi. Uzyskane réwnanie (nadal
micliniowe) jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym drugiego rzedu dla funkcji opisu-
sacej ruch kofica wzbudnika przy zalozeniu, ze ksztalt odchylenia drgajacego wzbudnika
funkcja @, por. (4.5)) jest znany. Przedstawione zaleznosci podano w rozdziale 4. Nastepne
rozdzialy pracy po§wiecono opisowi metody analizy przyjetego réwnania. Jest to analiza
przyblizona, opierajaca sie na badaniu wspdtczynnikéw rozwiniecia skladnika nieliniowego
wzgledem poteg szukanej funkcji (opisujacej ruch kofica wzbudnika, por. (4.8)). Ograni-
<zono si¢ do rozpatrywania co najwyzej trzecich poteg tego rozwinigcia. Formalna cze§é
obliczefi wspétczynnikéw zamieszczono w Dodatku. Uproszczone réwnanie przedstawiono
w rozdziale 5 (wzor (5.5)).

Analiza tego réwnania pozwolita m. in. uzyska¢ warunek konieczny niestabilnosci
polozenia réwnowagi, dany wzorem (6.9) oraz wzér na réwnowazng grubo$é wzbudnika
(5.8), pod warunkiem, Ze ksztatt odchylenia si¢ wzbudnika jest znany. Nalezy zaznaczyé,
Ze wprawdzie geneza badanego modelu jest komora kawitacyjna, to jednak zjawiska kawi-
tacji nie uwzgledniono. Tym niemniej mozna stwierdzi¢, ze tego rodzaju wyniki maja duze
znaczenie teoretyczne, bowiem pozwalaja na opisanie obszaréw obniZonego ci$nienia,
w ktorych kawitacja moze wystapié. Przewidywanie to moze dotyczyé jedynie przypadkéw
kawitacji hydrodynamicznej w jej stadium zaczatkowym, tzn. wtedy, gdy kawitacja nie ma
istotnego wplywu na hydromechanike przeplywu. Nalezy zaznaczyé, ze opisany model
wymaga rozwinigcia poprzez uwzglednienie lepkosci i opisanie towarzyszacych przebiegéw
akustycznych i Ze podjecie préb w tym kierunku moze znacznie zwiekszyé dokladnogé
przewidywan teoretycznych.

2. Wyzpaczenie pola predkosci cieczy przy zadanym ruchu wzbudnika

Model wyj$ciowy jest przestrzenny. Jego przekrdj przedstawiono na rys. 4. Celem opi-
sania badanego przepltywu wprowadzimy uklad wspétrzednych Oxyz tak zorientowany,
aby byly spetnione nastepujace warunki:

— poczatek O ukladu wspétrzednych lezy na prostej zamocowania wzbudnika w $rodku
jego szerokosci,

— 0§ Ox jest réwnolegla do $cian rury (komory) i przeciwnie skierowana do predkosei
cieczy,

— 0§ Oy jest prostopadta do plaszezyzny wzbudnika w polozeniu réwnowagi.

Zwrot osi Oz mozna wybraé dowolnie. Ze wzgledu na to, ze pomijamy sity lepkosci,
mozna przyjac, ze nie wystepuje niejednorodnosé w kierunku tej osi.

Zalozenie to pozwala na traktowanie zagadnienia dwuwymiarowo, tj. w plaszczyznie
Oxy (por. rys. 5). Dalsze uproszczenia bedziemy opisywaé pomijajac istnienie trzeciego
wymiaru (w kierunku osi Oz).

Przyjmiemy, ze wszystkie punkty wzbudnika opisujg ruch wzdtuz prostej prostopadlej
do potozenia, jakie zajmuje w stanie réwnowagi, tj. do odcinka OB lezacego na osi Ox,
a koniec swobodny B ma odcieta />0 (réwna dtugosci wzbudnika). W przyjetym ukladzie,
wspotrzedne wektora predkosci cieczy opisuje para (v, v,), przy tym daleko przed wzbud-
nikiem v,, = —¢, Uyeo =0.

7 Prace IMP z, 66
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Rys. 5

Punkty wzbudnika mozna indeksowac odcietymi x, wzdtuz ktérych si¢ poruszaja,
x € <0, I>. Ruch wzbudnika jest opisany funkcja f(x, 1), ktéra oznacza rzgdng punktu
x€<0,1> w chwili ¢ (# — dowolna liczba rzeczywista). Nalezy przyjas, ze |f(x, 1)|<a,
gdzie 2a oznacza wysoko$¢ przekroju poprzecznego komory. Przyjmiemy, ze w kazdej
chwili ¢ ciecz catkowicie wypelnia dwuspéjny obszar

D={(x,y): |y|<a}\W,
gdzie

W={(x,»: xe<0,0>, y=fCx,10}.

Oznacza to, ze nie uwzglednia si¢ kawitacji, oraz, Ze pomija si¢ objetos¢ zajeta przez wzbud-
nik (choé parametr d oznaczajacy grubos¢ wzbudnika odgrywa zasadnicza rolg w réwnaniu
drgan, por. rozdz. 4).

Podzielmy obszar D na cztery czgsci (rys. 5):

Do={(x,y)eD: [|y|<a, x>1},
D,={(x,»eD: —a<y<f(x,n, O<x<l},
D,={(x,»)eD: f(x,H<y<a, O<x<l},
Dy={(x,»eD: |y|<a, x<0}.

Interesowaé nas bedzie pole predkosci v=(v,, v,) W obszarach D; i D, (po obu stronach
wzbudnika). Ustalimy obecnie zasady jakimi bedziemy sig postugiwaé przy wyznaczaniu
tego pola. Przede wszystkim przyjmiemy, ze wysoko$é komory 2a spetnia warunek

akl. 2.1
Pozwala on uzyskaé wniosek, Ze sktadowe wektora predkosci spelniajg warunek
CARSEEE

Nastepnie pominiemy w ogdle skladowa v, (przynajmniej w D, i D,). Ponadto przyjmiemy,
7e w obszarach D, i D, sktadowa w kierunku osi x nie zalezy od rzednej, tj. od odlegtosci
od wzbudnika. Pozwala to wprowadzi¢ oznaczenie

vl(xat)=vx(x9y5t) dla (xay)EDla
vdx, D=t (0,0 dla (3. p)eD,.
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Nie bedziemy zajmowali si¢ opisem przeptywu w obszarach przejSciowych w poblizu gra-
nicy z obszarami Dj i D,.
Niescisliwo$é cieczy pozwala przyjaé, ze predkosei vy i v, spelniaja nastgpujace réwnanie
ciaglosci:
ax [Ui (x s t) Si(x H t)] ol _at si(x > t) (22)
dla i=1, 2, gdzie s;(x, ) oznacza grubo§¢ strumienia cieczy w obszarze D; w miejscu X
w chwili ¢, tzn.

s;(x, )=a+ef(x,1) (2:3)

e Ftdla

=k dlac

Zakladajac, ze funkcja f(x, t) opisujaca drgania wzbudnika jest znana, rozwigzania
rownaf (2.2) przyjmuja postaé

dla x € €0, D), i=1, 2,/sdzie

; 2.4)

Il

v,(x, )=[— g"xa, 5; (¢, 1) dx’ +av; (0, ]/s:(x, 1). (2.5)

Ustalimy warunki brzegowe, jakie powinny spetniaé predkosci v, i v, w punktach x=0
i x=1, ktére pozwolityby wyznaczyé v,(0, ) i v,(0, 7). Z warunku niedcisliwosci cieczy wy-
nika nastgpujacy warunek:

a(v,(0,0)+v,(0, 1) =—2ac. (2.6)
Za pomocy (2.5) mozna wykazaé, ze warunek ten pocigga nastgpujaca tozsamosc:
51(x, Doy (x, D+s,(x, o, (x, )= —2ac 2.7

dla xe<0, 7.
Przystapimy nastgpnie do sformutowania drugiego warunku. Bedzie on w pewnym
sensie opisywac cyrkulacjg pola predkosci wokoét wzbudnika W. Przyjety warunek ma postaé
1
[[oy(x, ) —0v,(x, )]dx=T ()1, (2.8)
0
gdzie I'(t) jest przedzialami stala funkcja czasu. Parametr I'=I'(f) wymiaru predkosci,
nazywaé bedziemy jednostkowa cyrkulacja wokét wzbudnika. Mozna bowiem sobie wyob-
razié (rys. 5), ze warunek (2.8) powstat z warunku §, vd/=II" przez pominigcie catek po
matych tukach lezacych w obszarach D, i D; (por. (2.1)).
W celu uzyskania z warunku (2.8) réwnania dla v,(0, #) i v,(0, ) podstawimy (2.8)
do (2.5). Po prostych przeksztalceniach otrzymamy:

- fﬁ,f(x’, D dx"+av, (0, 1)]/s, (x, 1) dx+
0 o

5 fl[ fxatf(x', 1) dx'+av, (0, D]/, (x, Hdx=I", (2.9)
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tzn.
(010, )=, O 0,0, )=p, D+ O+T, (2.10)
gdzie
1
o dx '
A'i(t)—‘T J e 2.11)
0
= a Fule, 0)ds
v e 12
B0 l j 5.1 e
0
dla i=1, 2, przy tym s; sa dane wzorami (2.3) oraz
u(x, t)=%Jv a0 Ddx (2.13)
0
dla x € <0, I>. Rozwiazujac (2.6) i (2.10) jako uklad réwnafi dla v,(0), i=1, 2 otrzymujemy
01(0, )= —2¢2,(t)+ (1 () + 1o () + D]/ (D) +2:(D). (2.14)
05(0, )=[—2¢A, () — (T () + 12D+ )](21(D) + 2:()) . (2.147)

Podstawiajac uzyskany wzér do (2.5) i stosujac oznaczenia (2.3) oraz (2.11) - (2.13) otrzy-
mujemy nastgpujaca postaé rozwigzania ukladu réwnan (2.5), spetniajaca warunki (2.6)
i (2.8) (argumenty wystepujacych funkcji pominigto):

—2ch;+ [y + iz + T —p(As +45)]

o (2.15)
: (A1+4)) 04
—2¢hq —[py + i+ T —p (A +45)] o
i , (2.15")
(A1+4y)0,
gdzie dodatkowo oznaczono
o, =5, t)/a51+8ia_1f(x, 1) (2.16)

dlaxed0. b, i=12
Reasumujac mozemy stwierdzi¢, ze poczynione zalozenia sprowadzaja zagadnienie
do problemu dwuwymiarowego. Korzystajac z warunku (2.1) poczyniono dalsze uprosz-
czenia:
Uy(xsyat)=0 dla (X,y)€D1UDz,
o,v(x,y,H)=0 dla (x,y)€D;, il s

Réwnanie ciggloéci posiada wtedy proste rozwiazanie (2.5). Wprowadzenie naturalnych
warunk6w (2.6) i (2.8) pozwala wyznaczy¢ stale catkowania 0,0, 2) i v,(0, ) oraz wyrazi¢
w konsekwencji rozwigzanie w postaci (2.15), o ile znany jest ruch wzbudnika (. funk-
cja f(x,t)) oraz cyrkulacja jednostkowa wokot wzbudnika.
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3. Wyznaczenie rozklada ciSnien dzialajacych na wzbudnik

Wskutek pominigcia sit lepkoéci mozna przyjaé, ze cisnienie p spelnia réwnanie

P

dv
d = Ty 3.1
Hilpe i 3.1
ktdre dla naszego modetu przyjmuje postaé
axl:pi(x’ t)+%plvl?'(x’ t)]=_platvi(x5 t)a (3.2)

gdzie
px,)=p(x,y,1) oile (x,y)eD,

dla i=1, 2. Ci$nienie p; w kazdym z obszaréw D, mozna zatem wyliczy¢ z nastepujacych
WZOrow:

Pi(x, D=p0, )+3p,07(0, —4p,v3(x, )= [ &,0,(x’, ) dx". (33)
0
Podobne do przeprowadzonego w uzasadnieniu réwnogci (2.8) rozumowanie sktania do
przyjecia nastgpujacego warunku:
20, +3p,07(0, )=p,(t)+1p,c* (34

dla i=1, 2, gdzie symbolem p_ (¢) oznaczono warto$é cignienia daleko przed (lub daleko za)
wzbudnikiem. Sily dzialajace na jednostke powierzchni wzbudnika wynoszg zatem:

Ap(x’ t)Epl(xa t)_pZ(xa t)=

=‘%P1(U§ (x, )—vi(x, 1) +0 j 6,(1)2(36', D—vy(x', 1) dxl) (3.5)
0
dlax e <0, /).
Ze wzgledu na jednorodno$é w kierunku osi Oz mozna przyjacé, ze
b=b"=1 (3.6)

i wtedy' 4p oznacza zarazem ggsto$é liniowa sit dziatajacych na jednostke dtugosci wzbud-
nika, tj.

dF
E(x,t)=Ap(x,t). 3.7

Reasumujac mozemy stwierdzié, ze sily dziatajace na wzbudnik o szerokosci jednostko-
wej, zaleza od ruchu wzbudnika okreslonego funkcja f(x, t) poprzez zaleznodci (3:7),
(3.5) i (2.15) oraz, ze nie zalezg one od cisnienia p,(¢), przy jakim odbywa si¢ przeplyw
(przy zatozeniu, ze predko¢ fal akustycznych jest nieskoriczona).

4. Réwnanie drgan wzbudnika. Postaé uproszczona

Przyjmujac nadal, Ze wzbudnik ma szeroko$é Jednostkowa, tzn. '=1, mozemy zgodnie
z teorig sprezystosci opisa¢ drgania wzbudnika réwnaniem [5]

dF
A B0 f(x, 0)+dp, 8 f(x, D=7 & 1). @1
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Gestoé¢ liniowa dF/dl sit dzialajacych na wzbudnik jest okreslona wzorem (3.7). Sity te
zaleza W spos6b nieliniowy od szukanej funkcji £, na ktéra nakiada si¢ warunki brzegowe
zalezne od sposobu zamocowania, dla x=0 mamy zamocowanie wspornikowe, tzn.

f(0,0=0.f(x,)=0, (4.2
7a$ dla x=1I przyjmujemy, Ze sity Scinajace i moment zginajacy sa rowne zeru, tzn.
o211, n=03f(1, H=0. (4.3)

W takim przypadku pomnozenie obustronne réwnania (4.1) przez 0,1 scatkowanie w prze-
dziale <0, I, po zastosowaniu catkowania przez czeSci w pierwszym sktadniku, prowadzi
do nastepujacego réwnania:

1 1
1
i[i Ed® J‘ (@2f(x, t))zdx-l-i dp, j (0.f(x, t))zdx]= f4p (x, )-0.f(x, Hdx, (4.4)
dt | 24 2 0
0 0
ktore jest bilansem mocy dla drgajacego wzbudnika ptaskiego (z zamocowaniem wsporni-
kowym w jednym koticu i tzw. swobodnym drugim koncem). Pierwszy sktadnik po lewej
stronie réwnania reprezentuje energi¢ potencjalng odksztalcefi sprezystych, a drugi kine-
tyczng. Prawa strona réwnania (4.4) oznacza moc sil oddziatywania z ciecza.
Badanie rozwiazan réwnania (4.1) jest utrudnione zwazywszy na forme zaleznos$ci
Ap od f. Klasa rozwiazan réwnania (4.4) jest snacznie szersza od klasy rozwiazan rowna-
nia (4.1). Przewidujac np. rozwiazanie réwnania (4.4) w postaci iloczynowej, tzn.

[, D=ap/D-7(), (4.5)

dla duzej klasy funkcji ¢ istnieje rozwigzanie y, bowiem (4.4) jest wtedy réwnaniem roz-
niczkowym zwyczajnym rzedu drugiego z dostatecznie prostymi wspotczynnikami. Z dru-
giej strony zadne z rozwiazan réwnania (4.1) nie musi byé postaci (4.5). Ale jak wykazuja
badania, rozwiazanie réwnania (4.1) moze si¢ niewiele r6zni¢ od postaci (4.5), zwlaszcza
gdy predkosé rozchodzenia sig fal poprzecznych w wzbudniku ptaskim znacznie przewyzsza
predkosé przeplywu. Bowiem warunek (4.5) oznacza rezygnacje Z falowego charakteru
drgaf wzbudnika.

Powyzsze argumenty sklaniaja do rozpatrywania tych rozwigzaf réwnania (4.4), ktore
sa postaci (4.5). Wystgpujaca tam funkcje ¢ opisujaca ksztalt odchylania si¢ wzbudnika
plaskiego od potozenia réwnowagi nazywaé bedziemy funkcja ksztattu. Rozpatrywanie
jedynie réwnania (4.4) nie moze prowadzi¢ do wyznaczenia funkcji ksztaltu. Powstaje za-
tem problem wyboru funkcji ksztaltu ¢ tak, aby rozwiazanie réwnania (4.4) postaci
(4.5) najlepiej aproksymowato rozwiazanie réwnania (4.1). Problem ten nie zostat rozwigza-
ny.

W dalszej czeéci pracy ograniczono si¢ do badania charakteru rozwigzan y réwnania
(4.4) przy zatozeniu, ze funkcja ksztattu jest znana. Wymienimy jedynie ogélne wlasnosci
funkcji ksztaltu

p(0)=¢'(0)= " (D= 9" (1)=0, (4.6)
lp@|<o®=1 dla ¢&e(0,1). 4.7)
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Przy spelnieniu tych warunkéw iloczyn a- ?(?) opisuje ruch swobodnego kofica wzbudnika
plaskiego

f,)=a-y@). (4.8)

Przy poczynionych zalozeniach réwnanie (4.4) przyjmuje postaé

1 1 1

Ed® 1

fl(f[so”(é)]zdé "y (t)+dpsf [ w(é)]zdfy"(t)=7f Ap (&L, 1) p(&) dé, 4.9)
0 0 0

ktore przy zadanej funkcji ksztattu Jjest wspomnianym réwnaniem dla funkgcji y. Dla dal-
szych rozwazani celowe jest podanie wzoréw pozwalajacych explicite wyrazié zaleznoéé
prawej strony réwnania (4.9) od funkcji 7 1 przyjetej funkcji ksztattu ¢. Formuly zawarte
w rozdziale 2 zapisujg sie teraz nastepujaco:

oi(x, )=1+¢& 0O y(), (4.10)
A= l(l_i‘gi p(O)y(®™1)de, (4.11)
bx, )=l i p(E)dd'=ly'9(9), (4.12)
ﬁi(t)=17'§ P(O[1+e 08y (0] e, (4.13)

gdzie {=x/ldla x € €0, I). Sily dziatajace na wzbudnik wyrazaja sie suma i réznicg predkos-
Civ; i,

é
Ap=31p|[(v,—v;) (v, +0,)+2I Of 0[v,—v]dE, (4.14)
gdzie
ol =_20(210'1+/120'2)“[.‘71+.172+F—ﬂ(/11+}~2)](0'1“°'2) (4.15)
S (41+45)0,0, w
2 =—20(/110'1—/120'2)_2[171"172‘1‘1“—#(}-1"'12)]. (4.16)
= (44+2)0 0, R

5. Przyblizona pesta¢ réwnania mocy

Zgodnie z zatozeniami zawartymi w rozdziale 4 przyjmiemy, Ze funkcja ksztaltu ¢ jest
znana. Wowczas réwnanie mocy (4.9) jest réwnaniem drugiego rzedu dla funkcji y(z).
Funkcja y(#)=0 jest rozwiazaniem tego rownania dla I'=0, bowiem Ap(x, ¢) jest wtedy
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réwne zeru (v,=v,). Jednakze interesuje nas stabilno§¢ tego rozwiazania. W celu jej zba-
dania przyjmiemy, Ze

pl<t. (5.
W zalgczonym na koricu pracy Dodatku wyprowadzono przyblizona zalezno§¢ prawej

strony réwnania (4.9) od y z dokladnoscia do trzecich poteg y (wzér (D.14)). W celu przed-
stawienia uzyskanego w ten sposéb przyblizenia réwnania (4.9) mozemy napisaé

3

¢
9 (&)= g p(£)de dla £e<0,1)

Ii=}¢i(€)d€ dla. =01
. » (5.2)
1

Ji=£?o(€)¢"(£)dé dla =01
1

L= g Lo (&)]dE.

Niech ponadto, § oznacza zalezno$¢ 9 od czasu ,,znormalizowanego™ t okreSlonego
wzorem :

sopaat
= (5.3)
to

gdzie

to _—— (5‘4)
¢
Oznacza to np. ze §(f ) =y'(¢) to. Dla funkcji 7 otrzymuje si¢ wowczas nastepujace réwnanie
przyblizone (dla [y |<1):

Ed> o o%ip.
o Dt

=9 CZAN L o e b
= pi';‘( 1 FHAY F A7+ ALY +As(y )y +

Ld

12§/l=

+ 46772 +A79 + 4579 +Bo+B 77+ B, P2 +B37'7°]. (5.5)

Wsp6tezynniki L, I,, A; oraz B; zaleza jedynie od funkcji ksztaltu i cyrkulacji pradu wokot
wzbudnika. Na poczatek przyjmijmy I'=0. Odpowiadajace temu wartoSci 4; oraz B;
oznaczymy przez A i B{”. Wzory dla tych wartoéci wyprowadzono w Dodatku (por.
(D.18) - (D.25)), a mianowicie:

B®=0 dla j=0,1,2,3,..
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1
AP = [ (p—1,)%dt>0
0
1 s
A, =AP=— [ (p—Jp)*dE<0,
(0]
it
AP =2 [ ¢*(p—1,)"dE>0,
g (5.6)

1
A=A = A= 40 =~ | 95— 10) 0 <0,

; :
A5=A§O)= =2 £ [(”2((;—%)—(-72_12 Jo]2d5<0

a4t ]
Uwzgledniajac rozpatrywanie przypadku I'#£0 otrzymamy nastgpujace wzory (por.
(D.26) - (D.30) oraz (D.17)):

T
AI—A(°)=(EC->IZ>O,

5 il
1=
A3 AP =2 (§> j (9 —1,)%dE >0,
0

o g
i (5.7)
Bl=0

i
B,=3B, (5) (02((0—11) de,

B3=0.

Uzyskane zalezno$ci sugeruja pominiecie masy wzbudnika wobec masy pulsujacego
w takt jego drgaf ‘strumienia cieczy. Wynika to z poréwnania wspStczynnikéw przy
po prawej i lewej stronie réwnania (5.5).

Réwnowazna grubos$¢ cieczy wynosi zatem

2
Lo (5.8)
: a p s I 2

i jest znacznie wigksza od grubosci wzbudnika. Dlatego drugi czton réwnania (5.5) bedziemy

w dalszych rozwazaniach pomijac.

1=

6. Stabilno$¢ rownowagi

Interesuje nas zachowanie si¢ wzbudnika w poblizu jego polozenia réwnowagi |)7 ]<<1.
\ przypadku gdy ciecz posiada wilasnosci zblizone do doskonalej, mozna przyja¢, ze do
momentu ewentualnego rozwiniecia si¢ drgan samowzbudnych cyrkulacja pradu wokét
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wzbudnika jest taka, jak przy symetrycznym oplywie, tzn. I'=0. Uzyskane réwnanie przy-
blizone ma wtedy posta¢ (por. (5.5))

P[-4,-4,77] =7 (A”—aL+ 4,(7))+53 (AL + 45", (6.1
gdzie
E d%a 1
L R 6.2)
oL E o (

Znajac jedynie znaki wspélczynnikéw A\ —aL, AL, A,, As i znaki 4,, A, (por. (5.6))
mozemy dokladnie opisa¢ zachowanie sie rozwiazania y(?) w poblizu potozenia réwnowagi.
W celu wykazania tego, wprowadzimy przestrzeti fazowa 077’ dla naszego ukfadu. Stan
réwnowagi reprezentowany jest przez punkt (O, O). Rozpatrzmy trzy przypadki.

I AL gE 0. (6.3)
Istnigje wowezas takie otoczenie punktu (O, O) w plaszezyZnie fazowej OF 7', dla jakiego
sgny’’ = —sgn¥y (6.4)

mimo, ze wspdtezynnik 45" jest dodatni. Oznacza to, ze w otoczeniu tym krzywe fazowe
przecinaja osie Oy i Oy’ w sposéb taki, jak przedstawiono na rys. 6., tj. wypukto$ciami
od punktu O. Z blizszej analizy wynika, ze punkt (O, 0) jest wtedy punktem stabilnym,
w tym sensie, ze kazde rozwigzanie zaczynajace sie w tym otoczeniu jest ograniczone.

(6.6) /A < (6.6)

e Lovag i

Rys. 7

Przyklady krzywych fazowych odpowiadajacych rozwigzaniom w tym przypadku przedsta-
wiono na rys. [6].

2. AP —aL=0. (6.5)

W powyzszym przypadku kazde otoczenie punktu (0, O) sktada sie z dwu czesci, w kto-
rych spelniona jest zalezno$é (6.4) oraz zalezno$é

sgny’ =sgny. (6.6)

Granicg pomigdzy tymi czeSciami wyznaczajg linie utworzone z punktéw (3, 3") spetniaja-

i
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cvch réwnanie
(37 [As+4577]+7°45 =0,

tzn. prosta 7=0 oraz krzywe o réwnaniu (por. (5.6))

1

)
=[__L ] : ©7
A+ Asy

Przyklad takich krzywych, dla ktorych 5'"=0, przedstawiono na rys. 7 (linie przerywane).
Na rysunku tym naniesiono réwniez przykiady krzywych fazowych, odpowiadajacych
pewnym rozwiazaniom. Oznaczajg one, ze punkt (O, O) nie jest w tym przypadku punktem
stabilnym, gdyz kazde rozwiazanie przechodzace w poblizu tego punktu roénie nieograni-
czenie gdy 71— 0.

3. AQ —aL>0. (6.8)

e

|7

Wéwezas w pewnym otoczeniu punktu (O, O) dla dowolnych wartosci y spelniona jest
rownosé (6.6), a zarazem jest to punkt niestabilny. Typowe przebiegi krzywych fazowych
odpowiadajacych rozwigzaniom dla tego przypadku przedstawiono na rys. 8. Interesujace
jest to, ze ograniczenie si¢ do trzecich poteg rozwiniecia Ap wzgledem y nie pozwala
na wskazanie przypadkéw, dla ktérych rozwiazania niestabilne bytyby ograniczone.
Wynika to z tego, ze wspSlczynnik A5 jest dodatni. Réwniez w przypadku I'#0 sily
_.powracajace” proporcjonalne do 73 nie wystepuja (sktadowa B, moze wtedy odgrywaé
role sil ,,powracajacych”).

A ~

¥

AN
\\\
N
-\\\
Rys. 8

W wyniku przedstawionych dociekan otrzymujemy kryterium stabilnos$ci. Jesli
drgania wzbudnika sg postaci iloczynowej (4.5) i funkcja ksztaltu ¢ nie spetnia warunku

Ed’a 1. 4%
._< >

6.9)
e L

o

to takie drgania nie moga si¢ rozwingé podczas przepltywu z predkosceia c.
Oznacza to, ze warunkiem koniecznym dla wystapienia drgan z dana funkcja ksztattu
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¢ jest warunek przekroczenia przez predkosé ¢ pewnej predkosci granicznej

e
c>e,= /i\/d—aji (6.10)
N 24p,V I* VAP

przy czym zaleznos¢ od funkeji ksztattu jest zawarta w ostatnim czynniku (por. (5.2) i (5.6)).

7. Drgania niestabilne

Jak przedstawiono w rozdziale poprzednim, mozna zbadaé organiczono$¢ rozwiazan
réwnania (6.1). Otéz w przypadku, gdy spetniony jest warunek (6.10) (lub tez warunek
(6.5) wzglednie (6.8)), réwnanie (6.1) nie posiada rozwiazafi ograniczonych. Przyjmujac,
Ze drgania wzbudnika s3 opisane réwnaniem (6.1) nie mozna otrzymac drgan okresowych
(ograniczonych). Przyczyn niedokladnosci podanego opisu drgan nalezy upatrywaé w za-
fozeniu, ze cyrkulacja wokot wzbudnika jest stala. Dla cieczy lepkich zalozenie to nie jest
spetnione, co wyjasni¢ mozna obrazowo w ten sposéb, ze przez przekr6j wigkszy, przy tej
samej réznicy ci$nien, ciecz przeptywa z wieksza predkoscia. W takiej sytuacji cyrkulacja
I jest funkcja zalezng od amplitudy drgan wzbudnika i wspdlczynnika lepkosci. Okazuje
sig, ze efekty lepkosci mozna wymodelowaé odpowiednig zmiennoscia cyrkulacji I przedzia-
tami stala w czasie. Niech np. odchylenie wzbudnika jest tak duze, ze zamkniety jest dostep
do jednego z obszaréw D, lub D,. Cyrkulacja wtedy gwaltownie si¢ zmienia. W modelu
do$wiadczalnym (rys. 1) moze si¢ tak zdarzyé, gdy swobodny koniec wzbudnika wyjdzie
poza bezposrednie dziatanie strumienia wyplywajacego z dyszy.

W celu uzyskania opisu iloSciowego zajmiemy si¢ modelem najprostszym, ze zmienna
cyrkulacjg, gdy wychylenia wzbudnika sa ograniczone, np. jakimi§ oporami znajdujacymi
si¢ w punktach (/, ) i (/, —9). Przy tym w momencie it zetknigcia si¢ wzbudnika z oporem,
pole predkosci zmienia sig na takie, dla ktérego spelnione zostaja warunki:

9., 10)=9,(, tH)=—c. (7.1)

Odpowiada¢ to moze wyjsciu wzbudnika poza obszar oddziatywania strumienia z dyszy
1 ustaleniu si¢ przeplywu zgodnie z wystepujacymi sitami lepkosci.
Nastepnie dla ¢ >¢; cyrkulacja I” jest stata i wynosi

Mo-—luly, ' (71.2)

gdzie, wobec (7.1) (por. réwniez réwnanie (2.7)),

1 1
. [—e(-8dt [c(-8)de - he
F(tl)—f e 2205 (I, — 1) +265°(I5 — 1) (7.3)

(dla 1>6>0, cyrkulacja I'(¢;) jest liczba ujemna, jesli spetniony jest warunek (4.7)). Podsta-
wiajac t¢ wartos¢ do wzoréw (5.5) - (5.7) i przyjmujac 7'(t1)=0, otrzymujemy w tym mo-
mencie warto§¢ przyspieszenia

V(1) =(~ Ay~ 4,6~ [(AD — L) 6+ AS° + By + B, 5 + B2 I, 6 + B2 A5,
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1" 2
B, = S(L+1)+6%(I;—1,). (7.4)
Przvimujac dalej, ze 0< <1, stwierdzimy, e o znaku przyspieszenia w chwili #,;" decyduje
suma
A® —aL+1,-1,

od ktérej wymaga sig, aby byla ujemna, gdyz tylko wtedy moze nastapic ruch w kierunku
polozenia rownowagi.
Poniewaz L jest dodatnie, wigc wymaganie to bedzie spetnione w przypadku, gdy spel-
nimy warunek:

le@—-ILi|<o()-L=1-14, (7.5)
=dzie I, >0. Rzeczywiscie wiec

AP+, —1=1,-I2+1,— 1

1
< §(¢_11)2d§+11_1
0

1
<6H¢—11[d£+11—1

<A-I)+(;~1)=0.

Konsekwentnie ograniczajac si¢ do 0 <Jd<1 mozemy przyjac, ze funkcja y spelnia row-
nanie (por. (5.5)-(5.7) i (7.5))

7 =(—A) AL —aL+ 4,517 +6(I, - D].
Tak wiec w zastosowanym przyblizeniu 3"’ =0, na linii okreslonej réwnaniem, otrzymujemy
. ~6(I,—1)
P ALt
Przyklad takiej linii przedstawiono na rysunkach 9 i 10 dla przypadkéw
40 _ol=0 i AV gl =0.

Na rysunkach 9 i 10 przedstawiono réwniez przyktady krzywych fazowych startujacych
w punkcie (0, 0).

Na mocy réwnania (7.5)
6(1-1I,)
—>9.
AP —al

It

Yo

W obydwu przypadkach rozwigzanie jest nicograniczone wzgledem 7, za§ w skoniczonym
czasie 7 osiggnie warto§¢ —oJ<O0.
Przyjmujac, Ze sytuacja si¢ powtarza, otrzymujemy nastgpujacy obraz krzywej fazowej
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~
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4 P=~(1-I, )/ 2¢

Rys. 11

opisujacej drgania okresowe wzbudnika ograniczone punktami ve 0 0> (rys: I}
W powyZzszym opisie postugujemy sig krzywymi fazowymi, dla prostszej analizy uzyskanego
réwnania oraz dlatego, aby zasugerowaé metode obliczania okresu drgan przedstaw1onych
w tym rozdziale.

Opiera si¢ ona na ogdlnym wzorze:

-0 0}
dy dy
Pl f L
J7 6)) _67+(V)

gdziekrzywe 3 iy opisujg tuki 3-4i 5- 6 jak na rys. 8. Krzywe y. iy, mozna wyzna-
czy¢ np. metoda tamanych Eulera, o ile znane sa wspdleczynniki wystepujace w rdwnaniu,
Wspdtezynniki te zaleza od funkcji ksztattu i od parametru J, a zatem mozna je obliczyé
z dowolng doktadnoscis.

8. Uwagi koncowe -
Podajac powyzsza metode wyznaczania drgad wzbudnika w komorze przeptywowej,

pragneliSmy uzyskaé przede wszystkim jakosciowy opis. Mozna wigc zupetnie dobrze opi-
sa¢ ruch wzbudnika w poblizu polozenia réwnowagi w dwu przypadkach: gdy cyrkulacja
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sednostkowa I wokot wzbudqika wynosi zero (rozdz. 5) i gdy zalezy ona od kierunku,
w ktérym porusza si¢ wzbudnik (rozdz. 7). Obliczenia przeprowadzono przy zatozeniu, ze
drgania wzbudnika sa postaci iloczynowej i Ze znana jest funkcja ksztattu odchylenia wzbud-
nika od polozenia réwnowagi. Sposréd wynikéw ilosciowych nalezy zwrdci¢ uwage na:

— przyblizone réwnanie drgan (5.5) - (5.7),

— wzdbr na grubo$§¢ zastgpcza warstwy cieczy stowarzyszonej z drganiami wzbudnika
(5.8),

— kryterium stabilno$ci stanu réwnowagi dla drgan o danej funkeji ksztattu (rozdz. 6).

Sposéréd innych wnioskéw najwazniejszy wydaje si¢ nastepujacy: Jesli ciecz wykazywa-
iaby male sity lepkosci, to wahania niestabilne odbywatyby si¢ z maksymalnie dopuszczalng
amplitudg (w strumieniu jednorodnym), tj. w granicach wyznaczonych przez §ciany komory,
ew. przez specjalnie wprowadzone opory ograniczajace (por. rozdz. 7).

Przedstawione réwnania pozwalaja na dokladne obliczenie wspotczynnikéw réwnania
(5.5) i jego rozwigzanie dla przypadku matych drgan (np. metoda krzywych fazowych)
oraz, w konsekwencji na wyznaczenie, rozkladu ci$niei w poblizu wzbudnika. Konieczne
jest okre$lenie metody wyznaczania funkcji ksztattu, najlepiej aproksymujacej rozwigzanie
rownania (4.1), dokladnie opisujacego drgania wzbudnika.

Mozna wyrazi¢ przypuszczenie, ze uwzglednienie wptywu lepkosci na cyrkulacje I
pozwoli uzyskaé drgania ograniczone, startujace z otoczenia punktu (y =0, 7'=0) bez re-
zygnacji z jednorodnosci strumienia cieczy.

DODATEK
Przyblizona posta¢ réwnania drgan

W wyprowadzeniu rownania (5.5) postugiwaé sie bedziemy zaleznosciami (4.10) - (4.16) i rOwnaniem
(4.9), jako réwnaniem wyjsciowym. Ograniczymy sie do wyrazow zaleznych od trzecich poteg 7. Z row-
nan (4.14) - (4.16) wynika, Ze v, +v, wystarczy wyznaczy¢ z doktadnoscia do y® oraz v, —v; z doktadnos-
cia do p*. W tym celu bedziemy dokonywaé przeksztalcen wedtug nastepujacego schematu.

Najpierw na podstawie (4.11) i (4.13) wyliczymy

1

111+AZ=ZJ‘—% (D.1)
p 1—9¢%y
oraz
Sope pdé
=20y g D2
B+ =2ly fl—@zyz D.2)
Oznaczajac
(3(5)=0f @) de, (D.3)
{mis ¢ F
GRS RASTA L (D.4)

1
L= | 'dé=9'(1), (D.5)

0
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& o i
J.-=Of po'dé=04'(1), (D.6)
1_ b e et
Ki=0f 0 p'dé=p'(1), ®.7)
= 1 = = 1
1,=0J“ ¢¢‘d£=[¢7¢’]é—of po'dé=1,I,— T, (D.8)
(L PR it
.n=oj ¢<aw’dé=[¢7<5¢']é—of o p'dé=1, J,— K, (D.9)

otrzymujemy dla £e<0, 13, 7, j=0,1,... na podstawie (D.1), (D.2) i (4.10) - (4.13)
},1+}.2;20f1(1+¢272+(a4y4+...)=2(1+y212+y414+...),
11 +2A2) 2200 a4+ ) =21y (p+ 7 6L, +9* L+ ...),
lioy+4; azg(l+w)j(1—V¢+y2¢2—y3¢3+y4¢4+-..)+(1—7¢)j(1+?¢+72¢2+

+7°0° +9%0* + )22 L +9°(L— oI) +9*(La— oLs) + ...1,
M01=220:22 [y (= L+ @)+ (= L+ o)+ .1,

1
ﬂ1=uz;2!y’of o= 0™y + 0** +. )22 (Jo+ V" L +7* Tu+...),

Bzl —p (s +22) 22l [(Jo— 9) +7° (T — 0L) +9* (Ju— pL) +...1,
g1—02=2y0,
(li+42)010:22(1+Y L4y L+ .)(A— ") =2 [1 + Y’ (L~ 0) +7* (L~ ¢° L) + ... 1,
[(A1+22)0102]17 24 149" (— L+ ) +9* 3 - 0L+ 0* — L) +...1.
Podstawiajac powyzsze przyblizone wyrazenia do (4.15) i (4.16) otrzymujemy
vatv1 2 —2c 1+ (L— o)+ .. 11+ (= L+ ¢ +...]+

zatem "2 Wo= DAY= L)+ L+~ L ¢+ 1ro=Tro 147 (= Lt o)+ .1,

v2+v1 2 =2 [14+9*(0” = oL+ ... 1=2' [y (0o — 09) + 7 (02— 0Jo L+ 0°Jo— 50° + ... 1+

—T'lye+7y (0’ = pL)+...1.  (D.10)
Podobnie obliczamy

v2—012{=2¢ [(p— L)+ (p— Is) +...1-2Iy' [(Jo— 9) + 9’ ([ — 9 L) + ¥ (Ju— pL) +...1-T}*
49 (0 — L) +9* U3~ 0° L+ 0" — L)+ ... 12 —2c [y (p— I,) +
+7(0° = O’ L+ [ L— L) + .. 1-21Y [(Jo— 9) +9*(Jz— Jo L+ 0* Jo— pg°) +
Y = So =Ty L+ Jo B+ 0° T, — 0*Jo L+ ¢* Jo— p0*) + ... 1+

— i —L)+y o o' L+ L—-1)+..]. (DI
oraz

9 (02 —01)= —=2¢y'[(0— 1)+ 3™ (0°— O’ L+ [ L— L)+ ...1-2ly" [(Jo— §) +
+7 (2= Jo L+ 0*Jo— 00" ) + ... 1-21y"" 2y (Ja— Jo L+ 0° Jo— 50°) +
+4P U= L—Jo L+ Jo 3+ 0* 0o~ 0° o L+ ¢* Jo— 99 + ... 1+
IV 20" - L)+ 4’ (0*— O’ L+ G—1)+..]1. (D12
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Wymnazajac (D.10) i (D.11) stronami otrzymujemy z doktadnodcia do y3
103022’ B (0 1)+7°Q0° ~30* L+ L L — Ly ... ]+
+2ely [(Jo— 9)+ V(30 Jo—2000 1, — 350 + 2501, + T, + J, Li+
+27) 1 (0I5 =26000+ 7 0) + 29 (93— 0T = pI2 L + 50T I &
+0°15=200%T0+ 570 14 eI [1+Y° (39> — 201, — L) ]+

+IT 2y (0Jo— 00)+29°20° Jo—25¢° =200 I + $0 L, + 9J5) ]+
2

r
Fes o+2y°(p° — oL)]. (D.13)

Wyrazenie (D.12) pozwoli wyliczy¢ drugi skladnik w réwnaniu (4.14). Wykonujac catkowanie
i wykorzystujac oznaczenie (D.4), brzy pominigciu wyrazéw rzedu WyZzszego niz 3, otrzymujemy

= SEREEn .
1] 0:va=01) dE'= —=2¢ly [(5~ Bo 1)+ 37(9° = 91, + 01, I — 0° 1) ]+
0
F2 G o= D41 (0= 0T L+ 7o = 59 1~ 2ty Y 129 (T +
~0°Jo Lo+ 02 o= 907+ 4y (P Jam Ty L= o Lo 4], B+ o (L~ Jo L)+
+0*Jo= 50"~ /T [27(9° — 4°L,) + (5" 90, + 912 — 9°Lo)1.
Podstawiajac powyzsze wzory przyblizone do (4.14) i wykonujac catkowanie w przedziale 0,1 otrzy-
mamy

1
1 ; pc’
—(;fdp(él, 1) e(&)dé=2 —'a- [ 7+ A2 (7'16) + A3 7° + Ay (V') p+ A @'ty +
(]

& A6(y”tz)v2 +A7(0t0) + 44 (¥'t0) ')’2 +Bo+B: ('t0)y+B, 72 +B;(y'1)7*1, (D.14)

gdzie
ol (D.15)
C
ovaz
: N2
A41=(12—1f)+(—) I,
2¢
-4z=~JoZ)+jo,
1—. 2
As=Q2L—41 1, +21, 112)'1'2 (2—) (14—122),
(&
A=l J5=2T2 Jo+ K2)=2(Io Jy— I Jo L+ I Jo— ), (D:16)

As=2QL Jo J, = J3— B I+ L J3—2J, Jo+ Ku) +

: ~H =L b=Jo L+ Jo ) o+ L o~ L Jo L+ L Jo— ),
As= —(1_0 Jz—I—olz Jo-l-iz-’o—jz),
L= Li—J)— (-1, Iy),

4s =3([3 Jo—lz 11 Jo +Jz ]1'-'-]3)"'3(1310_'12 11 i0+i211—1—3)'

Il Frace IMP 2z, 66
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Ponadto wprowadzono oznaczenia

r

2’

By=2Bo [L(Jo+Io)— (2 + D)1,

B,=3Bo [Ii—-1, I,],

0

By=4Bo L (Jo+ L)+ L (T2 + L) — (o + L) — (Ja+ L)1
Powyzsze parametry dla I'=0 przyjmuja nastepujace warto$ci

B2 0. 4—0.1,2 3,
1
AP=L— L= [ (p— 1) dt>0,
1 o
AL = A= — Jo(Iy Io— Jo) + I Jo— Ko=—(Ko—J3)=— [ (p—Jo)*dE <0,
o
1

A57=2f 9*(p—1)"de>0.

Postugujac sie zaleznosciami (D.8) i (D.9) otrzymujemy
1 s Fn ol
OI 0 (G—Jo) A= T =20, Jo+ Ko=Io Jo—Io Jo L+ 12 Jo—J2,
a wiec
1
AP =As= ’J 0’ (p—Jo) dé<0.
Podobnie otrzymujemy
AL = A =2 [(JP=20, I Jo+ Je 1) — (Ka—2Ja Jo+ T3 L) 1=
T 1
=2[(Jo—Jo LY’ — of 0*(9—Jo)?dé=—2 4‘ [0%(7—Jo)—(Jo— I, Jo)*dE <0,
oraz
AP = 4,=4,<0.

Parametry A, i As przyjmuja warto$¢ zero.
Z réwnan (D.8) i (D.9) otrzymujemy

}1—11 io=If—J1"(Il—Jo)I1=Jo11_-]1
oraz

L-LIL+LLI—Iilh=—Js+J. 1= bJo+13Jo,
czyli
AP =A;=A45" =43 =0.

Parametry zalezne od I" mozemy przedstawi¢ nastepujaco:
A —AP=B31,>0,
15
As— AP =2B; [ (9*— L) dE,
0

£
(Vi)

2¢

®».17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)

(D.25)

(D.26)

D.27)

(D.17)
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By =2B, [I, Jo+ 1, (1, Io—Jo)—J2— (I, 1,—-J3)]=0, (D.28)
1

Bz=3Boof 0’ (p—I,) d¢, (D.29)

Bs=4Bo [L1; L+ L1 Io— 1, Iy—1, I,]=0. (D.30)

Praca wplynela do Redakeji w kwietniu 1973 r.

Literatura

[1] 8. Lazarkiewicz, A. T. Troskolanski, Nowoczesne kierunki w konstrukcji pomp wirowych,
WNT, Warszawa 1967.

[2] L. B. Kotlarij, W. M. Fridman, Erozionnyj effiekt pri srywnoj kawitacii i akusticzeskich koleba-
nijach w Zidkosti. Izw. AN SSSR, Miechanika i maszinostrojenije Nr 3, 1964.

[31 D. A. Gerszgal, W. M. Fridman, Ultrazwukowaja apparatura. Goseniergoizdat, 1961.

[4] K. K. Szalniew, Dawlenije i erozija w oblasti srywnoj kawitacii kruglogo profila. Izw. AN SSSR,
OTN Nr. 5, 1951.

[51 V. Kolousek, Dynamika stavebnich konstrukcji. Praha 1965.

[6] A. F. Bermant, I. G. Aramowicz, Kratkij kurs matiematiczeskogo analiza. »Nauka”, Moskwa
1969.

O nexoropoii Monean nportounoii KaMepbl ¢ MeXaHu4ecKHM
BO30yIHTEIEM KOJIe6anmii

Pesrome

B npencrasnennoit paGore AHANM3MPYIOTCS KOJICOAHMS IUIOCKOTO YOPYIOro BO36yOuTENS, MOMEmEeH-
HOTO B IPOTOYHOM KABHTAIMOHHOW KaMepe, BIONE IPOTCKAIOIIEH Yepe3 HEE CTPYM, M 3aKPEIIEHHOIO
Ha omHOM KoHIE. ITpencrasier crioco6 AHAIMSUPOBAHNS BIIMAHNS NAPAMETPOB 3TOTO TEYCHHS HA KOIeha-
HUS. BO3OYOUTENs, a TeM CaMBIM HA MyJIbCAlliY IABICHUY B KaBHTAUMOHHON H3MEPHTENLHON xamepe
BO BpPEMs TeuecHHS. *

Ipraumaercst, aTo xmaxocTs HAcalbHAs, T.C. HE BBICTYNAIOT B HEH CHIBI BS3KOCTH., Kpome Toro,
IPeHEOPETaeTCss TPABATAIMOHHBIME cunamvu. Jlamee mpuHUMAETCS, YTO TOJIIIWHA BO30OymWTENs Majia
HO CPaBHCHHIO C HONEPEYHBIME Pa3MepamMu KaBUTAIIMOHHON KaMEpEL,

Ecnwm mpunsite, 4to Bo36ymmTens Moer KOIICOATECSI €MHCTBEHHO B HANDABICHHN MEePOEHIUKYIIAP-
HOM K OIPENENAEMON HUM TLIOCKOCTH, TO €r0 NBHKCHHE OIPENCIACTCA OTKIOHEHHEM f (X, #) TOUKH,
HaXOAINEHCsl Ha PACCTOSHAY X OT TOYKH SAKPEIUICHUA B JF000i MOMeHT ¢. C Helbo BBBOMIA, YpaBHEHUS
xonebanmi nust byHKIWIH f(x, t) BBICUTEIBaETCS CIepBa MPUOTMKXCHHOE PaCIpeecHne CKODOCTH W, Ha
STOM OCHOBE, PACIpENENCHAE NABJICHIs p(x, t), melicTByromero Ha BO30yauTENs. CHITHI, OTBeuarouIne
STOMy NABIICHUIO, BXONAT B yPaBHEHHE KOTeGaHMil BO3OYIUTENS B KAuECTBE ,,MOGYIATENS” .

B ommcannm mopenu cmemansr CIICAYIOINHIE YIIPOIICHMUS

1) mpuruMaercst AByXpa3sMepHas MoZensb (ee mmpHHA Geckoneunas),

2) mpenebperaercs COCTABIAIONICH v, BEKTOPA CKOPOCTH 3 —(v, vy),

3) mocrosiEAs BO BpeMenu IHUPKYIANASL CKOPOCTH [/ BOKPYT BO30ynuTENS,

4) napieHue BeMECISETCS MO YOPOIICHHON (hopMmyIe, IpeHeGperas poTamues mos CKOpoCTEH,

5) KomeGaHMs KaXIOro IyHKTA BO3OYIUTENs IePIeHIHKYISPHE K €r0 PACIIONIOKCHUIO PABHOBECHS,

Pemrerma monysennoro ypasaerns KOJEeOaHmMI HCCIEAYIOTCS YIPOLIEHHBIM METOHOM, OpUHUMAS, YTO:

I
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6) STH peImeHyus B IPHOIMKEHEM MMCIOT GOPMY TPOM3BC/ICHUA

x\
fu,w=a¢(7)ﬂo

¥ 9TO:
7) dymxnzs GopmbL ¢ H3BECTHA.
TIpy TAKEX OPENHONOKEHUSX QYHKIHSA y ABIACTCS PEIICHICM HETMHEHHOTO YPABHCHHMS, CIEHYIOIIErO

713 GasraHca MOIIHOCTH CHJI, IEHCTBYIOIMNX Ha BO30Y IUTENb. TTonmy4eHHOS YPABHEHHE MCCIENYeTCsA B OKPECT-
HOCTH Hyiesoro pemrenus. TakuM 06pasoM IOJyYeH KpuTepuit ycroiamsocTr B hopme:

o \/ E |da | L

c<e,= | — | —= =

e oo N N A

3aBACAMOCTD TIOCIEAHEN0 MHOXATENSL OT (yHKIuH GOpPMBI IPEACTABIACTCA CIIeAyrolie:

L= | ¢"(&)d,

St

1
A= [(p—1))* d&,
0

1
11=0f p(&)de.

B cnyvae mosBieHus KoueGarmit GOpMbL MPOM3BENEHMUS, TPOHCXOMAT OHH [pH TPEIHOIOKEHII
I'=const, B MAaKCHMAILHO BOSMOXHBEIX mpenenax. M3 HCCIICIOBAHHOM MONENM KONeOaHuil BEITEKAET,
4TO, MPUHKMAs 3aBHCEMOCTh OTHX KONeOaHWil OT CHJL BS3KOCTH, MOXHO TIOJIyYATH Oojiee aJZEKBATHOS
ormicarme. Konebanus cramm OBl TOr[a OrpaHUYCHHBIMM.

KpoMe TOro, TIOIy4eHa 3aBACAMOCT Ha SKBABAICHTHYFO TONIIMHY XHAAKOCTH, CBSI3aHHOM C BEOPHPYIO-

MM 3JIEMEHTOM
12 P —A,

vy

api

>

TIae
1
Ay=— [ (p—Jo)*dE<0,

(1)
4
(7’=£<0(§')d“',
Jo=6f o(p)dp,

1
Iz=0f 9’ (&) dt.

TTosyHeHHBIE T IPENCTABICHHEIC B PAGOTE yPABHCHHSA TIPA IPUBEICHHEIX IPEIONIOKEHHAX SABIISFOTCH

TOYHBIMA.
B amamm3e ypaBHEHWHA MOJB30BAINCH OIMACAHWEM U TOMOIIK ($ha30BBIX KPHABLIX.

About a Model of Flow Chamber with Mechanical Vibration Exciter
Summary

An analysis of vibrations of a flat elastic exciter located inside a flow cavitation chamber along the
stream flowing through it and fixed at the end is presented. A method of analysing the influence of para-
meters of that flow on the vibrations of the exciter i.e. on the pressure pulsations in the measuring cavi-
tation chamber during the flow is described.
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The liquid is assumed to be perfect i.e. no forces of internal friction are present. Gravity forces
are neglected too. The thickness of the exciter is assumed to be small when compared with the transverse
dimensions of the cavitation chamber.

Let us assume that the exciter can vibrate only in the direction perpendicular to its centre plane.
Its motion is then set by giving a deviation £ (x, £) of the point x (distance from the fixed end) at any
moment ¢ In order to derive the equation of vibrations for the function f(x, t) an approximate velocity
distribution is calculated first and next, based on this, the distribution p(x, t) of the pressure acting upon
the exciter is obtained. Forces associated with this pressure play the part of the ,,exciting force” in the
equation of exciter vibrations.

The following simplifications of the model described were made:

1) the model is two-dimensional (width is infinite),

2) v, component of the velocity vector 7 =(v,, vy) is neglected,

3) the velocity circulation I/ around the exciter is stationary,

4) the pressure is derived from a simplified formula, the rotation of the velocity field being neglec-
ted,

5) any point of the exciter vibrates in the direction perpendicular to its equilibrium position.

The solutions to the obtained equation of vibrations are examined by a simplified method; it is
assumed that

6) these solutions are approximate to the form of the product

f&x,y)=ap (%) 7(t)

7) the function of shape ¢ is known.

The function y is on these assumptions the solution of a nonlinear equation obtained from the
power balance of the forces acting on the exciter. This equation was examined within the zero solution,
Thus the following stability criterion was obtained:

B (Fa (L
c<cgEEp—llTE' ‘

The dependence of the last factor on the function of shape reads as follows:
1
L=of (&) deE,
oK
A= [(p— L) g,
o

11=0f p(&)dg.

If the vibrations occur in the form of a product, their limits are on the assumption I'=const the
maximum possible ones. The examined model of the vibrations shows that, when making them depen-
dent on the forces of internal friction, a more adequate presentation could be obtained and the vibrations
would then be limited.

In addition, a formula for the substitutional thickness of the layer of associated liquid was obtained:

where

Ar=— [(9p—Jo)’dE <0,
0
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:
o= J 9 (&) dE,
Jo=6f o(p)dp,

1
I J P*(&)dE.

The equations obtained and presented here are strict on the assumptions cited.
Phase diagrams were used for the analysis of the equations.



