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JOZEF WIECKOWSKI

Gdansk

Wstep do teorii zginania belek o zmiennej strukturze*

Omowiono przejscie graniczne od dyskretnego ukiadu ze zderzakami, ling i amortyzatorami do
ukladu ciaglego o zmiennej strukturze. Rozwiazano kilka zadaf statycznych i dynamicznych pod obcig-
zeniem ruchomym i harmonicznym w czasie. Rozwiazano zagadnienie zderzenia wewnetrznego w ukla-
dzie wedlug roéznych modeli teoretycznych.

1. Wstep

Dynamika i statyka belek na podtozu sprezystym Winklera znajduje szerokie zastoso-
wanie w mechanice konstrukcji okrgtowych, budowlanych itp. Teoria takich belek jest
dobrze znana, szczegdlnie w zakresie sprezystym. W zastosowaniu do dynamiki mostéw
1 nawierzchni drég (gdzie stosuje si¢ réwniez inne modele teoretyczne, np. potprzestrzen
sprezysta) mozna znaleZé obszerne monografie, np. [1], w ktdrej autor cytuje okolo trzysta
pozycji bibliograficznych (do 1971 r.) po§wigconych dynamice pretéw pod obcigzeniami
ruchomymi. Zaréwno wsréd wymienionych w tej monografii prac, jak réwniez wéréd
innych dostgpnych czasopism do 1973 roku autor niniejszej pracy nie znalazl elementéw
teorii zginania pretéw przedstawionej w niniejszej pracy. Przez zmienng strukture belki
bedziemy rozumieli jednostronne wiezy typu rézniczkowego narzucone na ugiecia lub
sity wewnetrzne.

Niniejszy artykut jest kontynuacja badan podjetych w 1970 r. [2] nad dynamika pew-
nych ukladéw tancuchowych. W cytowanej pracy sformutowano i zbadano analitycznie
rozne uproszczone modele ukladéw tafcuchowych, aproksymujac ich ruch ruchem zas-
tepczych uktadéw ciaglych o zmiennej strukturze. Nie uwzgledniono wtedy w badaniach
wplywu bezwladnosci obrotowej, ktéry okazat si¢ istotny zgodnie z praca [3], jak réwniez
zderzenia wewnetrznego.

Niniejsza praca ma na celu przedstawienie réznych modeli teoretycznych ciagtych
uktadéw fadcuchowych z elementami sztywnymi w zaleznosci od przyjmowania relacji
konstytutywnych. Zmienna struktura bedzie zadawana jednostronnym ograniczeniem
krzywizny lub momentu gngcego. Rozwiazania statyczne przedstawione w punkcie 5
mozna czeSciowo znalezé w pracy [2]. Badanie wplywu amortyzatoréw lepkich na fali

* Praca wykonana w ramach problemu resortowego PAN-19, grupa tematyczna 2.
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152 J. Wieckowski

regularnej (pkt 6), problem dynamiczny ruchu preta pod dziataniem sily i momentu sku-
pionego poruszajacych si¢ ze stalg predkoscia (pkt 7), jak réwniez zagadnienia zderzenia
wewnetrznego omawiane w czeSci ogdlnej i zastosowaniach, stanowia, zdaniem autora,
oryginalna cze$§¢ pracy.

Nie przedstawia si¢ zadnych wynikéw analizy numerycznej problemu, jezeli koicowe
wzory nie sa proste. Obszerna dyskusja tego rodzaju bedzie opublikowana w osobnym
opracowaniu. Niewatpliwie kontrowersyjne sa modele zderzenia wewnetrznego, ktére
muszg znalez¢ glebsze uzasadnienie teoretyczne, jak réwniez potwierdzenie eksperymentalne.
Osobliwe jest réwniez wystegpowanie w ukladzie ciaglym zjawiska odwrotnego do zderze-
nia, przy ktérym powstaje kret uktadu.

2. Opis deformacji

Dla opisu potozenia uktadu taficuchowego zlozonego z elementéw jak na rys. 1, nie-
zbedne sg dla kazdego elementu taficucha trzy parametry, gdyz do chwili wyczerpania luzu
na zderzeniach Z oraz luzéw w sworzniach S, kazdy z elementéw powtarzalnych porusza
si¢ jak plaskie, swobodne ciato sztywne.

A _ A
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t S e B =
e =:
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Rys. 1. Element powtarzalny uktadu i zestaw laficuchowy elementow

Polozenie wzajemne uch laczacych dwa elementy przy wzajemne;j translacji elementéw
mozna zawsze opisa¢ parametrami e i 0 jak na rys. 2, gdzie x — przyjeta o§ pozioma.
Oprécz tego caly element, jak ciato sztywne, moze ulegaé obrotowi o kat ¢ wzgledem osi x.
Ogdlnie mamy zatem trzy parametry wygodne do oplsu ukladu — e, 6, ¢, gdzie e i 6
podlegaja nastgpujacym ograniczeniom:

0<e<D—d, (2.1.1)
0<0<2m, (2.1.2)
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natomiast ¢ jest katem matym, tzn.
lo|<1. (2.1.3)

Rozwazmy taficuch elementéw powtarzalnych, spetniajacych warunek e=0 i =0

1 wprowadZmy przyrosty kata obrotu g, przy przejsciu od elementu i-tego do i+ 1-ego
A@; ;4. Jest to zatem kat obrotu elementy 741 wzgledem elementu i. Niech &; oraz &,
> >

13

0

x¥

0,
e 8

Rys. 2. Wzajemne polozenie uch laczacych ele- Rys. 3. Schemat do wyznaczenia krzywizny
menty powtarzalne zastepczego ukladu ciaglego

X

oznaczaja $cisnigcia (dodatnie, rys. 1) zderzakéw, to, zgodnie z rys. 3, promien kota wpi-
sanego w lini¢ famana element6w lub jego krzywizna 1 /p bedzie

et 4 é"z_f“ll . (2.2.1)
p(b=28)h, (b+20)h,

a zwigzek krzywizny z przyrostem kata o skierowaniu dodatnim 4

b (2.2.2)
per baoo

Do wprowadzenia relacji (2.2) i (2.3) wykorzystano zalozenie

IA ¢i,i+1|<<1 . (2.3)

Relacja (2.2.2) stanowi podstawowy zwiazek do aproksymacji dyskretnego ukladu
fafnicuchowego ukladem cigglym.

Opis deformacji amortyzatoréw A4 (rys. 1) sprowadza sie do obliczenia odlegtosci
punktéw zamocowania jako funkcji A4¢; ;41. Z 1ys. 4 wspblrzedne punktu [2] w ukladzie
X3, ¥» maja postaé:

Xy =b,+b,C0849; ;11 +h,sing; ., (2.4.1)

Y2=h,C08 ¢; ;41 —b,sindg; ;.1 —h,. (2.4.2)
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Rys. 4. Schemat do obliczenia deformacji liny swobodnej

W przyblizeniu liniowym otrzymujemy
x2%’2ba+had¢)i’i+1, . (2.5.1)
V2= —b,4¢; 141. (2:5.2)

Odleglo$é punktéw zamocowania amortyzatoréw po uwzglednieniu jedynie sktadnika
liniowego wynosi

X2+ yE=2b,+h,A¢; =4, (2.6)

Opis deformacji linii L (rys. 1) mozna sprowadzi¢ do schematu jak na rys. 4. Przy zaloze-
niu matych katow, tatwo wykazaé, ze

Ay, =(b+20)[(n—1)4¢, ,+(n—2) 49, 5+...+4 P5-1.n] > (2.7.1)
Pu=), 4051, ;- (27.2)
=

W przyjetym na rys. 4 ukladzie odniesienia, wspéirzedne punktu [2] sa przy zaloZeniu
matych ¢;: 5

X, =n(b+26)—2b,+h, ¢,, (2.8.1)
: Y2 =4y, +b; ¢y (2.8.2)
Obliczenie odleglosci punktéw [1] i [2] daje aktualng dlugo$¢ linii 4, (gdy jest napigta
do linii prostej). Diugo$¢ ta w przyblizeniu liniowym wynosi: -
A =n(b+28)-2b,Y 9;_1.; (29
i=2

a w przyblizeniu kwadratowym

1 I F (& =h0)
A=n(b+26)—2b,+1 el 0 e e Lx i L s (2.10)
c P20 WAl i) b, 2 AT b,
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W przypadku mocowania réwnolegtego liny do elementéw na wysokosci /; otrzymuje
si¢ wynik odmienny dopiero w przyblizeniu kwadratowym. ZnajdZzmy bowiem dla elemen-
tow k i k+1 odlegtos¢ punktéw [1] 1 [2] wedtug rys. 5.

%

Y

o N\ WZ
h

g : X
3 ) -
; : v} (K) l : s Pnet
Rys. 5. Schemat do obliczenia deformacji

liny przylegajacej L— _J\'/

Wspdtrzedne punktu [2], przy zachowaniu Jedynie sktadnikéw liniowych sa

X, =20+MAp; 11, A (2.11.1)
Vo= =0l 10, , (2.11.2)

skad odlegto$¢ punktdw [1]i [2] z zachowaniem czgsci liniowych i drugiego stopnia

2
i

s é
\/x§+y§=26+hlA¢k,k+1 +Z(1_5—2>A2¢k,k+1' (212

Obliczajac teraz catkowita dtugosé liny, gdy jest napieta, za zachowaniem sktadnikéw
do drugiego stopnia wigcznie, otrzymujemy

F) B2\ =t
Ay =n(b+28)—2b,+h, Out (1 +5;—) Y (A, 0 (2.13)
k=1

W przyblizeniu liniowym wynik jest identyczny z (2.9).
Przejscie na zastgpczy uklad ciagly odbywa si¢ przez wprowadzenie znanego, elemen-
tarnego zwigzku krzywizny z druga pochodng

— =y (2.14)

1 przez wprowadzenie odksztatcen wlasciwych zderzakéw

ylen by
= s
&,

52(x)§b+25 (2.15.2)

(2.15.1)

oraz calkowitego odksztalcenia wiasciwego

E=& @) +& ). (2.16)
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Do modelu ciagtego wprowadzimy réwniez wlasciwe odksztalcenie amortyzatoréw

—_— Aa

: 2.17
b o

Drzielge obustronnie relacje (2.6) przez b+26 i korzystajac z (2.3) i (2.14) otrzymamy

2b,
Ay=
b+26

+h,y (2.18)

Dla liny w opisie liniowym wpiszemy relacje (2.9) w postaci

j=

Ay=n(b+28)—2b,+h,(b +25)f (—pi). (2.19)
Zastepujac krzywizne drugg pochodna, otrzymujemy w przyblizeniu
(b +25)]Z::2y}' = ljky”dx =y')-yd,) .v (2.20)
1 ostatecznie wydtuzenie liny bedzie ‘

A=n(b+26)=2b+ [y’ (l)—y' (1,)] (2.:21)

a I i I, oznaczaja oczywiscie wsp6lrzedne poczatku i konca liny (miejsc zamocowania).
Przyblizenia ciggle drugiego stopnia podamy jedynie dla prostszego przypadku liny
przylegajacej. Ostatni skladnik w réwnaniu (2.13) mozna wtedy przyblizyé nastepujaco:

) h2 g5 ; h12 LAy iy 4
1 A ——6b - b+20)x
4<+ )Z(mﬂ) (+26)<1+5);<b+25)(+ )

2
1

;%5(b+25)<1 Z)J(y”)zdx (2.22)

3. Sily wewnetrzne i réwnania ruchu

Przekréjmy rozwazany uklad lafncuchowy przez sworzen laczacy elementy i oraz
i+1 i narysujmy oddzialywanie prawej odrzuconej czesci ukladu na czesé lewa, zaklada-
jac dodatnie skierowania jak na rys. 6 (sily rysujemy tu oczywiscie na ukladzw nieodksztal-
conym).

Redukujac wszystkie oddziatywania w przekroju do osi sworznia, otrzymamy moment

Mi,i+1=_Ra,i,i+1ha_thl_Rz,i,i+1 h, (3-1)
oraz site pozioma
Pii+1=R s 1 tR{HAR, 11+ T is1 - (3.2)

Jezeli na uklad nie dzialaja zadne sity poziome P; ;4+1=0, jezeli natomiast do prawego
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konca taficucha przylozymy na linii sworznia site podtuzng P i pominiemy bezwladnosé
ruchu podtuznego, to P; ;.,=P.

Ustalimy prawa konstytutywne dla poszczegélnych rodzajow sit. Przyjmiemy, ze
amortyzatory maja charakterystyki zalezne jedynie od predkosci.

= RL
=R,
}’a hL T |
7
v iy &
L e i+ Rys. 6. Sily wewnetrzne w przekroju przez sworznie

Dla modelu dyskretnego mamy wtedy

d ¢
R iri o0 (ha 4 (494 1)) > (3.3)
a dla ukfadu cigglego

3
B <ha(b +25) %) . (3.4)

Sita w linie R, bedzie zalezala zaréwno od diugosci liny w stanie nienapietym /,, jak réw-
niez od aktualnej odlegtosci zamocowan 4;. Nie bedziemy wprowadzali tutaj zaleznosci
od predko$ci. Mamy zatem

Ri=fi(l, 4) (3.5)

i tylko w zaleznosci od tego, czy rozwazamy model ciggly, czy dyskretny, i zaleznie od
sposobu mocowania, nalezy podstawié odpowiednie A

Sita w zderzakach R, zi+1 jest dla obydwu zderzakéw na styku jednakowa. Mamy
zatem

R, ii+1=fe(E2, &) (3.6)
oraz relacj¢ wynikajaca z zatozenia jednakowych sit w obydwu zderzakach
' fille, =£(& &). (3.7)
i i et ey
Dla uktadu cigglego otrzymujemy w oczywisty sposob
R, =f,(§,(b+20), &, (b +20)), (3.8.1)
L& (5+25), & (b +28) =£1 (£, (0 +20), &, (b +20)), (3.8.2)

oraz dodatkowa relacje wynikajaca z (2.2) i (2.15)

rr

g .
yee—12 “‘(51"‘62)}1—' (3-9)

5
(b+20)h,
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. W szczegblnym, najproétszym przypadku, gdy uktad jest liniowy, tzn. elementy powta-
rzalne majg burty prostopadle do plaszczyzny swobodnej i stala szeroko$é

H (21, 2)=—k 24, (3.14.1)
H (21, 22)=k; 25, (3.14.2)
relacje (3.13) przyjmuja postaé -
d=qo—kiy+4k; f(x, 1), .51
m=mgy+k, g—Akzngj. (3.15.2)

Dalej zajmiemy sie juz tylko przypadkiem liniowym. Z réwnania (3.12.2) obliczamy site
tnaca
oMo B ay of
=iy —— tmatk, ——Ak, — 3.16
Bx Comprr 0T Mg % ox )
1 rugujac ja z réwnania (3.12.1), otrzymamy :

8“Mi - @'y O0m, %y o*f 0%y

Sz tlozgst——+k, —5—Ak, ——+qo—k, y+ Ak, f(x,D=p —2 . (3.17.1)
%2 " ox2or 0% - o Oxt elidlgay 10 D=p ot% (
Réwnanie powyzsze wraz z réwnaniem konstytutywnym
M=—-R,h,—R,h;—R,h, 8. .72)

stanowig uktad do wyznaczenia niewiadomych M (x, )i y(x, t). Zauwazmy, ze nie uwzgled-
nia si¢ w tym ukladzie odksztalcalnosci sprezystej segmentéw. Uklad opisany réwnaniami
(3.17) bedziemy nazywali ciagtym ukladem taficuchowym, zlozonym z elementéw sztyw-
nych. ‘

Sprecyzujemy prawa konstytutywne dla poszczegdlnych sit wewngtrznych. Dla sily
w linie przyjmiemy liniowe prawo konstytutywne dla rozciagania i niemozliwos$¢ przeno-
szenia sity §ciskajgcej, tzn.

{kl(/ll—lo) dla Al——l0>0’
Rl=

0 dla - A=l =0 e

lo oznacza dlugo$é liny w stanie naturalnym, k;>0 — wspolezynnik sztywnosci.

Podstawiajac A4,;, z uwzglednieniem nieliniowosci dla przypadku liny przylegajacej
do segmentéw, otrzymamy
|+
lP
I

k, . h? v :

1

oy

)
R,=k,|:h(b+25)——2b,—lo]+k,h,[é =

b

2

dla 4,—1,>0.
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Prawo konstytutywne dla amortyzatoréw przyjmiemy w postaci liniowej, bez zadnych
dodatkowych ograniczen. To znaczy, zgodnie z (3.4), jezeli charakterystyka amortyzatora
bedzie

63
fo(9)=A9= R, =ah,(b+26) 2 . (3.20)
dtox
Przejdziemy teraz do najbardziej ztozonego prawa dla zderzakéw w przypadku (3.11).
Rozwazmy wpierw uklad ciagly, w ktorym zderzaki odgrywaja jedynie role ograniczni-
kéw wzajemnego ruchu poszczegdlnych elementéw. Mamy zatem, gdy

e |
<——=R =0. ; 3.21
- b+26 4 3B
W przypadku osiagnigcia granicznej wartosci “ nastepuje zwarcie lokalne ukladu. Druga
pochodna zgodna z réwnaniem (3.11.2) osiagga warto§¢ graniczng i nie moze juz dalej
sie zmniejsza¢. Mamy zatem nastepujacy warunek ograniczajacy podczas ruchu druga

pochodna:
: 2 2
6—);2——2~5———E—B0= 6_y ; (3.22)
ox (b+20)h, 0x? L

Przedziat, w ktérym relacja (3.22) jest réwnoscia bedziemy nazywali strefe zwarcia, nato-
miast przedzial, gdzie obowigzuje znak > — strefg rozwarcia ukiadu.

Na granicy strefy zwarcia, druga pochodna osiaga swg warto$¢ graniczna. Jezeli pred-
ko$¢ drugiej pochodnej przy osiagnieciu wartos$ci granicznej jest ujemna, albo jezeli pred-
ko$¢ drugiej pochodnej ma nieciaglo$¢ skokowa, powinno wystapi¢ zjawisko zderzenia
na granicy rozszerzajacej sie strefy zwarcia.

I. Kret wlasciwy preta wynosi

62
el (3.23)
0x0t

Jezeli w czasie przejécia frontu strefy zwarcia wystapi niecigglto$¢ skokowa kretu wiasci-
wego, to musi wystapi¢ zderzenie i pojawi si¢ chwilowy moment wewnetrzny M,. Niech
to, oznacza czas przejscia frontu przez element dx, a ¥, — predko$¢ strefy zwarcia, wtedy

. (oly

l e

°\ oxot
ze wzgledu na przeciwne skierowania dodatnie momentu i katéw ugiccia. Dzielac obustron-
nie przez h,dt, otrzymamy site na zderzakach '

o2y
P 0x0t

> V,dt=M,dt, A B oy
t=ty

P ia

t=t(-)f-. OXat

3 h 0x0t

> . (3.25)

Gdy y(x, t)=y(x—V, 1), tzn. predko$¢ strefy zwarcia jest znana i dla obserwatora ru-

z N
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chomego linia ugiecia nie zmienia sie, otrzymamy po podstawieniu

Vi’ %]
Pu= +—= —_— : 3.26
n (b‘zz e G

z

|
i

Symbol ],; oznacza, ze drugg pochodna nalezy braé po przejéciu frontu strefy zwarcia,
gdy krzywizna jest graniczna, a zatem

s 2
o aaae e U (3.27)
b |Gr2om \a2?), :

i mozna stad wyznaczyé naprezenia 0,, znajac przekrdj F zderzakéw.

II. Drugi mechanizm uwzglednia wlasnosci fizykalne zderzakdw. Opiszemy je mode-
lem preta, w ktérym bedzie sie rozchodzila fala podtuzna od uderzenia, pochlaniajaca
catkowicie wzgledna energie kinetyczna przy zderzeniu.

Energia kinetyczna wzgledna dT pochtaniana przez zderzaki w jednostce czasu

1 aly | aZy ’ 2
Al (ep - 3.28
g oV )<axaz v 6x6tft5> e

Calkowita energia mechaniczna przekazywana do dwéch zderzakdw poczatkowo
nicodksztalconych i posiadajgcych przekrdj zderzenia F jest nastepujaca:

at

T,=2EF [[f'(x—at)]%dx. (3.29)

W chwili =0 (czas zderzenia dla modelu zderzakdw)

dT
z=o_ dt

dT.

- (3.30)

t=to

Z powyzszego réwnania mozna wyznaczyé f(0), tzn. wydluzenia jednostkowe, a zatem
i naprezenie g,= Ef(0).
Obliczenia szczegSlowe, ktérych nie przytaczamy, prowadza do wyniku

. e
guz_iE\/’OVz 7 . (3.31)
2 EFa \0xot t=ts

W przypadku, gdy strefa zwarcia posuwa si¢ jak ciato sztywne z predkoscia V,, Vi) =
=y(x—v, 1) i, w analogii do wzoru (3.27), otrzymamy

a,,=—iEV_, /’."Vz [—i +(Q> ] : (3.32)

N EFa | (b+28)h, \dz% ),

- 0y

= axat

III. Trzeci mechanizm zderzenia bedzie uwzgledniat dodatkowo to, ze w rZeczywistosci
wzgledna energia kinetyczna wytracana jest porcjami przy kolejnych zderzeniach elemen-
tow powtarzalnych o dtugosci b+25 ze strefa zwarcia. '

1l =Prace TMP z. 65
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Niech w przedziale #;, t, strefa zwarcia przejdzie droga 5+24. Calkowita energia
kinetyczna do przekazania zderzakom bedzie

t2

poel fp oy d (3.33)
=—1 . .
oo M e avorl.
t1
Przedstawmy te energie T; , w postaci
i &
T1,2=710(b+25)? ] : (3.34)

gdzie éo jest predkoscig zderzenia na zderzakach. Niech mechanizm zderzenia polega na
przekazaniu calej energii T; , do zderzakéw, przy zachowaniu styku w procesie zderze-
nia i rtéwnosci predkosci wzglednych elementu powtarzalnego i zderzakéw na powierzchni
styku. Bedziemy mieli zatem réwnanie

22
i b2y~ % —; io(b+20) — ¢ ~+2(T+V). (3.35)

Pierwszy skladnik po prawej stronie jest pozostala do rozproszenia wzgledna energig
kinetyczng ukladu, a dalsze — suma energii kinetycznej i potencjalnej w zderzakach.

Zakladajac w zderzakach fal¢ postepowa i zerowe warunki poczatkowe, otrzymamy
réwnanie

B a7 i 2 :
—2—Ih—2—31 %—+2EFJ[f(x at)]Pdx, (3.36)

ktorego rozwiazaniem jest
2th

z

éo

fEt e (3:37)

p jest tutaj gestoscig materiatu zderzakéw, a — predkoscia propagacii fali podtuzne;j.
Analogicznie jak w poprzednich przypadkach f7(0) jest wydtuzeniem jednostkowym
na czole fali i ekstrémalnym minimalnym wydhizeniem. Zatem

B
(an)min = —; |€0| s (3.38)

gdzie &, nalezy wyznaczy¢ przez przyréwnanie prawych stron relacji (3.33), (3.34).
Poniewaz na czole fali wystepuje duzy gradient naprezen, droga pomiaréw mozna

sprawdzi¢ jedynie warto$¢ $rednia na dlugosci /, bazy czujnika tensometrycznego.
Calkujac naprezenia ¢ na dtugosci /, od czola fali, otrzymamy ekstremalne naprezenia

wskazywane przez aparaturg (0,).., W zaleznosci od naprezen maksymalnych na czole

I S '
: : 3.39
( )mm (O-n)mm 2th3 lo ( )
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Nalezy si¢ spodziewaé, ze w ten sposéb wyznaczone naprezenia beda oszacowane co
do bezwzglednej wartoéci z nadmiarem, gdyz nie cala energia kinetyczna wzgledna ulega
rozproszeniu, a z czgsci rozpraszanej cze$é przekazywana jest na deformacje sworzni
i uch w polgczeniach elementéw powtarzalnych (rys. 1). Trzeci model zderzenia moze
znalez¢ zastosowanie przy postepujacej strefie zwarcia. W przypadku znikajacych okre-
sowo zwar¢ punktowych oraz pojawianiu si¢ stref krétszych od elementu powtarzalnego
i nie poruszajacych si¢ ruchem postepowym, traci sens metoda obliczania wzglednej energii
Kinetycznej T,. Sa to oczywiscie sprzecznosci w opisach wlasnosci ukladu cigglego i dys-
kretnego. Warto zwrdci¢ uwage, ze przy postepujacej strefie zwarcia na jednym koncu
wytraca si¢ kret, co mozna opisaé zderzeniem natomiast na drugim koncu ustepujacej
straty kret si¢ wyzwala. Mozna to zjawisko wyttlumaczyé¢ brakiem dysypacji w ukladzie
i nieskonczona predkoscia propagaciji energii mechanicznej w sztywnej strefie zwarcia.

Przejdziemy do opisu innych praw konstytutywnych dla zderzakéw. Niech np. zde-
rzaki dajg skornczone sity reakcji dla skoficzonych predkosci deformacji whasciwych E.
Mamy wtedy ogodlnie

R,~f.¢. B, - (3.40)
edzie f, jest rosnaca wzgledem kazdej zmiennej 0, 0)=0F0raz
R.>0. (3.41)
Najprostszym przypadkiém_ Jest tutaj zderzak Tiniowy, czysto sprezysty z charakterystyka
R,=k+¢ (3.42)
! ograniczeniem dla & dtugoscig zderzakdw

0<E<b—2f2—6. (3.43)

5 e
Dla £<0 begdzie R,=0, a dla §=l~)+—25 wystapi zjawisko zderzenia, ktére moze byé opi-

sane jednym z modeli omowionych wyzej. Zderzaki zaklada sie tutaj czysto sprezyste,
5z masy. Nie wystapig w nich zatem zadne efekty bezwtadnoséciowe. Oznacza to, ze dla
< spelniajacych nieréwnos¢ (3.43) styk jest zawsze zapewniony. Zadanie komplikuje sie

znacznie, gdy wprowadzimy funkcje £, zalezna od E. Przy rozwieraniu zderzakéw moze

24
reakcja R, spadnie do zera.
b+25> Pl
Dalszy ruch zderzakéw do momentu ponownego styku bedzie opisany réwnaniem

wystapi¢ sytuacja, w ktérej dla & e(O,

LG, &=0, (3.44)

22 ktérego warunkiem poczatkowym jest Scisniecie wlasciwe &, przy ktérym zderzaki
traca kontakt.

Drugim przypadkiem moze by¢ zderzak nieliniowy tak skonstruowany, ze jego $cisnie-
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: : T A : : ; v
cie do granicznej wartosci §=b 75 nie jest mozliwe, gdyz prowadzi do reakeji nieskon-

czenie duzych. Zwarcie nie moze nigdy nastgpi¢, natomiast w przypadku sit zaleznych
od predkosci moze zdarzy¢ si¢ utrata kontaktu zderzakow przed ich catkowitym rozpre-
zeniem. Mamy zatem w tym przypadku rowniez

B-r( 0 (3.45)
gdzie funkcja f, musi spelnia¢ wszystkie warunki wymienione uprzednio oraz dodatkowo
lim £, H=+o. - (3.46)
24
S 5¥20

Zderzak liniowo-sprezysty nie jest tu oczywiScie mozliwy do realizowania.
Przejdzmy do rozwigzan szczegdtowych.

4. Statyka (uklad ciagly, bez liny i zderzakéw R, =0 dla {<4)

Poza stratg zwarcia, tzn. gdy druga pochodna spetnia nieréwnos$c¢

d*y 26

o e b e B 4.1.1
dx (b+26)h, ( )
otrzymujemy z ro'wnal’l (3.17)
M=0 4.1.2)
d2y dmo ;
k2 Ei—klxy,+—d—x+qo=0, (413)
a z rownania (3.16) formule do obliczenia sity tnacej
d
Dok (4.1.4)

dx

Poza strefg zwarcia mamy zatem do czynienia z ukladem cigglym nie przenoszacym mo-
mentu gnacego, natomiast przenoszacego site tnaca.
W strefie zwarcia mamy stala druga pochodna linii ugigcia
d’y 20

Gy 4.2.1
dx>  (b+20)h, (2200

i nastgpujace réwnania réwnowagi do wyznaczenia momentu gnacego i sity tnacej:

e R D (4.2.2

o e L o
dM d :

o= g (4.2.3)

dx dx
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W strefie zwarcia ponadto musi by¢ spetniony warunek
M=0, (4.2.4)

2dyz ten model nie moze przenosié sit rozciagajacych na zderzakach.
Warunki graniczne, przy ktérych bedziemy rozwigzywali zadania, sprowadzg si¢ do
ciaglosci ugie¢ i katow ugiecia na granicy strefy zwarcia x,, tzn.

¥ x5) =y®xg), n=0,1 (4.3)

oraz ciaglosci momentdw i sily tnacej, tzn.
0(x5)=0(x9)> (4.4.1)
Mix)=M(x,). 4.4.2)

W miejscu przylozenia sily skupionej P i momentu skupionego M beda dopuszczalne
rozwarcia punktowe, tzn. niecigglosci pierwszej pochodnej. Nieciaglosci te musza jednak
speinia¢ warunek :

Y'(x5)—y'(x5)>0, (4.5)

ze wzgledu na jednostronne ograniczenie krzywizny. Miejsca rozwarcia punktowego
moga wystapi¢ zaréwno we wnetrzu strefy zwarcia, jak i na jej brzegu, jezeli jest odcia-
zony.

Jest oczywiste, ze w miejscach rozwarcia punktowego nieobcigzonych momentem
zewnetrznym, moment gnacy jest ciggly i rowny zero. Jezeli natomiast. miejsce rozwarcia
jest obciagzone momentem zewnetrznym, nalezy podaé obcigzenia obydwu brzegdéw.
Obciazenia te beda réwne jednostronnym granicom momentu gnacego w miejscu punkto-
Wego zwarcia. : .

S. Belka nieskonczona pod dzialaniem sily skupionej i momentu skupionego

Postugujac si¢ modelem z punktu 4 rézwaZmy przypadek jak na rys. 8. Niech P<O0.
Zalézmy dodatkqwo, Ze na calej belce nie wystepuje strefa zwarcia. Mamy wtedy na calej
belce

y'2—B, (5.1.1)
(B, wedlug (3.22)) i
M=0 (5.1:2)
oraz réwnanie zginania
kyy'—k,y=0. (5.1.3)

x=0 N

Rys. 8. Schemat obcigzenia preta
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Wprowadzajac oznaczenie

Ie;
—=q (5.2)
ks
i rozwiazujac rownanie (5.1.3), z wykorzystaniem warunkéw
y(0")=y(07)=0, (5.3.1)
lim y=0, (5.3.2)
|x]=+ o
otrzymamy rozwiazanie
y(x)=ce ¥, (5.4)
Wykorzystanie warunku niecigglosci sity tngcej w zerze
ky[y'(0")—y'(07)]=~P - (5.3)
prowadzi do wyznaczania statej C i rozwigzania
y(x):i e >l (5.6)
ok, o :

Na to, aby rozwiazanie (5.6) spetnialo dla kazdego X warunek rozwarcia (5.1.1) z co
najwyzej punktowa strefa zwarcia, sita P musi spetnia¢ warunek

= = P S5
¥ oh, b+26 2.9

Poniewaz graniczna warto§¢ drugiej pochodnej jest osiagana lewo- i prawostronnie w ze-
rze 1 tylko w zerze, i ugiecie jest symetryczne wzgledem punktu x=0, bedziemy postulo-
wali symetryczng strefe zwarcia w otoczeniu x=0, o dlugosci 2x, z rozwarciem punkto-
wym (nieciggtoscia y’) w x=0. Strefa zwarcia bedzie wiec przedziatem

Iz=<—x070)u(07x0>' (5'8)
Poniewaz w calej strefie jest
y —=B, (5.9)
ze wzgledu na symetri¢ rozwiazania zapewniajace cigglo$¢ ugieé, bedzie dla xe I,
o
y(x)=—B, 7+C1|x|+C2, (5.10)
a réwnanie rozniczkowe dla momentu, zgodnie z (4.2.2)

x2

M”_—_szo—leo ‘2‘+k1C1|xI+k1C2. (5.11)

Ze wzgledu na symetrie zadania i ciaglo$¢ momentu gnacego w zerze, ogdlne rozwigza-



Wstep do teorii zginania belek o zmiennej strukturze 167

nie dla x e I, bedzie

)
2 4 I 3 2

x 3
= szo__k1Bo2 +k1C1‘i+k1C2_+D x| +D,, (5.12)

gdzie D; i D, — nowe stale zadania.
Ustalmy warunki graniczne w zerze. Warunek istnienia zadanego skoku sity tnacej,
zgodnie z (4.2.3) wynosi

2D, £2C k,——P, (5.13.1)
a warunek rozwarcia punktowego sprowadza si¢’ do zerowania momentu w zerze, tzn.
Dy —0" (5.13.2)

PrzejdZzmy do wyznaczenia rozwiazafi w strefie rozwarcia, tzn. I, € {(x,, +00). Mamy
tam spetnione warunki (5.1) i rozwiazanie szczegdlne spelniajace warunek y - 0,

y{)=Ce el (5.14)
Warunki graniczne w punkcie kraficowym strefy zwarcia sa:

— ciaglos¢ ugieé
2

X
—B0?0+C1x0+C2=C, (5.15.1)
— cigglo$¢ katéw ugiecia :
: _Boxo"'Cl’: —'OCC, (5.15.2)
— cigglo$¢ momentu gnacego
2 4 3 2
ks B, ———k B02 S - . 20+D1xo+D2=0, (5.15.3)
— ciagtos¢ sily tnacej
3 2
k, By xo—k, BO +k C1 +k1 Cy %9 +D; =01 (5.15.4)

Uklad réwnan (5.13) i (5.15) mozna rozwigzaé przyjmujac x, jako dane, natomiast
P jako niewiadoma. Jest to wtedy zawsze uklad réwnan liniowych, tatwy, choé zmudny
do analitycznego rozwiazania.

Proste wzory otrzymuje si¢ dla stalej C; i ugiecia C w miejscu styku stref zwarcia
1 rozwarcia

i
+x000+1
C. =L Zasion & K0T S:l:6. 1
P a(1—3oxo) sl
1__*
LoD x5 (5.16.2)

oc2 1+ix,0

Nastepujace wnioski wynikaja z relacji (5.16.2):
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Whniosek 1. y”(x5)=Ca? jest rosnaca funkcja x,. Oznacza to nieciaglo§é drugiej
pochodnej w punkcie x, i wobec (5.14) spelnienie warunku ograniczenia drugiej pochod-
nej w calej strefie rozwarcia.

Wniosek 2. Poniewaz C=y(x,), to dla x, «=2 \/5 wystepuje zmiana znaku ugigcia
na granicy strefy zwarcia i cze§¢ belki wycigganej z podloza (wody) zanurza si¢. Obraz
obydwu rodzajéw ugie¢ i stan graniczny przedstawia rys. 9. Jest sprawa oczywista, ze
sita tngca w punkcie x, zmienia znak w tym punkcie, gdy x, przekracza warto$¢ 1 2 \/ £
Dalszymi szczegétami rozwigzania dla tego przypadku zajmowaé sji¢ nie bedziemy i roz-
wigzemy wazny praktycznie przypadek P>0.

strefa zwarcia L

vz
=49 o X
y

strefa zwarcia +

X,
y a

1
X= E 2 1/5
- *
strefa zwarcia ,
%> glG
%5 %, -
Rys. 9. Kolejne fazy wzrostu dlugosci

o strefy zwarcia

o
—

X

Jezeli zalozyé, ze w otoczeniu punktu x=0 nie ma strefy zwarcia, to M=0 i warunek
zadanego skoku pierwszej pochodnej prowadzi do wyniku

rrnt trO = P
S (5.17)
1
a to nie jest dopuszczalne. W otoczeniu punktu x=0 musi zatem pojawic sie strefa zwar-

cia. Ze wzgledu na symetrie zadania otrzymamy w strefie zwarcia ugiecie

2

y=—130’°?+c2 (5.18.1)
oraz moment gnacy
5 o o
M:szo E‘_leo Ez‘-'f'kl C2 ?+D11XI+D2. (5.18.2)

W strefie rozwarcia natomiast x>0 i rozwigzanie bedzie podobnie jak w poprzednim
wypadku '

Py Ze ) (5.18.3)
Rozwigzania (5.18) zapewniaja ciaglo$é ugieé i katéw ugiecia oraz momentéw gnacych

w x=0. Pozostale warunki do wyznaczenia statych D,, D,, C, C, i sity P w funkcji strefy
zwarcia sa nastepujace:
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— zadana nieciaglos$¢ sity tnacej w x=0

2D,=-P, (3.19.1)
— ciagloé¢ ugigé dla x=x,
x2
C=-B, ?°+c2, (5.19.2)
— ciaglo§¢ katow ugiecia w x=x,
—0C +Byx,=0, (5.19.3)

— cigglo$¢ momentu gnacego w x=x,

2 4 2

By——k,By—+kCy) —+D;x,+D,=0, 5.19.4
k, By 5 1805y TH1C2 5 1 %o T, ( )
— ciaglos¢ sity tnacej w x=x,
X5
kZ‘BOxO_leOE—i-kI C2x0+D1=0. ’ (5.195)

Uklad (5.19) jest prosty do rozwiazania, a stale maja wazne interpretacje:
— ugiecie na krancu strefy zwarcia

X
C=y(x0)=B;°, (5.20.1)
— ugiecie w miejscu przylozenia sity P
Xphin
C,=y(0)=B, (—" +—°) S (5.20.2)
e ?
— sita P w funkcji dlugosci strefy zwarcia
1 . xe A
P=2B,— = kixg+k,xo+ki—)> {0220.3)
o
— moment gnacy w miejscu przylozenia silty P
B, (1 : x3
D, =M(0)=?° (—4— ky X+ ks ;" +k, xg> (5.20.4)
oczywiscie dodatni, tak jak byé powinno.
Rozwigzemy ostatnie zadanie statyczne. Belka pdlograniczona x>0 pod dzialaniem
momentu skupionego M,, przylozonego w punkcie x=0. Oczywiscie dla M,<0 nie ma
rozwigzania, gdyz zwarcie zajs¢ nie moze (moment gnacy musi byé dodatni), a w rozwar-

ciu moment gnacy jest zerem. Mamy zatem M,>0. Postulujmy strefe zwarcia w prawo-
stronnym przedziale <0, x,> punktu x=0, a dla x>x, strefe rozwarcia. Mamy wtedy
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w strefie zwarcia rozwiagzania dla ugiecia

2

X
y(x)=—B0?+C1x+C2 (5211
1 momentdw gnacych
X X 52 X2
M(x)=k2Bo ?—kl Bo 2_4+k1 C1 Z_kl C2 ?'I‘Dl x+D2 . (5.212)

Natomiast w strefie rozwarcia ugigcie wedlug (5.18.3) i M=0.

Warunki graniczne w x=0sa Q=01 M=M,, a w x=x, sprowadzaja sie do Zadania
ciggtodei ugieé i katéw ugiecia oraz ciaglosci momentdéw i sit tnacych. Pieé statych C;,
C,, Dy, D,, C oraz moment M, wyznaczamy w funkcji strefy zwarcia. Przytoczymy
wyniki konicowe rachunku:

1 +oxg +3o?x2

C,=Byx, 5 (5.22.1)
S
1 +oaxg+—
2
Dy=-k,Cy, (5.22.2)
D,=M,. (5.22.3)
Ugiecie na krancu strefy zwarcia:
Lo %8
y(x)=C,=B, — = ‘;Z-xz (5.24)
1 +axy+ 2—0

Jest zawsze dodatnie dla x,>0. Ze wzrostem momentu kraniec strefy zwarcia ulega zanu-
rzeniu. :
Moment M,, réwniez dodatni, gdy x,>0 i rosnacy wraz z x, jest

koxt it doax -t aPnd kyx2 1 +ox, +1a?x2
MOZ‘BO 140 e 3. 0 182 - 0+B0 20 076 . 20 - (5.25)

16 s o Xg

- 1=Eoicy —2

Rys. 10. Linia ugigcia i potozenia strefy
zwarcia

Wykres ugigcia podano schematycznie na rys. 10. Dla belki nieograniczonej zadanie jest
nieco bardziej skomplikowane. ,

W punkeie x=0 wystepuje rozwarcie punktowe, zatem warunki graniczne sprowadza
si¢ do zadania ciaglodci ugiec i sity tnacej. Dla x <0 cata belka pracuje w warunkach roz-
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warcia do pewnej wartosci M, .., a dla My>M, ,. pojawia si¢ od strony x=0 strefa
zwarcia o rosnacej dtugosci. Oczywiste jest, ze dla tego przypadku istnieje rozwiazanie
réwniez przy M, <0. Ugiecia sa wtedy lustrzanym odbiciem w osi y ugieé dla przypadku
M,>0. Przypadku tego omawia¢ szczegSlowo nie bedziemy i przejdziemy do zadan
dynamicznych. Inne przypadki zadar statycznych mozna znalezé w pracy [2].

6. Belka nieskoriczona rozwarta z amortyzatorem lepkim na fali regularnej

Zalézmy trygonometryczny obrys fali plaskiej
f(x, t)=sin(vx—wt). (6.1)

Roéwnania ruchu uktadu przy zalozeniu jak w tytule tego punktu beda, zgodnie z réwna-
niami (3.17), postaci

sty oy
M= —Ah}(b+26) —= (6.2.1)
010x
oraz
M &y &y 0%y
?—f- PwER 2+k2a =+ Ak, vZsin (vx —wt) —ky y + Ak sin (vx —wf) = pa— (6.2.2)
Wprowadzajac nowsg zmienng bezwymiarowa
E=vx—wt (6.3.1)

1 rugujac z uktadu (6.2) moment gnacy M, otrzymamy do wyznaczenia ugiecia y(&) row-
nanie zwyczajne
AhZ (b +28)v*yY +io VoV +(ky v2— pw?)y" —ky y + Ak +v7k,)siné=0.  (6.3.2)

Rozwiazanie w postaci :
- y(&)=Dgsin & +D,cos é (6.4)

prowadzi do nastgpujqcych wartosci statych Dy i D,:

o (ky +ky V) [(p +igv?) 0* —(ky +kyv?)] o
i A[(lo" +p) 0® —(ky +ky v3)]? +A2h* (b +26)’0? (6.5.1)

Ah,0v*(b+26)(k; +k,v?)
[(lov +p) 0 —(ky +ky v2) >+ 22h* (b +26) 0>

(6.5.2)

Mozemy teraz obliczy¢ maksymalng amplitude fali [Almax, przy ktorej osiaga si¢ zwarcie
punktowe na belce. Prosty rachunek, ktérego nie przytaczamy, prowadzi do wyniku
26
IA,mﬂx= 2 2
(b+20) h,v(ky+kyv?)

{A%h3 (b +26)’0?v® +[(iov? +p) 0* —(ky +k, v?) T} .
(6.6)
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Jedna z mozliwych form wykorzystania relacji (6.6) jest wyznaczenie wspdlczynnika
tlumienia A dla zadanej czestodci fali w i amplitudy maksymalnej IA,max Latwo spraw-
dzié, ze taki dobér nie zawsze jest mozliwy. Dla ustalonego ]A[max kwadrat czqstosm w?
musi spetniaé warunek o® <w?<w?2, przy czym dodatkowo istotny jest warunek w? >0

. 25(k1+v2k2)+|A[max(b +20) b, v’ (ky + ko ¥ )
26 (ig v +p)

w

l+

Obszar, w ktérym mozna dobra¢ A wedtug (6.6) do zadanej pary |A|u., w* naszki-
cowano na rys. 11. Obliczenia numeryczne w konfrontacji z dos§wiadczeniem beda omé-
wione w innej pracy. Mozna wykazaé, ze przy punktowych strefach zwarcia, sity chwilo-
we od uderzenia, a zatem i naprezenia, sa zerem wedtug wszystkich rozwazanych modeli
zderzenia.

k+ 'J?kz
@+7%%,

J

Rys. 11. Wykres obszaru, w ktorym moz-
N na dobra¢ A do zadanej pary |A4|max, @2

7. Belka nieskonczona pod dzialaniem ruchomego ukladu: sily skupionej i momentu sku-
pionego

Zbadamy ukiad bez amortyzatoréw i liny, zderzaki jak w modelu w punkcie 4. Niech
uklad zlozony z sily P i momentu 9 bedzie zaczepiony w tym samym punkcie x, poru-
szajgcym sie po osi x’ z predkoscia 9, w kierunku rosnacych x’. Jezeli wprowadzié nowa
zmienng :

x=x'—9¢ - (7_1)
oraz uwzgledni¢ brak amortyzatoréw, to réwnania w strefie rozwartej beda
M=0, 21
18y +(ky—p9°) y"' —ky y =0, (7.2.2)
a sila tnaca
Q=i 9y +ky y". (7.3)

W strefie zwarcia natomiast
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¥ =—B,, (7.4.1)
M =(k,—p9*) By +k; y, (7.4.2)

gdzie przez — B, oznaczono graniczng krzywizng preta. Sile tnaca liczymy z relacji
0=M'+k,y'. (7.5)

Bedziemy postulowali, ze para P, M jest przylozona w punkcie x=0 1 w jej otoczeniu
tworzy sie strefa zwarcia ograniczona punktami x;, X, (rys. 12). Rozwiazujac réwnanie
charakterystyczne réwnania rézniczkowego (7.2.2) w strefie rozwarcia mozna sprawdzi¢,
7e posiada ono dwa pierwiastki urojone i dwa rzeczywiste, #0zniace sie znakiem. Aby
spetni¢ warunki znikania ugie¢ w nieskoficzonosci moze pozosta¢ tylko jedna stala do-
wolna w rozwigzaniu. Otrzymujemy wiec

d,e " 2 ety o)
- 3 ; g 7.6
y(X) {Alea(x x1) xe(—oo,x1>. ( )
|
P
X . 4)(:0 ‘ Xz i
\ strefa zwarcia
97T
¥
Rys. 12. Schemat obciazenia i potozenia strefy zwarcia
Stalg a liczymy z relacji
—(ky—p9) +[(k, —p9°)* +4k 8]\ *
a= or ; (1.7
2871,

Poniewaz postulujemy zwarcia na calej dlugosci przedzialu {x,, x,», rozwiazanie
réwnania (7.4.1) zapewniajace ciaglto$¢ ugie¢ i pochodnych ugie¢ w punkcie x=0 bedzie
x2

y='—B0 ?+clx+02. (7.8)

Rozwiazanie réwnania (7.4.2) bedzie jednak inne dla x € {x;, 0) i x € (0, x,) ze wzgle-
du na przylozone obciazenia skupione. Wyrdzniajac state catkowania w pierwszym z prze-
dzialéw wskaznikiem i=1, a w drugim wskaznikiem i=2, otrzymamy 3

7 4 3 2

2 X X X X g
Ml=(k2—,019 )BO7_B0k127+klclZ+klc25+Dl,ix+D2,i’ l=1,2 . (7.9)

Mamy teraz do spelnienia dziesieé warunkéw’ granicznych, a do wyznaczenia osiem
statych catkowania 4,, A,, Cy, C5, Dy 1, Dy, D>, D, oraz dwie wspotrzedne strefy
zwarcia x,, x,. Oczywiscie, aby rozwiazanie mialo sens, moment w strefie zwarcia musi
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by¢ nieujemny, tzn.:

A M0 =0

X € (X1, X2)

Rozpiszemy warunki graniczne w punktach x; (i=1, 2). Ciaglo$¢ ugieé

2
X7
—BOE‘+C1xi+C2=Ai. (7.11.1)

Ciaglos¢ katéw ugiecia

—Byx;+Ci=—A4;asgnx;. (7.11.2)
@
Zadany skok niecigglto$ci momentu gnacego na froncie strefy zwarcia wywolany dziata-

niem momentu zderzenia i odbicia (patrz relacje (3.27)):

2. 4 3

X; X; X
ky—p3?) By ——Bok; —+k,; C; —+
(2.0)02 DL oa T Sl

2
X :
+ky Cy ?+D1,ixi+D2,i=zo P(Byt+A4,6%). (1.113)

Ciaggto$¢ sit tnacych
—A;[io%a®+k,alsgnx;=(k, — p9*) By x;—

2 . :
_BO klE-I_kl C1 ?l‘l'kl C2Xi+D1,i+k2 Cl"‘szoxi . (7114)

W punkcie x,=0 warunki beda:
DI,Z_D1,1= "‘P, (7.11.5)
D,,—D, =M. (7.11.6)

Mozna rozwiaza¢ uktad (7.11) traktujac x,; i x, jako dane, a obciazenie P i M wyzna-
czy€. Szczegdlnie proste formuly otrzymuje sie postulujac symetryczng strefe zwarcia,
tzn.

Xp=—X;=X,. (7.12)
Wtedy
C.=0, (7.13.1)
o e (7.13.2)
Xo =l
y(0)=C2 =B0x0 e ] (7.13.3)
2 a
M =0, S (7.13.4)
natomiast

% %
P=2B, <k1 3t ~+bx0), (7.13.5)
a
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gdzie
b=14{ky—p9*+[(k, —p9>)* +4k; 8%, ]3} . (7.14)
Otrzymali$my zatem rozwigzanie dla przypadku obtiazenia belki sita skupiong. Po-
niewaz wedtug (7.7) i (5.2) > g
: lima=q, 5D
3= 0
limb—F,. : (T-15.2)
3->0

otrzymane rozwigzania dynamiczne przechodza, jak to mozna sprawdzi¢, w sposéb ciagly
w Tozwigzania statyczne. Poniewaz =0, D, ,=D, ;=M(0). Proste rachunki prowadza
do wyniku

B 4 3
M (0)=?° [Iq %—l—kl ﬁ+x3\/(k2— p9)? +4k, 92i0]+i92130(1 +ax,). (7.16)
a

Réwniez i w tym przypadku dla $—0 otrzymuje sie réwnanie (5.20.4). Pozostaje wyzna-
czy¢ naprezenia od uderzenia na froncie strefy zwarcia. Moment zderzenia wyrdzniono
drugim skfadnikiem poza nawiasem graniastym w relacji (7.16). Naprezenia te wedtug
trzech kolejnych modeli rozpatrywanych w punkcie 3 wynosza

(5ni)min == _yl(l +ax0) & l=1 ) 2 2 3 5 (717)
dla modelu 1 :
i
9 7.181
Vi 0 hF ( )
dla modelu 2 .
1 igd
—& BB : 7.18.2)
ey \/ EFa, ¢
dla modelu 3
9
Ps=Eh, Bo— . (7.18.3)
a

Jak latwo zauwazy¢ we wszystkich przypadkach

lim (0, )min =0, : ; (7.19)
$-0
natomiast
im (6, )min =7 i=1,2,3. (7.20)

P->0

Ten ostatni wynik, sprzeczny z obserwacjami zachowania ukladu dyskretnego, jest oczy-
wistym niedostatkiem ukladu ciaglego w opisie rzeczywistosci.

Praca wplynela do Redakcji we wrze$niu 1973 r.
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Berymienne Kk Teopuu n3rnda 0aJOK HepeMEHHOH CTPYKTYPHI
Pesrome

PaccMaTpHUBAETCs QUCKPETHAS EMHAst CHCTeMa. U3 HeleOPMHUPOBAHHBIX IOBTOPATEIBHBIX JIEMEHTOB,
B KOTOpOM Haxomszcs Oydepst Z, amoprmsaropst A u Tpoc L (puc. 1).

TTocie obcyxmenns HedopMaluii JUCKPETHO CUCTEMBI OIPENENAeTCs ePEeXO0] Ha CITIOIMHYIO CHCTE-
My C OIHOCTOPOHHE OTPaHWYEHHOM KPHBH3HOU, ONMCAHHOM yPaBHEHUIMHI (3.17). ObeyxnaroTCsa BO3MOX-
HBIC ¥ IPAKTHYECKUW BAXHBIC KOHCTUTYTHBHBIC CBS3M ¥ IPENJIATAIOTCS MOZCIH BHYTPEHHEIO CTOJIKHO-
BeHWs, CBA3AHHBIE CO CKAYKOM KMHETHYECKOTO MOMEHTA Ha (DPOHTE 30HBI 3aMbIKaHus (Ipemel, I Kpu-
BHU3HA JOCTHTAET IPENEIHHOTO 3HAYCHMUS).

TIpencTaBiieHO HECKOIBKO CTATHYECKUX PENICHMM Uil CHCTEMBI C JXECTKHMH Oydepamu Ge3 Tpoca.
Dta ke cucreMa OBlIa MCCIEHOBAaHA HA CIydYail OBYDKSHUS CHNBL M COCPENOTOYCHHOIO MOMEHTA C IOCTO-
SIHHOM CKOPOCTBIO Ha HEOTPAHMYCHHOM Gaike. BrusHue TMHEHHBIX BA3KUX aMOPTH3ATOPOB MCCICAOBAHO
U1t GAJIKH Ha IPOTPECCHBHOM PETYIISIPHOM BOJIHE, MOCTYIUPYSL, TIO KpaliHel Mepe, IYHKTOBYIO 30HY 3aMai-
KaHHS,

1lndpoBast TUCKYCCUS W COMOCTABIICHWE C ONBITOM OyHyT MPEACTaBICHE! B APYIOW pabore.

Introduction to the Variable Structure Beam Bending Theory
Summary

A discrete chain system consisting of non-deformed reproducible elements, namely buffers Z
shock-absorbers 4 and a line L (Fig. 1) was analyzed. After the deformation of the discrete system has
been discussed the change on to a continuous system with unilaterally bounded curvature was presented as
described by the equation (3.17). Possible constitutive relations of practical importance were discussed.
Internal collision models were proposed, these being connected to the angular momentum jump at the
closure zone front (the interval where a limit value of the curvature is attained).

Several static solutions for a system with rigid buffers without a line were presented. The same system
was analyzed in the case of the motion of force and concentrated moment with a constant velocity along
an unrestricted beam. The influence of linear viscous shock-absorbers was investigated for a beam on
the regular progressive wave, postulating at most a point closure zone.

Numerical discussion and confrontation with the experiments will be presented in another paper.



