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JÓ,IEF WIĘCKOWSKI

Gdańsk

Wstęp do teorii zginania belek o zmiennej strukturze*

Omówiono przejŚcie graniczne od dyskretnego układu ze zdetzakami, liną i amortyzatorami do
układu ciągłego o zmiennej strukturze. Rozwiązano kilka zadań statycznych i dynamicznych pod obcią_
Żeniem ruchomYm i harmonicznym w czasie. Rozwiązano zagadnienie zderzenia wewnętrznego w ukła-
dzie według różnych modeli teoretycznych.

1. Wstęp

DYnanrika i statyka belek na podłożu sprężystym Winklera znajduję szerokie zastoso-
wanie w mechanice konstrukcji okrętowych, budowlanych itp. Teoria takich belek jest
dobrze znana) szczegÓLnie w zakresię sprężystym. W zastosowaniu do dynamiki mostów
i nawierzchni dróg (gdzie stosuje się również innę modele teoretyczne, np. półprzestrzeń
sPręŻYstą) można znalęŹc obszerne monografie, np. [1], w której autor cytuje około trzysta
PozYcji bibliograficznych (do 197l r.) poświęconych dynamice prętów pod obciążeniami
ruchomymi. Zatówno wśród wymienionych w tej monografii prac, jak również wśród
innych dostępnych czasopism do 1973 roku autor niniejszej pracy nie zna|azł elementów
teorii zginania prętów przedstawionej w niniejszej pracy. Przez zmienną strukturę belki
będziemY rozumieli jednostronne więzy typu różniczkowego narzucone na ugięcia 1ub
siły wewnętrzne.

Nlniejszy artyktrł jest kontynuacjąbadań podjętych w 1970 r. [2] nad dynamiką pew-
nYch układów łańcuchowych. W cytowanej pracy sformułowano i zbadano ana|itycznie
różne uproszczonę modele układów łańcuchowych, aproksymując ich ruch ruchem zas-
tęPczych układów c!ągłych o zmiennej strukturze. Nie uwzględniono wtedy w badaniach
wPłYwu bezwładności obrotowej, który okazał się istotny zgodnie zpracą [3], jak również
zdęr zenia wewnętrznego.

Niniejsza praca ma na celu przedstawienie różnych modeli teoretycznych ciągłych
układów łańcuchowych z elementami. sztywnymi w .zalężności od przyjmowania relacji
konstYtutywnych, Zmienna struktura będzie zadawana jednostronnym ograniczenięm
krzywizny lub momentu gnącego. Rozwiązania statyczne przedstawione w punkcie 5
można częściowo znalęźć w pracy [2]. Badanie wpływu amottyzatorów lepkich na fali

* Praca wykonana w ranrach problemu re§ortowego PAN-19, grupa tematyczna 2.
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l52 J. Więckowski

Iegularnej fukt 6), problem dynamiczny ruchu pręta pod działaniem siły i momentu sku-
pionego poruszających się ze stałą prędkością (pkt 7), jakrównież zagadnienia zderzeńa
wewnętrznego omawiane w części ogólnej i zastosowanidch, stanowią, zdaniem autora,
oryginalną część pracy.

Nie przedstawia się żadnych wyników ana|izy numerycznej problemu, jeżeli końcowe
wzory nie są pToste. Obszerna dyskusja tego rodzaju będzie opublikowana w osobnym
oPracowaniu. Niewątpliwię kontrowersyjne są modele zduzęnia węwnętrznego, które
musząznaleŹĆ głębsze uzasadnienię teoretyczne, jak równieżpotwierdzenie eksperymentalne.
Osobliwe jest również występowanie w układzie ciągłym zjawiska odwrotnego do zderze-
nia, przy którym powstaje kręt układu.

2. Opis deformacji

Dla oPisu Położenia układu łańcuchowego złożonego z elementów jak na rys. 1, nie-
zbędne są dla każdego ęlemęntu łańcucha trzy paramętry, gdyż do chwili wyczerpania |uzu
na zdęrzęniach Z oraz luzów w sworzniach S, każdy z elementów powtarzalnych porusza
się jak płaskie, swobodne ciało sztywne.

Rys. l. Elemęnt powtarzalny układu i zestaw łańcuclrowy elementów

Położenie wzajemne vchłączących dwa elementy przy wzajemnej translacji elementów
można zawsze opisać parametrami e i 0 jak na rys. 2, gdzie x - przyjęta oś pozioma,
OPrócz tego cały element, jak ciało sztywne, może ulegać obrotowi o kąt rp względem osi x.
ogólnie mamy zatem trzy parametry wygodne do opisu układu - €, 0, 9, gdzie e i 0
podlegają następującym ograniczenionr:

0śeśD-d,
0śdś2n,

(2.1.1)

(2.t.2)
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natómiast p jest kątem małym, tzn.

lel<t. (2.t.3)

Rozważmy łańcuch elementów powtarzalnych, spełniających warunek e=0 i d:0
i wprowadźmy przyrosty kąta obrotu Q, ptzy przejściu od elementu l'-tego do i * l-ego
lqr,r*r. Jęst to zatemkąt obrotu ęlementu ił7 względ,em elementu i. Niech {, orarą,

A9 i,i*l

oznaczają ściśnięcia (dodatnie, rys. 1) zderzaków, to, zgodnie z rys. 3, promień koła
sanego w linię łamaną elementów lub jego krzywizna 1lp będ,zie

F _rl _., ó-/ _ 'i' ,ii
i-'@-n)h,-'(b+2ó)h,'

a związek krzywizny z przyrostęm kąta o skierowaniu dodatnim * )

I / Qr,r*,i:- u*, '

Do wprowadzenią relacji (2.2) i {2.3) wykorzystan o założęnię

lAq,,,*rl<<I.
Relacja (2.2.2) stanowi podstawowy związek do aproksymacji

Rys. 2. Wzajemne położenie uch łączących ele-
menty powtarzalne

łańcuchowego układem ciągĄ,m.
Opis deformacji amortyzatorów A (rys.

punktów zamocowania jako funkcji lqi,t*t.
x2, y, mają postać:

Rys. 3. Schemat do, wyznaczenia ktzywizay
zastępczego układu ciągłego

{2.2,1}

(2.2.2)

(2.3)

dyskretnego układu

wp1-

l) sprowadza się do obliczenia odległości
Z rys. 4 wspóhzędne punktu |2] w układzie

x, :bo + b ocos A tpr, i* 1*ło sin qi,i+ t,
y 2:hocos rpi,i* 1- bosin A qi,i* r-ho.

(2.4.t}

(2.4.2)
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Odległość punktów
liniowego wyno§i

4. Schemat do obliczenia deformacji liny swobodnej

wym otrzymujemy

xzx2bolhoAQr,r*r, (2.5.D

lzź -b,Arpr,r*t Q.5.2)

zamocowania amortyzatorów po uwzględnieniu jedynie składnika

łą7V :2b,+ ho / Qi, i+ t= Ao. (2.6)

Opis deformacji linii Z (rys. 1) można sprowadzić do schęmatu jak na rys. 4. Przy zńoże-
niu małych kątów, łatwo wykazać, że

Ay,:(b+2ó)[(rr-1) Arpr,rł(n-T) Apr,r+...+/Qn-t,lf , (2.7.1)

,p,:Ż A,pi_r,i Q.7.2)
j=2

W przyjętym na rys, 4 układzię odniesienia, współrzędne punktu |2] sąprzy zńożęnia
małych łpr:

Rys.

linioW przybliżeniu

xz:n(b *26)-2Ąłfu rp",

_ !z:/yołblE,.
Obliczenię odległości punktów |I] i |2] daje aktualną długość linii

do linii prostej). Długość ta w przyblizeniu linio;m wynosi:'

At: n (b +26) - Lb,Z^ę i _ r, i,j=z

(2.8.1)

(2.8.2>

Ą (cdy jest napięta

(2.9)

a w przybtiżęniu kwadratowym

At : n (b + 26) - 2b t + h, +,p,- 
+ *ł*;,

.Ia;+'
(Ay,-brP)'
Ąb +26)1b,

(2.10)
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W PrzYPadku mocowanja równoległego liny do elementów na wysok ości h, otrzymuje
się wYnik odmiennY dopiero w przybliżeniu kwadratowym, Znajdźmy bowiem dla elemen-
tów k i ł+ 1 odległość punktów I11i 12] według rys. 5.

Rys. 5, Schemat do obliczenia deformacji
liny przylegającej

współrzędne punktu [2l, ptzy zachowaniu jedynie składników liniowych są

xz:2ó*hlAcpo,o*r, ' 
(2.11.1)

!z: -'6/Qu*\ (2.t1.2)

skąd odległość punktów IIli I21z zachowanienr części liniowych i drugiego stopnia

Obliczając tęraz całkowitą długość liny, gdy jest napięta, za zaębowaniem składników
do drugiego stopnia włącznie, otrzymujemy

łĘ+y3:z6 +h,Acpo,o*, -* (, 5) /'qo,o*,.

lt:n(b +26)-2bI+h, ę,++ (, -#)"f 
,{Aro,o*)'.

-:,_yrlp

i przez wprowadzenie odkształceń właściwych zd,ęrzaków

Ę,ż , , i+l. śr(x)-=i *r'
ć,

Ę"lr1=--'-
b +26

oraz całkowitego odkształcenia właściwego

E@)=Ęr(x)+i,(x).

(2.I2)

(2.14)

(2.15.1)

(2.15.2)

(2.13)

W ptzybltżeniu liniowym wynik jest id,entyczny z (2.9).
przejście na zastępczy układ ciągły odbywa sięprzez wprowad.zenie znanego, elemen-

tarnego związku ktzy wizny z drugą pochodną

(2.16)
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Do modelu ciągłego wprowadzimy również właściwe odkształcenie amortyzatorów

1- Ao

, "o- b+2ó'

Dzieląc obustronnie relację (2.6) przez b+2ó i korzystając

2b

^,:;ułltoy".
Dla liny w opisie liniowym wpiszemy relację (2,9) w post;i

At : n (b + 2ó) - 2b l + lt,lu + za1 i,( +)
Zastępując.ktzywiznę drugą pochodną, otrzymujemy w ptzybliżeniu

(b +26)Ż ,'; ='i ," o*: y'(lo)- y'(l,)
j:2 i l,

i ostatecznie wydłużenie liny będzie

(ż.17}

z (2.3) i (2.14) otrzymamy

(2.18)

(2.19,)

(3.1)

(3.2)

do prawego

(2.20)

Ą : n (b + ż6) - 2ą + h,|y' (l ) - y' (l o)7, (2.2I)

a lo i lo oznaczĄą oczywiście współrzędne początku i końca liny (miejsc zamocowania).
przybliżenia ciągłe drugiego stopnia podamy jedynie dla prostszego przypadku liny

Przylegającej. Ostatni składnik w równaniu (2.13) można wtedy przybliżyć następująco:

O^ (, -5)"ż',{oro,o* )' :+ 6ft +26) (, -g) 'E,e#)'ro *rul=

ly

=ł art+za>(t-{) l U,)'o*. (2.22)4 ,\ 6"/,J"

3. Sily wennętrzne i rórynania ruchu

Przekrójmy tozważany układ łańcuchowy ptzęz sworzeń łączący elementy i otaz
i * 1 i narysujmy oddziaływanie prawej odrzuconej części układu na część 1ewą, zakłada-
jąc dodatnie skierowania jak na rys. 6 (siły rysujemy tu oczywiście na układzie nieod.kształ-
conym).

Redukując wszystkie oddziaływania w przekroju do osi sworznia, otrzymamy momęnt

M r, r* r: -Ra, i, ;+ t ho- Rlk_ Rz, i, i* ! hz

oraz siłę poziomą

Pi,i+r :Ro,;, i* r *Rl *R,, i,i+ t łT n',i, i* t.
Jeżeli na układ nie działają żadne siły poziome Pi,t+t:O,jeżeli natomiast
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końca łańcucha ptzyłożymy na linii sworznia siłę podłużną P i pominiemy bezwładność
ruchu podłużnego, to Pi,i*l:P.

ustalimy prawa konstytutywne dlą poszczególnych rodzajów sił. przyjmiemy, że
amortyzatoty mają charakterystyki zależne jedynie od prędkości.

Rys. 6. Siły wewnętrzne w przekroju przez sworznie

Dla modelu dyskretnego mamy wtedy

a dla układu ciągłego

Siła w linie R, będzie za\ężała zarówno od długości liny w stanie nienapiętym /6, jak rów-
nięŻ od aktualnej odległości zanrocowań,,1,. Nie będziemy wprowadzali tutaj zalężności
od prędkości. Mamy zatem

Rl:f1(lg, A) (3.5)

i tYlko w zaleŻnoŚci od tego, czy rozważarrry model ciągły, czy dyskretny, i zależnie od"
sposobu mocowania, należy podstawić odpowiednie ,{,.

Siła w zderzakach Rz,i;i+l jest dla obydwu zdęrzaków na styku jednakowa. Mamy
zatęm

R,,i;r+t:f"(ćz, Ęz) (3.6)
.ii

ora"z relację wynikającą z założenia jednakowych sił w obydwu zderzakach

-f.(Ęr, Ęr):.f"(ć, Ęr). (3.7)
i i i+1 ,+1

Dla układu ciągłego otrzymujemy w oczywisty sposób

Ra, i ; i + 7 :, (r, !{o r,,, - r),

R":ń(r"@*r.u)Ł)
\ órcx, /

R":f,(Ęr(b +2D , Ę2(b +2ó)),

f"(Ęrru +łil, Ę2@ +26)):fl(Ęr@ +zD,Ęręa +za71,

oraz dodatkową relację wynikającą z Q.2) i (2.15)

,6_A .: -,l|" : -2 (b +Ąh,-(Ę, +Ę) E,

(3.3)

(3.4)

(3.8.1)

(3.8.2)

(3.9)
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. w szczególnym, najprostszym przypadku, gdy układ jest liniowy, tzn. elementy powta-
rzalnę mają burty prostopadłe do plaszczyzny swobodnej i stałą szerokość

ffn(zt,Zz):-ktZt,
ff^(rr, zr):krz2,

Q:Qo-kty ł Aklf(x , t) ,

óy .dfm:mo+k2+-Ak2 . .- -dx -óx

159

relacje (3.13) przyjrnują postać

Dalej zajmiemY się już tylko przypadkiem liniowym. Z tównania (3,12,2) obliczamy siłę
tnącą

(3,14.1)

(3.14.2)

(3.15.1)

(3.15.2)

(3.16)

M: -Roho-Rthr-R.h, (3.17.2)

stanowią układ do wy znaczenianiewiadomy ch M (x, t) i y (x, t). Zauw ażmy, że nieuwzględ-
nia się W tYm układzie odkształcalności spręźystej segmentów. Układ oplsany równan]ami
(3,17) będziemY nazYwali ciągłym układem łańcuchowym, złożonym z elementów sztyw-
nych.

SPrecYzujemY Prawa konstytutywne dla poszczegó\nych sił wewnętrznych. Dla siły
w linie PrzYjmiemY liniowe prawo konstytutywne dla rozciągania i niemożliwość przeno-
szenia siły ściskającej, tzn.

(3. t 8)

^ aM ó'v av dfQ: ^ łio ̂  !,*mn*k,?_Ak,-1!-0x -dxdt' - 'óx 'ax
i rugując ją z równania (3.12.1), olrzymamy

dzM . . óny 0*o . , 0'y a'.f Ozv
axz 

+iońF* 
u_ 

*Or;Ź-d*r# łqg-klyłAk,f(x,D:p # . (3.]7.1)

Równanje powyższe wraz 4 równaniem konstytutywnym

D _|t<,1ltr-to) dla At-lo>O,
't\l:(' |0 dla A1-1o<0,

lg oznacza długość liny w stanie nąturalnym, kr>O - współczynnik sztywności.
podstawiając Ar, z uwzględnieniem nieliniowości dla przypadku \iny przylegającej

do segmentów, otrzymamy

R t 
: k t|, r, * rul - 2 b - l of * o, r,l*l, 

_- 
Uri],,] -

lp

-łu,u+zal(r -§)IG)'* (3 19)

dla 1,_lg>0. lP



160 J. Więckowski

Prawo konstytutywne dla amottyzatorów przyjmiemy w postaci liniowej, bez żadnych
dodatkowych ograniczeń.To znaczy, zgodnie z (3.4),jeżeli charakterystyka amortyzatora
będzie

Przejdziemy teraz do najbatdziej złożonego prawa dla zdqzaków w przypadku (3.11).

Rozważmy wpierw układ ciągły, w którym zdęrzaki odgrywają jedynie rolę ograniczni-
ków wzajemnego ruchu poszczególnych elementów. Mamy zatem, gdy

^ą

ń(9):,t9=* R,:).h"(b +2il #.

-2At<_+R_:0., b+26

ó2v 2ó /azv\
Ń> - ę +n1 a= - 

B o :\u*, 
) _,'

,:_ioV,(ó2yl
h- \axar,:,*l' 'oa

(3.20)

(3.21)

(3.23)

W przypadku osiągnięcia granicznej wartości Ę następuje zwarcie lokalne układu. Druga
pochodna zgodna z równaniem (3.11.2) osiąga wartość graniczną i nie możę już dalej
się zmniejszać. Mamy zatem następujący warunek ograniczający podczas ruchu drugą
pochodną:

(3.22)

Pruedział, w którym relacja (3.22) jest równością będziemy nazywali strefę zwarcia, nato-
miast przedział, gdzie obowiązuje znak > - strefą rozwarcia układu.

Na granicy strefy zrVarcia, druga pochodna osiąga swą wartość gtaniczną, Jeżeli pręd-
kość drugiej pochodnej przy osiągnięciu wartości granicznej jest ujemna, albo jeżeli pręd-
kość drugiej pochodnej ma nieciągłość skokową, powinno wystąpić zjawisko zderzeńa
na granicy rozszerzĄącej się strefy zwaręia.

I. Kręt właściwy pręta wynosi

^a. ó,y
16 |--]ox0l

Jeżeli w czasie przejścia frontu strefy zwarcia wystąpi nieciągłość skokowa krętu właści-
wego, to musi wystąpić zderzęnię i pojawi się chwilowy moment wewnętrzny M,. Niech
to ozl::acza czas przejścia frontu przez element dx, a V, - prędkość strefy zwarcia, wtedy

V,dt:Mrdt, (3.24)

ze względtt na przeciwne skierowania dodatnie momęntu i kątów ugięcia. Dzieląc obustron-
nie ptzez h, dt, otrzymamy siłę na zdęrzakach

,"(*l _*l 
)\dxdrir=tł óxdtlt=t.

(3.25)-#,|,=,,)

Gdy y(x, t):y(x-V,t), tzn. prędkość strefy zwarcia jest znanta i dla obserwatora tu-
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chomęgo linia ugięcia nie zmienia się, otrzymamy po podstawieniu

P : *it1 (ó'y , _ó'y], \Yu: +-h, (ul ,,"- - u-;u), Q,ż6)

SYmbol |t{ aznacza, że drugą Pochodną należy brać po przejściu frontu strefy zwatcia,
gdy krzywizna jest gtaniczna, a zatem

16I

',:-'P!1 |o3*,-(#),]
i można stąd wyznaczyć naprężenia ou, znając przekrój F zderuaków.

II. Drugi mechanizm uwzględnia własności fizykalne zd.ęrzaków. opiszemy je mode-
lem Pręta, w którYm będzie się rozchodziła fala podłużna od uderzenia, pochłaniająca
całkowicie względną energię kinetyczną ptzy zderzeniu.

Energia kinetYczna względna dT pochłaniana ptzęz zdętzaki w jednostce czasu

(3.27)

(3.29)

(3.28)

Całkowita energia mechaniczna przekazywana do dwóch zderzaków początkowo
nieodkształconych i posiadających przekroj zderzenia F jest następująca:

T,:2EF l |f ' (x - at)]2dx .

W chwili t:0 (czas zdęrzęnia dla modelu zd,erzakow)

o, :: (ioV.dt) (#j,_ -'u*,|,,,,)'

dT,l drl
-Lld, l,=o- drJ,=,:

.. : - +,,, J*l* 3*,- (#),,1

(3.30)

z powyższego równania można wyznaczyć f (o), tzn. wydłużenia jednostkowe , a zatęm
i naprężenie o,:Ef(O).

obliczenia szczeg.ołowe. których nie przytaczamy, plowa dzą do wyniku

o.,:_!, lt (a'yl _9 r| \""- -T " l EFo \a*órl,=,"- 
- uń],=,r), (3,3t)

w przypadku, gdy strefa zwarcia po§uwa się jak ciało sztywne z prędkością v,, y(x, t):
-y(x-u2l) i, w analogii do wzoru (3,27), otrzymamy

(3,32)

III. Trzeci mechanizm zderzęniabędzie uwzględniał dodatkowo lo, że w rzeczywistości
względna energia kinetYczna wyttącanajest porcjami przy kotejnych zderzeniach elęmeri-
tów powtarzalnych o długości b+2ó ze strefą zwarcia.

11 Place ]MP z. 65
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Niech w przedziale tl, t2 sttefa zwataia przeldzie drogą b+26. Całkowita energia
kinetyczna do przekazania zderzakom będzie

(3.33)

Przedstawmy tę energię Tt,z w postaci

Pierwszy składnik po prawej stronie jest pozostałą do rozproszenia względną energią
kinetyczną układu, a dalszę - §umą energii kinetycznej i potencjalnej w zderzakach.

ZakladĄąc w zdqzakach falę postępową i zerowe warunki początkowe, otrzymamy
równanie

(3.36)

którego rozwiązaniem jest

f ,(x-aor: -l+
2FohZ

- ź-'(x-ątl
e')

p jest tutaj gę§tością materiału zderzaków, a - prędkością propagacji fali podłużnej,
Analogicznie jak w poprzednich przypadkach /'(0) jest wydłużeniem jednostkowynr

na czolę fali i ekstremalnym rninimalnym wydłużeniem. Zatem

gdzie igjest prędkością zderzenia na zduzakach. Niech mechanizm zdęrzęnia polega na
przekazania całej energii Tr,, do zderuaków, przy zachowaniu styku w procesie zdetzę-
nia i równości prędkości względnych ęlementu powtarzalnego i zdęrzaków na powierzchni
styku. Będziemy mieli zatem równanie

Iż?Tl2:ż io@+2ó) -"h; ,

ł ,,r, -r, #:+ iou +2ó) 
*! 

*rG *n ,

E..
(on)-,.: -; lćol,

I
(or)^i":(on)-in 

TFńĘ

,,,, : ł, " I, . (#,|, _- #*1,)' r,
t1

L r 4:1 t o'lf,( _ot)1, ___ f _ "..
2 h: 2 h,=+zEF )lI'{*-ol)fzdx,

(3.34)

(3.35)

(3.37}

(3.38)

gdzie Ęo należy vlyznaczyć przez przyrównanie prawych stron relacji (3.33), (3.34).
Ponieważ na czale fali występuj e duży gradient naprężeń, drogą pomiarów można

sprawdzić jedynie wartość średnią na długości lg bazy czujnika tensometrycznego.
Całkując naprężenia o na długości /6 od czoła fali, otrzymamy ekstremalne naprężenia

wskazywane przez apataturę (o,r)-in w zależności od naprężeń maksymalnych na czole

2r ph? ,

l -"-T'o (3.39)
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NależY się sPodziewać, że w ten sposób wyznaczonę naprężenia będą oszacowane co
do bezwzględnej wartości z nadmiarem, gdyż nie cała energia kinetyczna względna ulega
rL)ZProszeniu, a z częŚci rozpraszanej część przekazywana jest na deformacje sworzni
i uch w Połączeniach elementów powtarzalnych (rys. 1). Trzeci model zdęrzenia może,
znalęźć zastosowanie ptzy postępującej strefie zwarcia. w przypadku znikających okre-
sorvo zwarĆ PunktowYch oraz pojawianiu się stref krótszych od elementu powtarzalnego
, nie Poruszających się ruchęm postępowym, traci sens metoda obliczaniawzględnej 

".r"r!iitinetYcznej T,,r.Sąto oczywiście sprzeczności w opisach własności układu ciągłego i djs_
kretnego. 'warto zwrocić uwagę, że przy postępującej strefie zwarcia na jednym końcu
"l\traca się kręt, co można opisać zdęrzęnięm natomiast na drugim końcu ustępującej
slratY kręt się wYzwala. Można to zjawisko wytłumaczyć brakiem dysypacji w układzie
: nieskończoną prędkoŚcią propagacji energii mechanicznej w sztywnej strefie zwarcia.

przejdziemy do opisu innych praw konstytutywnych dla zd,erzaków. Niech np. zde-
rzaki dają skończone siły reakcji dla skończollych prędkości deformacji właściwych Ę.
\{amy wtedy ogólnie

R,:f,(€,E),

gdzie f, jest rosnącą względem każdej zmiennej i f (0,0)_Q, q7ą7

(3.40)

R,>0. (3.4l)
\ajProstszYm PrzYPadkiem jest tutaj zdęrzakliniowy, czysto sprężysty z charakterystyką

R,:k",ć
ograniczeniem dla Ę długością zdęrzaków

(3.4ż)

l63

-2A0<ć< _, b+26

ua Ę<0 będzie R":0, a dla Ę:L wystąpi zjawisko zd,erzenia,które może być opi-b +26
xne jednYm z modóli omówionych wyżej. Zderzaki zakłada się tutaj czysto sprężyste,
]śZ maSY. Nie wYstąPią w nich zatęm żadne efekty bezwładnościowe. oznaczato, że dla
; sPełniającYch nierównoŚĆ (3.43) styk jest zawszę zapewniony. Zadanię komplikuje się
:llacznie, gdY wProwadzimy funkcję f, zależną od, Ę. Pruy rozwieraniu zderzaków może

-rstąpić sytuacja, w której dla Ęe (o,r'o-\reakcja R" spadnie do zera.I b+2o1
Dalszy ruch zdęrzaków do momentu ponownego styku będzie opisany równaniem

f,(E, Ę):0, ę.44)
-i,:, którego warun,k.iem początkowym jest ściśnięcie właściwe Z, prry którym zd,erzaki
::lcą kontakt.

Drugim PrzYPadkiem może być zdętzak nieliniowy tak skonstruowany, że jego ściśnię-

(3.43)
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-2Acie do gtanicznej wartości Ę: *25nie 
jest możliwe, gdyż prowadzi do reakcji nieskoń-

czenie dużych. Zwarcię nie możę nigdy nastąpić, natomiast w ptzypadku sił zależnych
od prędkości może zilarzyć się utrata kontaktu zderzaków przed ich całkowitym rczprę-
zeniem. Mamy zatem w tym przypadku również

R,:f,(Ę, €), (3.45)

gdzie funkcja f, musi spełniać wszystkie warunki wymienione uprzednio oraz dodatkowo

lim 7"1Ę,Ę): +*. (3.46)
,*#

Z.derzak liniowo-sprężysty nie jest tu o"ryriś.i. możliwy do realizowania.
Przejdźmy do rozwiązań szczegółowych.

4. Statyka (układ ciągły, bez liny i zderzaków R,=0 d|l (<l)

Poza stratą zwarcia, tzn. gdy druga pochodna spełnia nierówność

d2v 26
----1> _,a?'- @+Ąh:

otrzymujemy z ńwnań (3.L7)

M=0

d2v dm^krał-krł* 
a* 

łqo:O,

a z równania (3.16) formułę do obliczenia siły tnącej

Q:mo+krY -

tlx

dzM dm^ 26

---=j-k, 
..- lqo-kry:O,dx' dx ' (b +26)h,

dM dv
O: 

-łmn+k" 
L .

dx " 'dx

Poza strefą zwatcia mam y zatemdo cz}nienia z układem ciągłym nie przenoszącym mo-

mentu gnącego, qatomiast przęnoszącęgo siłę tnącą.

W strefie zwarcia mamy stałą drugą pochodną linii ugięcia

d'y 26

(4.1.1}

(4.I.2)

(4.1.3)

(4,I.4)

(4.2.1)

tnącej:

(4.2.2)

(4.ż.3\

dł- - (b +26)h,

i następujące równairia,równowagi do wyznaczenia momentu gnącego i siły

!

!
I

I
1

ll
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W strefie zwarcia ponadto musi być spełniony warunek

, M>0, (4,2.4)

_edl,z ten model nie może przenosić sił rozciągających na zderzakach.
Warunki graticzne, przy których będziemy rozwiązywali zadania, sprowadzą się do

!-rągłoscl uglęc 1 kątów uglęcia na granicy strefy zwarcia xo, tzn.

y(")(xł):y(')(x;) , n:0,1 (4.3)

oraz ciągłości nromentów i siły tnącej, tzn.

g(xJ):Q@i), G.4.I)

M ("ł):tw (x). (4_4.2)

\§ miejscu ptzyłożenia siły skupionej P i momentu skupionego 9Jt będą dopuszczalne
rozwarcia punktowe, tzn. nieciągłości pierwszej pochodnej. Nieciągłości te muszą jednak
spełniać warunek

y'(xł) - y'(x;) >0, (4.5)

ze względu na jednostronne ograniczęnie ktzywizny. Miejsca tozwarcia punktowego
mogą wystąpiĆ zarówno we wnętrzu strefy zwarcia, jak ! na jej brzegu,jeżeli jest odcią-
żony.

Jest oczywiste, że w miejscach tozwarcia punktowego nieobciążonych momentem
zewnętrznym, moment gnący jest ciągły i równy zęto. Jężę7i natomiast,miejsce rozwarcia
iest obciążone momentem zewnętrznym, należy podać obciążenia obydwu btzegów.
obciążenia te będą równę jednostronnym granicom momentu gnącego w miejscu punkto-
rłego zwarcia.

5. Belka nieskończona pod działaniem sily skupionej i momentu skupionego

Posługując się modelem z punktu 4 rozważny przypadek jak na rys. 8. Niech Pś0.
ZałÓżmy dodatkowo, że na calej belce nie występuje strefa zwarcia. Mamy wtedy na całej
belce

!'ż -Bo (5.1.1)

r Bo wedlug (3.22)) i

M:o (5.1.2)
L]raz równanie zginania

kry" -kry:g. (5.1.3)

165

Rys. 8. Schemat obciążenia pręta
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Wprowadżaj ąa oznaczęrrię

k1

k2

i tozwiązując równanie (5.1.3), z wykorzystaniem warunków

y(0+) -y (0-):0,

lim y:9,
|"l- + *

y (x):cę-elxl ,

nieciągłości siły tnącej w zętze

krly'(0*)-y'(0-)]: -p
prowadzi do wyznaczania stałej C i rozwiązania

Y@):+_e-alxl,

Na to, aby rczwiązanie (5.6) spełniało dla każdego X warunek
najwyżej punktową strefą zwarcia, siła P musi spełniać warunek

(5.2)

(5.3.1)

(5.3.2)

otrzymamy tozwiązanie

Wykorzystanie warunku

(5.4)

(5,5)

(5.6)

rozwarcia (5,1.1) z co

k" 4óP":ń6125<PśO, (5.7)

(5.10)

Poniewaź gtaniczna wartość drugiej pochodnej jest osiągana lewo- i prawostronnie w zę-

rze i tylko w zetze) i ugięcie jest symetryczne względem punktu x:0, będzięmy postulo-
wali symetryczną strefę zwarcia w otoczeniu ł:0, o długości 2xg z rozwarciem punkto-
wym (nieoĘgłością y') w x:0. Strefa zwarcia będzie więc przedziałem

I"-(-xg, 0) u (0, xo) . (5.8)

Ponięważ w pałej strefie jest

!": -Bo (5.9)

ze względu na symetrię rozwiązania zapewniające ciągłość ugięć, będzie dla x e I,

x2y(x): -aoi+ct|x|+Cr,

a równanie różniczkowe dla momentu, zgodnie z $.2.2)

X2
M" :kzBo-k,,Bo;+klcr|x|+t<rcr. (5.11)

Ze względuna symetrię zadantai ciągłość io-".r'u gnącego w zeIzę,ogólne rozwiąza-
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nie dla x e I, będzie

x2 x4 lxl3 x2M:k2Bg ż-kra, -^+ktClŻ +kIC2 -+Dr|x|+Dr, (5.12)

gdzle D, i D, - nowe stałe zadania.
Ustalmy warunki graniczne w zerzę. Warunek istnienia zadanego skoku siły tnącej,

zgodnie z (.2,3) wynosi

2D1+2CIkz: -P, (5.13.1)

a warunek rozwarcia punktowego sprowadza się do zerowania momentu w zeize, tzn.

Dz:O. ( 5.13,2)

Przejdźmy do wyznaczenia rozwiązań w strefie tozwarcią tzn. I,€ (Jco, *oo). Mamy
tam spełnione warunki (5.1) i tozwiązanie szczególne spełniające warunek y ń0,

y(x):6ę-a(*-ło). (5.14)

Warunki graniczne w punkcie krańcowym strefy zwarcia są:

- ciągłość ugięć
_2

-ar}+CtxgłC2:C,, (5.15.1)

- ciągłość kątów ugięcia

-BoxotC1: -o6', (5.15.2)

- ciągłość momentu gnącego

lrrao|Ó*lr,no!+lr,c, ii*u, c,!+o,xg*D2:Q, (5.15.3)

- ciągłość siły tnącej
v3 t2

k2Bgxr-krBo-j*U, Cr}+trC2xglDr:Q. (5.15.4)

Układ równań (5.13) i (5.15) można rozwiązać przyjmując x6 jako dane, natomiast
P jako niewiadomą. Jest to wtedy zawsze układ równań liniowych, łatwy, choć żmudny
d.o anality cznego r ozwiązania.

Prostę \yzoty otrzymuje się dla stałej C1 i ugięcia C w miejscu styku stref zwarcia
i rozwarcia

*3o'
;łxoa+1Cl:Bo (5.16.1)- a(| -śaxo) '

,:_Po'.- ł&' . (5.|6.2)
a' l ł}x9 a

Następujące wnioski wynikają z re?acji (5.t6.2):
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Wniosek 1. y"(x[):Ca2 jest rosnącą funkcją xo. Oznacza to .nieciągłość drugiej
pochodnej w punkcie x6 i wobec (5.14) spełnięnie warunku ograniczenia drugiej pochod-
nej w całej strefle rozwarcia.

Wniosek 2. Ponieułaż C:y(xo), to dla xo u:2J3 występuje zmiana znaku ugięcia
na granicy strefy zwarcia i część belki wyciąganej z podłoża (wody) zanutza się. Obraz
obydwu rodzajów ugięć i stan graniczny przedstawia rys. 9. Jest splawą oczywistą, że
siła tnąca w punkcie xo zmięnia znak w tym punkcie, gdy xo pTzęktacza wartość +2 J1 .

Dalszymi_ szczegółamirczwiązania dla tego przypadku zajmować się nie będziemy i.roz-
wiążemy ważny praktycznie przypadek P>0.

Rys. 9. Kolejne fazy wzrostu dfugości
strefy zwarcia

Jeżeli założyć, że w otoczeniu punktu x:0 nie ma strefy z:vłatcia, to M=0 i warunek
zadanego skoku pierwszej pochodnej prowadzi do wyniku

a to nie jest dopuszczalne,'W otoczeniu punktu x:0 musi zatempojawić się strefa zwar-
cia. Zę względu na symetrię zadania otrzymamy w strefie zwatcia ugięcie

y'(0*)-y'(0-): -o|=o,

rl: - Ę^ !_*C,!* "u 2 
,",

x' x4 *2
M : kz B o, - k, n o -^+ 

l<t c, i + n r|x| + n'

oraz moment gnący

(5.17)

(5.18,1)

(5.18.2)

W strefie rozwarcia natomiast xż0 i rozwiązanie będzie podobnie jak w poprzednim
wypadku

y (x):6;ę-o (,-"ol (5.18.3)

Rozwiązania (5.18) zapewniają ciągłość ugięć i kątów ugięcia oraz momentów gnących
w x:0. Pozostałe warunki do wyznaczenia stałych Dr, Dr, C, C2i siły Pwfunkcji strefy
zwarcia są następujące:
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- zadana nieciągłość siły tnącej w x:0
2D,: _p, (5,19,1)

- ciągłość ugięć dla x:x.

c: - Bo**rr, ( 5.19.2)"2

- ciągłość kątów ugięcia w .ł:xo

-aC tBgXo:0, (5.19,3)

- ciągłość momentu gnącego w Jc:xo

lrrno!-lrrs"i^+t rcr!+orxqłD2:0, (5.19.4)

- ciągłość siły tnącej w x:xo
*3

k2Boxo- k, BoŹ *OrC2xgłD1:O . (5,19.5)

Układ (5.19) jest prosty d,o rozwiązania, a stałe mają ważne interpretacje:

- ugięcie na krańcu strefy zwarcia

, C:y(*o):uł, (5.20.1)

- ugięcie w miejscu przyłożepia siły P

C,:y(O):B. (T-*), ( 5.20.2)

- siła P w funkcji długości strefy zwarcia

p:2Bo-(* -, x3o+k,xo*or*), (5.20.3)

- moment gnący w miejscu przyłożenia siły P

D2:M(0):?(+ k,xfr+k,l*u,ń) (5.20.4)

oczywiście dodatni, tak jak być powinno.
Rozwiążemy ostatnie zadanie statyczne. Belka półograniczona x)0 pod działaniem

momentu skupionego Mo, przyłożonego w punkcie x:0. Oczywiście dla Mo<O nie ma
rozwiązania, gdyż zwarcie zajść nie nroże (moment gnący musi być dodatni), a w rozwar-
ciu moment gnący jest zęrem, Mamy zatem Mg)0. Postuiujmy strefę zwarcia w prawo-
stronnym ptzedziale (0, xo) punktu x:o, a dla x>xo strefę rozwarcia. Mamy wtedy
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w strefie zwarcia rozwiązania dla ugięcia

_x2
,(x): -BoT+ClxłC2 (5.21.1)

(5.21.2)

(5.22.1)

(5.ż2.2)

(5.22.3)

(5.24)

ulega zanu-

(5.25)

i momentów gnących

Natomiast w strefie rozwarcia ugięcie według (5.18.3) i M=0.
Warunki graniczne w Jr:0 s4Q:Oi M:Mo,3, w x:xo sprowadzają się do żądania

ciągłości ugięć i kątów ugięcia oraz ciągłości momentów i sił tnących. pięć stałych c.,
Cr, Dr, Dr, C oraz moment Mg wyznaczamy w funkcji strefy zwarcia. Przytoczymy
wyniki końcowe rachunku:

,x2xnx3x2
M (x):|ę,3o,-k,,Bo 

ń+ktC, ś-k,C2:+Dlx łDr.

! +axo+la2x]

;;ry,Cl:Bgx,

D1:-k2C1,

D2:Mo,

Ugięcie na krańcu strefy zwarcia:

y(xo):C2:uo źoo*3 , ,d-x;
1+axo +;

jest zawsze dodainie dla x9>0. zę wzrostęmmomentu kraniec strefy zwarcia
rzen iu.

Moment Mo, również dodatni, gdy xo>0 i rosnący wraz z x6 jest

M o : B o* -:-# * r,+ !,* -*" * 

w .

l +axo +i - l +axo +;

Rys. 10. Linia ugięcia i położenia strefy
zwarcia

Wykres ugięcia podano schematycznie na rys. 10. Dla belki nieograniczonej zadanie jest
nieco bardziej skomplikowane.

W punkcie x:0 występuje rozwarcie punktowe, zatęnr warunki graniczne sprowadzą
się do żądania ciągłości ugięć i siły tnącej. Dla x<0 cała belka pracrije w warunkachroz-



Wstęp do teorii zginania belek o zmiennej strukturze

warcia do pewnej wartości Mo,r,, a dla Mg>Mo,g. pojawia się od §trony x:0 strefa
zwarcia o rosnącej długości. Oczywiste jest, że dla tego przypadku istnieje rozwiązanie
również ptzy M6<0. ugięcia są \,vtedy lustrzanym odbiciem w osi y ugięć dla przypadku
Mo>O. przypadku tego omawiać szczegółowo nie będziemy i przejdziemy do zad,ań
dynamicznych. Inne przypadki zadań statycznych można zna|eźć w pracy [2],

6. Belka nieskończona rozwarta z amońyzatorem lepkim na fali regularnej

Załóżmy trygonometlyczny obrys fali płaskiej

f(x , t): sin (vx _ alf) . (6.1)

Równania ruchu układuprzy założenitl jak w tytule tego punktu będą, zgodnie z równa-
niami (3.17), postaci

(6.2.1)

17l

Wprowadzając nową zmienną bezwymiarową

ć:yx-at (6.3.1)

i rugując z układu (6,2) moment gnący M, otrzym?my do wyznaczenia ugięcia y(Q rów-
nanie zwyczaine

),h?(b+zó)@vayv+io vżazylY+(k2yr-par)y',-kly+A(kltv2kr)sin{:g. (6.3.2)

Rozwiązanie w postaci

} (ś):D, sin ( +D" cos (

prowadzi do następujących wartości stałych D" i D":

(6.4)

l3,

M: -).h:(b+zil !Łalox-
oIaz

azM Toy ó'v ^ 02v

ał +io Ń#+k, ;Ź+ Ak, v2sin(vx- oot)-Ą y łAktsin(vx-rot) : e ;Ź, G.2,2)

n _ ^ (kt+krv')l@+iovzla'-7kr+k2y1]us--Ą 
t(,;7+p)rz ,

^ _,l ).hoav4(b+26)(k|+krv27
uc-Ą 

| 
,'

MożernY teruz obliczyć maksymalną amplitudę'rali |,4|-*, przy której osiąga się zwarcie
punktowe na belce. prosty rachunek, którego nie przytaczamy, prowadzi do wyniku

26
lAl^*:W{^,h:@ł26)zcozv8+|(iovŻ+p)a,_(kL+k2,,),l+}.

(6,6)

(6.5.1)

(6.5.2)
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Jedną z możliwych form wykorzystania relacji (6.6) jest wyznaczenie współczynnika
tłumienia )" dla zadanej częstości fali al i amplitudy maksymalnej |Z,l^^*. Łatwo spfaw-
dzić, że taki dobór nie zawszęjest możliwy. Dla ustalonego |,4|-"* kwadrat częstości cl2
musi spełniać warunek iroŁ<ta''<a2+, ptzy czym dodatkowo istotny jest warunek a'_>0

.r*:2ó&,+"k)tlĄ*@ ł .= 2aliorr.+pj -----.-'
Obszar, w którym można dobrać ź według (6.6) do zadanej pury |,4|**, co2 naszki-

cowano na rys. 11. Obliczenia numeryczne w konfrontacji z doświadczeniem będą omó-
wione w innej pracy. Można wykazać, że ptzy punktowych stręfach zwarcta, siły chwilo-
we od udetzenia, a zatęm i naprężenia, są zerem według wszystkich rozważanych modeli
zderzenia..

drzr: fz\Al .*)

k +i? k,

ę-rT;
?bszor możLiwego

a=0 doboru Ą

Rys. 11. Wykres obszaru, w którym moż-
na dobrać ), d,o zadanejpary |A|-^*,az

7. Belka nieskończona pod działaniem ruchomego ukladu: siĘ skupionej i monrentu sku_
pionego

Zbadamy układ bę.z amortyzatorów i liny, zd,erzakijak w modelu w punkcie 4. Niech
układ złożony 7 siły P i momentu l]t będzie zaczepiony w tym samym puńkcie xi, poru-
szającym się po osi x' z prędkością ,9, w kierunku rosnących x'. Jężęli wprowadzić nową
zmienną

x:x'_ 9t

oraz uwzględnić brak amortyzatorów, to równania w strefie rozwartej będą

M:0,
ii}2 yIY + (k, - pS2) y' ' - k, y :g ,

Q:io32y"' łkzy'.

a siła tnąca

w strefie zwarcia natomiast

. (7.1)

(7.2.1)

(7.ż.2)

(7.3)

I

26
(bł26)h.r2
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!":-Bo,
M":(kz_ p3Ż)Bołkl!,

gdzie przez _ Bo oznaczono graniczną krzywiznę pręta. Siłę tnącą liczymy z relacji

Q:M' łkz!'. (7.5)

Będziemy postulowali, że para P, lJt jest ptzyłożona w punkcie x:0 i w jej otoczeniu

tworzy się strefa zwarcia ograniczona punktami xl, xz (rys. l2). Rozwiązując równanie

charakterystyczne równania różniczkowego (7.2.2) w strefie rozwarcia można sPrawdziĆ,

że posiada ono dwa pierwiastki urojone i dwa rzeczywiste, 7óżniące się znakiem. AbY

spełnić warunki znikania ugięć w nieskończoności może pozostać tylko jedna stała do-

wolna w rozwiązanłu, Otrzymujemy więc

(7.4.1)

(7.4.2\

(7.6)

(7.8)

@

I

l

Iu

Rys. 12. Schenrat obciążenia i położenia strefy zwarcia

Stałąa liczymy zrcIacji

fArę-o{'-*') xe(x2, *.o),
lra:|aiea(x-rl) xe(-co, xr).

f - (k, - pS') +|(k, _'p92)ż + 4k rs'io]''l +,=\- ,Fi t
(7.7)

Ponieważ postulujemy zwarcia na całej długości przedziału (xr, xr), rozwiązanie

równania (7,4.1) zapewniające ciągłość ugięć i pochodnych ugięć w punkcie x:0 będzie

x'
!: -Bożł"rx+c2.

Rozwiązanie równania (7.4.2) będzie jednak inne dla x e (xr, 0) i r e (0, x2) ze wzglę-

du na przyłożone obciążenia skupione. Wyróżniając stałe całkowąnia w pierwszym z ptze-

działów wskaźnikiem i:1, a w drugim wskaźnikiem i:2, otrzymamy

^x'łx'x'M,:(kr-pS')noł-nokrz++krclŹ+k|Cz 2+D1,;xłD2,i, i:7,2 . (7.9)

Mamy tętaz do spełnienia dziesięć warunków'granicznych, a do wyznaczenia osiem

stałych całkowania A.,,, Ar, Cr, Cr, Dr,r, Dr,r, Dr,r, D2,2 oraz dwie współrzędne strefy

zwarcia xt, xz. Oczywiście, aby rozwiązanie miało sens, moment w strefie zwarcia musi
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(7.1 1.1)

. -BoxrłC1: -Aio sgnx,.

Zadany skok nieciągłości momentu gnącego na froncie strefy zwarcia
niem momentu zderzenia i odbicia (patrz relacje (3.27)):

-x?x!xi
(k, - psz) sot - r, t< t 

)'o+ 
* r r, T *

_x?łktcr"r+or,rxiłDz,t:io32(Bo+Aia2). (7.11.3)

Ciągłość sił tnących

- Ar|ig 32 a3 * k2 afsgn x, :(k2 - pS2) Bo xr-
xi x?--Boktź+k1Cr--+ktC2xi+Dl,i+k2Cl-k2Bgx, . (7.11.4)

W punkcie xo:0 warunki będą:

być nieujemny, tzn.;

Rozpiszemy warunki graniczne
..§-

Ciągłość kątów ugięcia

Wtedy

^ 
M>o.

x € (rl! ł2)

w punktach xi (i:1,2). Ciągłość ugięó

x?
-Bo-^ łClxiłC2:Ai.

ż

(7.10)

(7.1I.2)

wywołany działa-

(7.11.5)

(7.11.6'}

(7.12>

(7.13.1)

(7.13.2}

(7.13.3)

(7.13.4}

(7.13.5)

Można rozwiązać układ (7. 1 1) traktując x1 i x, jako dane, a obciąenie P i Wł wyzna-
c,zYĆ. Szczególnie proste formuły otrzymuje się postulując symetryczną strefę zwarcla,
tzn-

Dr,z_DtJ- _P,

D22-D2,1-Wł.

' xz: -Xt:Xo,

Cl:0,

, Al:Az:Bo*o ,
a

/x^ 1\
y(O):Cz:Boxo 

\i-;),
fi:0,

p:2Bo(u,!*u,**u") ,

natomiast
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gdzie

b=t {k2- psz +|(k2- ps')' +4klszio]+} , (7.14}

OtrzYmaliŚmy zatem rozwiązanie dla przypadku obbiążenia belki siłą skupioną, po-
lieważ według (7.7) i (5,2) _.ą

tim a:a,
.9-o

lim b: kz,
,9+ o

otrzymane r ozwiązania dynamiczne przechod,zą,jak to można
u, rozwiązania statyczne. Ponięważ fi:0, Dz,z:Dz,t:M(0),
do wyniku

175

dla modelu 1

dla modelu 2

yr:srBo #,

(7.15.1)

(7.I5.2)

sprawdzić, w sposób ciągły
Proste rachunki prowadzą

(7.19)

(7.29}

dyskretnego, jest oczy-

(7.16)

RÓwnieŻ i w tYm Przypadku dla .9-+0 otrzymuje się rórvnanie (5,20,4). pozostaje wyzna-
czYĆ naPręŻenia od ud.erzenia na froncie strefy zwarcia. Moment zdetzęnia wyróżniono
drugim składnikięm poza nawiasem graniastym w relacji (7.16). Naprężenia te według
rnzech kolejnych modeli rozpatrywanych w punkcie 3 wynoszą

(ón,)-,":-7l(1 *axo), i:l ,2,3; (1.17)

(7.18.1)

l
Iz:7 ESB' (7.18.2\

dla modelu 3

Tz:Eh,Bo ! ,

ao

Jak łatwo zauważyć we wszystkich przypadkach

]Ę(o,,;)*i":0,
natomiast

lim (on,,)-1,:7; , i:1 ,2 , 3 .
P+o

Ten ostatni wynik, sprzęazny z obserwacjami zachowania układu
wistym niedostatkiem układu ciągłego w opisie rzeczywistości.

Praca wpłynęła do Redakcji we wrześniu 1973 r.

(7.18.3}

M @_ł|o,!*u,{.1,3^/ ę1,,- rńf aĘl,§1,1+;s'ao tr *axo).

,Ń
iFio,
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Bcrynłelule K Teopru lł3ril6a 6anorc nepeue§Hofi cTpynTypbt

PesroN{e

Pacclłarpxraerc, AlłcrpeTHafi IIenHaJI cIłcT€Ma II3 He,ĄeóopM]łpoBaHTIbIx [oBTopIłTeJIbIlbIx 3JIeMeIIToB,

o xoropoń HaxoA{Tcfi 6yóepu Z, av.optulatoptt A u rpoc .L (pnc. 1).

flocrre odcyxgerłrr ge(popuaqrłź ,Ąrłcrpefiroź crłcreurr oIIpeAeJl{eTc{ [epexo.q Ha cEjlomtylo cEcTe-

My c oĄEocTopogne orpaHntieunofi xpuarłsxofi, orucarłuoź ypa.rrłenuxrłt (3.17), O6cYx,qarorcx Bo3Mox-

HbIe Ił [pa.(TIłIIecKIł BaxIłbIe KoHcTIłTyTtrBHLIe cBq3Ił n fipeAjlaraloTc' MoAeJIE BIryTpeEI{ero cToJII(Eo-

Benufl, cB.fi3allnble co cKaltr(oM KffHeTl.I.lecroro MoMeIITa na ftpoure 3oIIBI 3aM!,IxaErX (npeAeł, rAe IiPE-

BE3Ha AocTIłraeT ilpe4eJlllloro 3naseufifl).
Ilpe4craarrerro E€cI(oJIbKo cTaTlł§ecrtrx peurerłrłź AJL cIłcTeMLI c xecTKIłMIł 6Y$ePauu 6es tPoca_

9ra xe cIłcTeMa 6srła rłccleAoBaHa Ha cry^łań .qsuxeHlł' cInJEI II cocpeAoToqeElloro MoMeHTa c troglo,

f,trHofr cKopocTblo lla HeorpaHI4IeHIIoż 6amę, Bnlłffłrłe :łIrreżrrr,rx Bfi3KI4x aMopTIBaTopoB IłccJIeAoBaEo

4łx 6ałru rra nporpeccuniłoż peryrxprłoft ro.rrHe, trocTyjll4py_fi, no xpafirłeŹ Mepe, fiyHKToByIo 3oIIy 3Ł\flł-

KaHtr .

Ęrł$porax nIcKycc;ltg n co{ocTaBJIeHI{e c onbIToM 6ygyr npegcraBJIeI{BI a lPyroń Pa69re.

Introduction to the Variable Structure Beam Bending Theory

Summary

A discrete chain system consisting of non-deformed reproducible elements, namelY buffers Z
shock-absorberslandaline' (Fig. 1) was analyzed. After the deformation olthę discrete system has

been discussed the change on to a continuous system with unilaterally bounded curvature Was Presented a§

describęd by the equation (3.17). Possible constitutive relations ofpractical importance were discussed-

Internal collision models were proposed, these being connected to the angular momentum jumP at the

closure zone front (the interval where a limit value of the curvatrrre is attained),

Several static solutions for a system with rigid buffers without a line were presented. The same system

was analyzed in the case of the motion of force and concentrated moment with a constant velocitY along

an unrestricted beam. The influence of linear viscous shock-absorbers was investigated for a beam on
(he regular progressive wave, postuiating at most a point closure zone.

Numerical discussion and confrontation with the experiments will be presented in another PaPer.


