POl S KA Nk DI BN NA DK
INSTYTUT MASZYN PRZEPLYWOWYCH

PRACE
INSTYTUTU MASZYN
PRZEPLYWOWYCH

TRANSACTIONS
OF THE INSTITUTE OF FLUID-FLOW MACHINERY

04

WARSZAWA—-POZNAN 1974 :
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE




PRACE INSTYTUTU MASZYN PRZEPLYWOWYCH

poswigcone sa publikacjom naukowym z zakresu teorii i badan do$wiadczalnych
w dziedzinie mechaniki i termodynamiki przeplywc’)w, ze szczegblnym. uwzgled-
nieniem problematyki maszyn przeplywowych

%
THE TRANSACTIONS OF THE INSTITUTE OF FLUID-FLOW
MACHINERY

- exist for the publication of theoretical and experimental investigations of all
aspects of the mechanics and thermodynamics of fluid-flow with special reference
to fluid-flow machinery i

KOMITET REDAKCYJNY— EXECUTIVE EDITORS
KAZIMIERZ STELLER - REDAKTOR - EDITOR
JERZY KOLODKO - JOZEF SMIGIELSKI

ANDRZEJ ZABICKI ;

REDAKCJA - EDITORIAL OFFICE
Instytut Maszyn Przeplywowych PAN
ul. Gen. Jézefa Fiszera 14, 80-952 Gdansk, skr. pocztowa 621, tel. 41-02-13

Copyright
by Panistwowe Wydawnictwo Naukowe
Warszawa 1974

Printed in Poland

PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE - ODDZIAE W POZNANIU

Nakiad 400+90 egz. Oddano do skladania 10 X 1973 r.

Ark, wyd. 11,75, Ark. druk. 9,125 Podpisano do druku 18 V 1974 r.

Papier druk. sat. kI. V, 70 g ; Druk ukoriczono w maju 1974 r.
 Nr zam. 689/226. D-4/448, Cena 2L 36,—

DRUKARNIA UNIWERSYTETU IM. A. MICKIEWICZA W POZNANIU



PRACE

PRZEPLYWOWYCH

1974

TADEUSZ KORONOWICZ

INSTYTUTU MASZYN

_ Gdarisk

Zeszyt 64

Analiza pola predkosci indukowanych przez wybrane uklady wiréw
prostoliniowych*

W pracy rozpatrzono jako przypadek graniczny ukladu wiréw Srubowych pole predkosci induko-
wanych przez uklad ztozony z Z nieskoniczenie dtugich wiréw prostoliniowych o cyrkulacji I'/Z, rozto-
zonych réwnomiernie na walcu kotowym, oraz wiru o cyrkulacji I” i zwrocie przeciwnym, potozonym
w osi tego walca. Szczegotowo rozpatrzono ksztalt osobliwosci wiréw, zdefiniowano i wyznaczono
wartos$ci §rednie predkosci indukowanych oraz wspolczynniki uéredniajace kret i energi¢ przeptywu,

w oparciu o dokladny i przyblizony ksztatt osobliwosci wirow.
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osi, pomiedzy punktami M i P,
ilo§é wiréw wierzchotkowych,
wspotrzedne punktu P w ukladzie
cylindrycznym,

wielkosci calkowe wchodzace w
sktad P,,

cyrkulacja,

parametr charakteryzujacy wiel=

ko$¢ osobliwosci wirow,

wektor predkosci indukowanej
przez uklad wirowy,

skladowe predkosci indukowanej,
wspoltczynnik posuwu,

gestos¢ cieczy,

liczba kawitacyjna,

wspohrzedna katowa osobliwosci
wiru,

predkosé katowa,

element wiru, :
wspotczynniki uéredniajacé ped,
kret i energie przeptywu indukowa-
nego przez uklad wirowy.

* Praca wykonana w ramach problemu resortowego PAN-19, grupa tematyczna 5.
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1. Wstep

Przystepujac do analizy pola predkosci indukowanych przez uktady wirowe, wyznacza-
Jace pole predkosei za pednikiem $ruby, napotkano na zasadnicze trudnogci wynikajace ze
skomplikowanej postaci wzoréw opisujacych to pole [3], gdyz catki wyznaczajace sktadowe
predkosci indukowanych nie daja sie wyznaczyé inaczej jak tylko metodami numeryczny-
mi. Wykorzystanie szybkoliczacych maszyn cyfrowych pozwala na dokladne wyznaczenie
pola predkosci w dowolnym punkcie przestrzeni otaczajacej uktad wirowy, ale szczegétowa
analiza tego pola zwtaszcza w poblizu osobliwosci jader wirowych jest bardzo pracochtonna
i praktycznie uniemozliwia doktadne przeprowadzenie obliczef.

Jednym ze sposobéw uniknigcia pracochtonnych i skomplikowanych obliczen jest przy-
Jecie obliczeniowego modelu osobliwosci jadra wirowego w ksztalcie walca kotowego oraz
poszukiwania uktadéw odniesienia, ktére pozwolilyby na oceng poprawnosci uzyskanych
obliczen numerycznych, jak réwniez na ewentualne uproszczenie obliczen przez eliminacje
niektérych parametréw charakteryzujacych uklad.

W tej sytuacji przy ocenie poprawnosci przyjetego zaltozenia upraszczajacego (osobli-
wos¢ kolowa), jak rownlez przy szukaniu odpowiednich ukladéw odniesienia, staje sie
bardzo pomocny przypadek szczegllny uktadu wiréw §rubowych, jakim jest uktad wiréw
o skoku nieskoriczenie wielkim tg f=o0 (wiry prostoliniowe). Wzory wyznaczajace pole
predkosci dla wiréw prostoliniowych wyrazaja si¢ w prostej postaci, umozliwiajac szybkie -
i dokladne obliczenia ksztattu osobliwosci jader wirowych, a stad réwniez analiz¢ pola
w oparciu o obliczeniowo §cisty ksztalt osobliwosci.

Sposob rozwigzania postawionego zadania nie jest moze najbardziej optymalny, gdyz
uklad wiréw prostolinjowych, nieskoniczenie dtugich mozna rozpatrywa¢ w ukladzie
‘plaskim postugujac sie funkcjami zespolonymi. Zaproponowane podejscie do wyznaczenia
wzordw na pole predkosci, a nastepnie jego analiza jest oparta na analogicznym rozpatrzeniu
ukladéw wiréw §rubowych, ktérych nie da sie rozwigzaé inaczej jak tylko metodami nume-
rycznymi, wychodzac z réwnania Biotta-Savarta.

2. Okreslenie wzoréw wyznaczajacych skladowe predkosci indukowanych

Do rozwazari przyjmijmy ukltad Z wiréw wierzchotkowych prostoliniowych nieskoncze-
nie dtugich o cyrkulacji —I/Z, réwnomiernie rozlozonych na cylindrze osiowym o pro-
mieniu Ry oraz wiru osiowego, réwniez prostoliniowego i nieskoficzenie dtugiego, o cyrku-
lacji I" potozonego w osi cylindra (rys. 1).

Zadanie zostapie okreslone w ukladzie cylindrycznym [x, P q)] zwigzanym z punktem
Plxp, Rp, ¢p], W ktérym chcemy wyznaczyé wektor predkosci .

Wektor predkosci od k-tego wiru wierzchotkowego (k=0,1, ..., Z—1) mozna wyzna-
czy6 z réwnania Biotta-Savarta

chieoi Tt
=0 deMkP @1
U= e :
41!.'Z IM Pl3

Zgodnie z przyjetymi na rys. 1 oznaczeniami, wielkosci wystepujace w powyzszym wzorze
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\ I
e
o= 9
b "
=~ R~ W
== TheX

Rys. 1. Model obliczeniowy uktadu wiréw prostoliniowych z przyjetym uktadem wspotrzednych
x, p, 9) :

mozna opisaé¢ nastgpujaco: i
dQ=dx-e,
M, P =(xP — %) €+ [Rp— R €08 (9p— ¢Mk)]zp + Ry Sin (@p — @ar) E(p .
Dla ukladu wiréw nieskoniczenie dhugich, mozna przyja¢ poczatek uktadu w punkcie
przebicia ptaszczyzna 17 (prostopadta do osi cylindra i przechodzaca przez punkt P) 7 osia x:

+
= _ I 1 [{[r—cos(pp—pum)]e—sin(pr— P e,} dx 22)
FoAnRe [x2+1+r2—2r cos(pp— pa) 1>/ : ol
— 0
gdzie
Rp Xp— XM
r=——’ X=—
; Ry, Ry
Catkujac wzgledem x, uzyskujemy
- I 1 [r—cos(pp— e,—sin(gp— e
B _[ (op €0Mk)] o (9p— Orid) P 2.3)

R 1+7% —2rcos (pp— Pas)

2 :
Jesli przyjac ¢p— ¢Mk=¢+—z7—tk, gdzie k=0,1,2,...,(Z-1), to predkos¢ indukowana

od k-tego witu wierzchotkowego wynosi

+2nk 7 ; +2nk*
*COo — —sin —kje
B ET e s frg e

Uk= T g
2nRy Z 2
o 1+r2—2rcos<¢+§'k)

(2.4)
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Uklad Z wiréw wierzchotkowych indukuje w punkcie P o wspolrzednych (r, ¢) pred-
kos$¢ réwnag sumie skladowych od poszczegélnych wirow

Z-1

Uos = ey eq; 2 ‘ (2.5)
Skiadowe obwodowa i promieniowa predkosci indukowanych przez caly uklad wiréw

beda odpowiednio réwne:
: 2n
, T—coslg +7 -k r 1

2n 27tRM e
1+r2—2rcos (o-l——Z— k

St
— S1n, -_—
e

SeerEt
1+7? —2rcos(¢+—— k)

r -
Ve _211:RM ;

(2.6)

r -
Y “9nR, 7 ;

Wystepujace w powyzszych wzorach sumy daja si¢ przeksztalcié w postaé znacznie dogod-
‘niejsza do dalszych przeliczen:

2n
sin{f p+—k |
IZZ‘1 ((p Z ) - r(z"l)sin(Z(o)

= 2n \ 14+r2—2%cos(Zp)’
01+r2—2rcos(¢+§k> . i

@7

Lt
—Cos —
e £ . Z r—cos(Zg)

- ‘ 2 > _2r’cos(Z )
01+r2—2rcos(qo+—Z’Ek> 4 L aeg)

Powyzsze przeksztalcenia mozna stosunkowo latwo udowodnié dla Z =2,314 oraz

ich wielokrotnosci Z=6, 8, 9 " Dia 7 St 77 sprawdzono zgodno$¢ przeksztakcenia
metodami numerycznymi.

Uwzgledniajac zaleznosci (2.7) uzyskujemy wzory na sktadowe pr@dkosa 1ndukowanych
od ukladu wiréw prostoliniowych

B 1—r%cos(Zp)
2nRy r 1+r**—2r%cos(Zy)’

Iy 1 r%sin (Z p)
2nRy r 1+r*%-2r%cos(Zg)’

Yy

(2.8)

Y
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Wprowadzajgc bezwymiarowa wielko$¢ cyrkulacji

Ll T
" 4nRy, V,

by

uzyskujemy wzory na bezwymiarowe wielkosci sktadowych predkosci w punkcie P(r, ¢)
od ukladu Z wiréw wierzcholkowych prostoliniowych nieskoficzenie dtugich o cyrkulacji
—I'|Z, rozlozonych réwnomiernie na walcu osiowym o promieniu Ry oraz wiru osiowego
prostoliniowego nieskonczenie diugiego o cyrkulacji + 17

V_&__2_b_z. 1—r%cos(Zp)

s EEs r 1+r*%2—2rfcos(Zg)’ 29)
s gl
Py, r 1+r*2-2r*cos(Z9p)’

Znak (—) wystgpujacy w powyzszych wzorach obowigzuje w przyjetym do obliczen
ukladzie przedstawionym na rys. 1.

3. Wartosci Srednie skladowych predkesci indukowanych

Srednie wartosci sktadowych obwodowej i promieniowej na danym promieniu r, mozna
zdefiniowaé nastepujaco:

2n_
Zz Po

2w
S P0

VA
v __5_,,,_~ 1 P Z : g_b_K 1—r*cos(Zp)
S 2 Vo 4 2(n—Zg,) r 1+r*%2—=2r%cos(Z¢) 5
'2_2% i
Po Po
3.1
2n 2m ( )
Zz %o z %0
I_/—E”— 1 ol i ok 2by sin(Z )
o Lok . J Vo ¢_2(n—Z¢O)J r 1+r*%2-2rfcos(Zg) o
— — =%
Z /

L]

Wykorzystujac wlasno$ci funkcji trygonometrycznych (parzysto$é i nieparzystosc)
wchodzacych w sktad v, i v, mozna stwierdzi, ze dla wszystkich r §rednia warto§¢ sktadowej
promieniowej jest réwna 0. Nie mozna tego wprost stwierdzi¢ odnosnie do §redniej warto-
$ci sktadowej obwodowej. Wykorzystujac parzystos¢ funkcji cosinus mozna wzor (3.1)
przedstawi¢ w dogodniejszej do obliczeri postaci:

n/Z

J

Po

Z 28
(t—Zpo) r

1—r%cos(Zp)
1+r*2—2r%cos(Zp) 2

Vo (3.2)

Calke wystepujaca we wzorze (3.2) daje si¢ rozwigza¢ metodami analitycznymi przez pod-
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stawienie X=1+r?*—2r%cos (Zg) ([1] lub [2])

bV 1
r 11:—Z¢z0

(3.3)

2l 2% —(1 +1*%) cos (Z p) ]}

; o
nt—Z@p,+| ——arcsin
{ %—[2 P 2% cos (Z o)

Znak (+) przed nawiasem kwadratowym odnosi si¢ do r<1, a znak (=) do r>1.
Dla linii r=const nie przecinajacych osobliwoéci jader wirowych, a wigc dla ktérych
Zgpo=0, Srednia obwodowa predkosci indukowanych wyraza sig¢ prostymi zaleznoSciami.
Dla r,<r<l-r,,

V=" (3.4

a dla r>1+r,,, podobnie jak sktadowa promieniowa, jest réwna zeru. Przebieg predkosci
$redniej ¥, w funkcji promienia r zostal przedstawiony przykladowo dla Z=3 na rys. 2.

I
-

08 - 09 7,0 " p

Rys. 2. Predkos$é srednia f@/bv w poblizu osobliwosci jadra wir6w wierzcholkowych

Sktadowa obwodowa pr@dkosm indukowanej dla promlema r=1 mozna wyznaczy¢
bezposrednio ze wzoru (2.9)
1—cos(Z
pose iR (3.5)
2—2cos(Zop)

A wige dla r=1 sktadowa obwodowa predkoéci indukowanych L od uktadu wiréw prosto-
liniowych jest stala i réwna by, (stad réwniez predkosé érednia V,=by). Mozna przyja¢,
ze réwniez predkosé wlasna wiréw bedzie réwna — by, i wiry wierzchotkowe beda sie poru-
szaly wzgledem ukladu nieruchomego ze stala predkoscia katowa w=b,Vo/Ry, a dla
uzyskaunia uktadu wiréw prostoliniowych, nalezy uktadowi sit zewnetrznych mduku_]qcego
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te sily, nada¢ predkoséé katowa a-;o =—0 (dla uktadu o Z>2%). Wobec tego wspétczynnik
posuwu dla rozpatrywanego uktadu wiréw prostoliniowych bedzie rézny od zera i réwny
e ol

A= = o e
ok b : (3.6)

Wielkosé (Zgo) wystepujaca we wzorze (3.3) mozna wyznaczyé wykorzystujac wlasnosé
cieczy rzeczywistych — tworzenie si¢ powierzchni rozdziatu w miejscach, w ktérych cignie-
nie osigga warto$¢ cinienia krytycznego — pj.

W przeplywie potencjalnym, pole ciénien jest §ciéle zwiazane z polem predkosci. W przy-
padku pola predkosci indukowanych przez uklady wirowe, poza osobliwosciami przeplyw
jest przeplywem potencjalnym. Cisnienie mozna wyznaczy¢ poréwnujac moce sit zewnetrz-
nych okre§lonych z zasady kretu i z zasady energii lub z calki Cauchy’ego-Lagrange’a
dla przeplywu wzglednego s

Dok -l va2+ v, 2+ D, Z +vx r 'v‘p_
g 2|\ Ve Ve ¥ 9

by 2+vx rsp, t : -
2k B o (59

Po podstawieniu do wzoru (3.7) wielkosci (2.9) oraz zaleznosci (3.6) uzyskujemy réwna-
nie wyznaczajace pole ciénieri dla uktadu wiréw prostoliniowych: :

Po—p _2b; 1—r*+r"*2cos(Zy)

= . : .8
pV2 r?  1+r*2_2rfcos(Zp) o
0

Przy ustalonych warto$ciach po;zp i by, réwnanie (3.8) wyznacza powierzchnie stalego

0
cinienia, a powierzchnia na ktdrej ci§nienie p przyjmie wartoé ciénienia krytycznego py,
wyznacza powierzchnig rozdziatu. (Warunki przeplywu niezakléconego mozna scharakte-
ryzowaé liczba kawitacyjng oo =(po—p)/ipV3Z.)
Powierzchnie rozdzialu mozna wyznaczyC z rozpisanego réwnania (3.8)

r2Z*D _ (2462 r%*2 cos(Z po) +1r2(1 +62)— 62 =0. (39
Parametr d, =2bV/\//<_7:,- wiazacy liczbe kawitacyjng z wirowoscia uktadu, charakteryzuje
powierzchni¢ rozdziatu i jest pewnego rodzaju miara osobliwosci ukladu wirowego (dla
prostoliniowego nieskoniczenie dtugiego wiru odosobnionego, wielko$é dyR,, jest dokladnie
réwna promieniowi osobliwogci jadra wirowego).
Ksztalt powierzchni rozdziatu (przekrdj prostopadly do osi) dla kilku wartosci dy i Z,
przedstawiono na rys. 3 i 4.

* Uklad ztozony tylko z jednego wiru wierzcholkowego i wiru rdzeniowego ma wspélny $rodek
obrotu polozony w mnieskoniczonoéci i mozna mu przypisa¢ uklad sit zewnetrznych reprezentujacy
nieruchomy lub poruszajacy si¢ ruchem prostoliniowym plat o skonczonym wydluzeniu.
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Rys. 4. Ksztalt osobliwosci jadra wiru osiowego

Wymiary osobliwosci wiréw wierzchotkowych pomnozono przez ilo$¢ wirow Z —
przez co uzyskano lepsze poréwnanie ksztaltu osobliwosci dla uktadéw o réznej iloSci wiréw.

Analizujac uzyskane wyniki mozna stwierdzié, ze osobliwo$¢ wiru wierzcholkowego
przyjmuje w przyblizeniu ksztalt kota o promieniu r, =Jo/Z, a osobliwosé wiru rdzeniowe-
g0, kola o promieniu r,=do/x/1+62.

Ksztalt osobliwosci tym bardziej jest zblizony do kolowego, im wigksza jest ilo$¢
wirdw wierzchotkowych i im mniejsze do.

W tabeli 1 przedstawiono maksymalne i minimalne wartosci osobliwosci jader wirowych
oraz pole powierzchni przekroju osobliwosci odniesionej odpowiednio, dla wiru wierzchol-
kowego do wielkosci I1(6o/Z)?, oraz dla wiru rdzeniowego do wielkosci I755/(1 +32).



Wymiary osobliwosci uktadu wirow prostoliniowych'

Tabela 1

do 0,05 0,10 0,15 0,20 0,30 0,40
Z=2
Zr1 0,0508 0,1032 0,1582 0,2170 0,3534 0,5590
Zr2 0,0494 0,0980 0,1462 0,1940 0,2898 0,3870
Z28, -
—623 1,0011 1,0052 1,0125 1,0238 1,0679 1,1690
oG :
Fr1 0,0501 0,1005 0,1518 0,2045 0,3183 0,4652
7 0,0498 0,0986 0,1453 0,1894 0,2687 0,3361
S.(1+03) :
T 1,0000 1,0002 1,0012 1,0040 1,0200 1,0692
Tog
Z=3
Zrai 0,0506 0,1020 0,1551 0,2103 0,3300 - 0,4716
Trs 0,0495 0,0987 0,1473 0,1959 0,2925 0,3900
ZAS,, :
52 1,0002 1,0019 1,0047 1,0090 1,0238 1,0526
oy
1 0,0499 0,0996 0,1488 0,1976 0,2946 0,3938
Frz 0,0499 0,0994 0,1479 0,1947° 0,2813 0,3564
S.(1+6%) ,
e 1,0000 1,0000 1,0000 1,0001 1,0019 1,0093
z
Z=5
Zr iy 0,0505 0,1010 0,1530 0,2060 0,3180 0,4345.
Ziia 0,0498 0,9990 0,1485 0,1975 0,2950 0,3925
Z2S,
5 0,9997 0,9997 0,9998 1,0000 1,0010 1,0045
0
s 0,0499 0,0995 0,1484 0,1962 0,2879 0,3739
Fea . 0,0499 0,0995 0,1483 0,1961 0,2868 0,3690
2
Si(1+62)
e 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0002
0
N Z=8
Zrw1 0,0503 0,1007 0,1520 0,2032 0,3088 0,4192
Zrys 0,0498 0,0993 0,1490 0,1985 0,2963 0,3964
A -
= 0,9994 0,9987 0,9974 0,9956 0,9910 0,9854
0
Pt 0,0499 0,0995 0,1483 0,1961 0,2874 0,3715
Fr2 0,0499 0,995 0,1483 0,1961 0,2873 0,3713
S + 6%
i, YY) o 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0

8 Prace IMP z, 64
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4. Wspélczynniki usredniajace kret i energie

Analiza pola predkosci indukowanych przez uklady wirowe w oparciu o podstawowe
réwnania mechaniki ptynéw, umozliwia powiazanie tego pola z ukladem sit zewngtrznych
pole to wywotujacym. Réwnania catkowe pedu, kretu i energii, chociaz nie dostarczaja
danych odnofnie do rozktadu sil, pozwalaja jednak scharakteryzowaé wypadkowa sif,
moment obrotowy i moc, a stad réwniez wspdtczynniki obciazenia naporem, momentem
i moca. Przypisanie okre§lonemu rodzajowi sit i okreslonym wartosciom wspStczynnikéw
obcigZenia, charakterystycznego dla nich pola predkosci i zwigzanego z tym pola cidnien,
ma duze znaczenie poznawcze i praktyczne. Co prawda przypadek pola predkosci indu-
kowanych przez uktad wiréw prostoliniowych nie jest typowy dla pracy pednikéw, ale ma
duza wartos§¢ poznawcza, gdyz pozwala na precyzyjnlejszq analize pola w oparciu o dokiad-
ne ksztalty osobliwosci jader wirowych.

Przy analizie pola predkosci z punktu widzenia jego powiazania z sitami zewnetrznymi
pole to wywolujacymi, bardzo przydatne staja sie wielkosci catkowe — usredniajace nie-
jednorodnosé tego pola. Takimi wielkosciami sa predkosci §rednie po obwodzie rozpatrzone
W poprzednim rozdziale oraz wspélczynniki wynikajace z usrednienia pedu, kretu lub
energii przeplywu.

W Swietle wezesniej przeprowadzonych prac, najlepiej do analizy pola nadaja sie
wielkosci usredniajace kwadraty odchytek od wartosci §rednich dla poszczegdlnych sklado-
wych predkosci indukowanych (§rednie 2-giego rzedu)

n/Z
- 7 f'(vx 17)2d
= ' @,
4b,2,(11:—Z¢0)~ Vo
%o
3 n/Z 5
z e
e o e b 4.1
el ) s
@Yo
n/Z .
Z iy =
e (2 7Yy,
p 4b%1 (TC s Z ¢0) s <‘Voj_—‘p) ¢

gdzie wielkos¢ 3, jest zwiazana z pedem, y, z kretem a suma 3»+ X+ p, z energia kinetyczng
przeplywu.
Wykorzystujac wzér definicyjny predkosci $rednich (3. 1) oraz zaleznosé (2.9) otrzymu-~
jemy ,
n/Z 15
1 Z [1-r?cos(Zg)]?de w2
T i—Zpg) ) (1417227 cos (Z )2 4b2°

Po

(4.2)

n/Z

r sin>(Zp)do

2 (n— Z(po) f [1+r*2—2r%cos(Zp)

Pr=
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Wystepujace w powyzszych wzorach catki, daja si¢ obliczyé podobng metoda jak catka
ze wzoru (3.2)

= 1 /11: - _I—/f,
X'—rz(n—Zq)o)]l—r22|\7_arcsmA)_pr—Zl;g’ 4.3)

1 1+7%% (7 .
Pr=m[3"”+z%+|‘1?rz—q(7‘a?°smf‘)]’ (44

gdzie
_2rzf(1 +1*%)cos(Z po)
T 1412 —2%cos(Zgy)

(4.5)
_ 22%sin(Zg,)
T 1+1%—=2r%cos(Zgy)

Dla linii r=const nie przecinajacych osobliwosci, wzory okreslajace x, i p, znacznie
si¢ upraszczaja, a wspolczynniki y, i p, staja si¢ sobie réwne:

dla r<1
p2Z
P s 4.6
Xr1=Pr1 2751 —r?%) (4.5)
Z"'?r“ Z'hg" A
Zr-x, ();=0,05 Loy d;=0,05

0 o1 02 Zin ¢ A e 2l

Rys. 5. Wspolczynniki usredniajace pole predkosci  Rys. 6. Wspotezynniki usredniajace pole predkosci
indukowanych p, i x. dla Z=3 i r<1 indukowanych p, i x. dla Z=3 i r>1

8*
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dla r>1
-

Xr2=Pr2 =W_“D.

4.7)

Na rys. 51 6 przedstawiono przebieg wielko$ci Z-r-y, i Z-r:p, w funkcji parametru
Zo=—7 |1—r|, dla kilku wartosci d, wyznaczajacych granicg osobliwosci. Rysunki przed-
stawiaja wyniki obliczen dla Z=3, ale w zastosowanym uktadzie odniesienia dla innych
warto$ci Z krzywe Z-r-y, i Z-r- p, wykazuja miedzy soba minimalne réznice, posiadajac
identyczny charakter przebiegu.

Dla promieni nie przecinajacych osobliwosci wiréw wierzchotkowych wspétezynniki
Xr 1 p, tworza wspdlna krzywa zgodnie ze wzorami (4.6) i (4.7), rozdzielajac sig dla promieni
przecinajgcych osobliwosci. WspGlczynnik y, szybko maleje przyjmujac dla linii r=1
warto$¢ minimalng réwna 0, a p, roénie, przyjmujac dla r bliskich jednosci warto§é maksy-
malna dla danego J,. : ‘

Ciekawa wilasno$¢ wykazuje wielko$¢ zdefiniowana jako §rednia arytmetyczna wspél-
czynnikéw y, lub p,, dla odpowiadajacych sobie promieni réwno potozonych od $rodka
osobliwosci wiréw wierzcholkowych (r=1), pomnozona przez ilo$é wiréw Z i wartosé
promienia r oraz dla likwidacji osobliwosci punktu r=1 przez wielko$¢ o= |1—r]

K =3Z8[(1=0) pry +(1+0) ppp]1=3Z6 [(1 - 0) 11 +(1 +0) 12 ] - (4.8)

W funkcji parametru Z3, wielko$é x, jest bardzo mato zalezna od Z. Dla ilustracji
tego stwierdzenia w tabeli 2 przedstawiono wyniki obliczen uzyskanych na maszynie cyfro-
wej. :

Tabela 2
Hlustracja zaleznosci x,. od ilosci wirdw Z przy ZJo=const

- 2| 00 0,05 0,10 0,20 0,40 0,60 0,80

0,24504 0,23777 0,22603 0,20393 0,16434 0,12987 0,09991
0,24504 0,23773 0,22592 0,20359 0,16370 0,12956 0,10067
0,24504 0,23772 0,22588 0,20348 0,16348 0,12945 0,10091
0,24503 . 0,23771 0,22586 0,20339 0,16332 0,12937 0,10107
0,24503 0,23771 0,22585 0,20336 0,16326 0,12934 0,10112

0N W

Z danych tabeli 2 mozna przypuszczad, ze réwniez wielkosci catkowe dla catego obszaru
powierzchni I7 dadza si¢ w prosty sposob uzaleznié od ilosci wirdw wierzchotkowych Z.

Przy wyznaczaniu zwiagzkéw pomiedzy polem predkosci indukowanych przez uktady
wirowe a sitami zewnetrznymi wiry te wywotujacymi, korzysta sie z wielkosci catkowej po
powierzchni I7 prostopadiej do osi przeplywu i przecinajacej rozpatrywany ukiad wirowy.

Dla uktadu wiréw prostoliniowych moze to by¢ wielko$¢ charakteryzujaca pole ci$nien
indukowanych przez ten uklad

1 =
p= e g
TR pVo
S

Wykorzystujac réwnanie (3.3) oraz wzory definicyjne predkosci §rednich i wspotczyn-
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nikéw usredniajacych 2-giego rzedu, po przeksztalceniach uzyskujemy dla rozpatrywanego
ukladu wirdw prostoliniowych wzor

z g Eod
Pu=4b§J<1——n‘”—") G +p)rdr+ f(l—%) erdr—Zbe(l——}:g) 7V, ridr. (4.9)

Calkowanie w powyzszym wzorze nalezy przeprowadzi¢ z pominieciem osobliwoéci
jader wirowych i wobec tego wygodnie jest plaszczyzne S rozdzieli¢ na 4 pierScieniowe
obszary, ktérych granice wyznaczaja osobliwosci jader wirowych:

obszar 1 — ujety najwiekszym i najmniejszym promieniem osobliwoéci wiru rdzenio-

Wego (1,2 <r<r), ~ v
obszar 2 — pomiedzy osobliwo§ciami wiru rdzeniowego i wiréw wierzchotkowych
(rrl == l—rwl):

obszar 3 — objety granicami osobliwosci wiréw wierzchotkowych (1—r,,,<r<

<l+r,,),

obszar 4 — pozostala cze$é plaszczyzny S rozciagajaca sie do mnieskoniczonosci

(14r,,<r<wo).
Granicg osobliwosci (Zg,) mozna wyznaczyé z réwnania (3.8)

S e BT
(2 = 6(2)) rZ +2
Calki wystepujace po prawej stronie réwnania (4.9) dla obszaréw nie zawierajacych

osobliwosci, daja si¢ rozwiazaé w sposéb $cisty metodami analitycznymi:
— dla obszaru 2

(Z py) =arccos (4.10)

1—rws t=r

Zy, = r*dr
=p,=4b; 1——— |y, rdr=4b} | —— =
X2=P2 v f ( - )Xr" r v f 2r(1—7%%)
b%’ 1—(1_rw1)2Z
Seel e 0
Z “[ e <
1~rwi1 1-rwi .
. Z = d 1-—
o J (1—ﬂ) VZrdr=4b} _"=4b§1n< r‘”),‘ (4.12)
T r 19
1=rw; 1—rw1
= Zgo\ = , 2 2 2o
3, —0b I_T V,1r* dr=4b; rdr=2b;[(1-r,)°—15], (4.13)

— dla obszaru 4

o0

Z o, dr B. lae )21
=p.—4b 1—-—22) 5, rdr=4b> —~ = dal o T  — y
fimle 7 f ( - )x il ey G = 410

1+rw; 1+rws

Pozostate calki zawierajace predkosci §rednie, dla obszaru 4 s3 réwne 0.
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Zo
T A

2,0

15

o Sean Z=2
R\'—t.\\.. Z=¢

0,5 ——
e

of ' 02 . 93 4,

Rys. 7. Wspblczynniki uéredniajace pole predkosci indukowanych p i x dla obszaréw
wyznaczonych osobliwosciami' jader wirowych

Na rys. 7 sa przedstawione wyniki obliczen wielkosci Zy i Zp dla obszaru 3 i lacznie
dla obszaru 2 i 4. Dla obszaru 1 wielkosci Zy i Zp przyjmuja pomijalnie male wartosci,
istotne jedynie dla réwnoczesnie duzych J, i matych Z.

Wiyniki obliczef poszczegdlnych calek wystepujacych po prawej stronie réwnania (4.9)
odpowiednio zmodyfikowane przedstawiono na rys. 8. Sa to wielkosci:

0

z
K:Zf(l——@> (orp)rdr, (4.15)
s
1 Zgo) ‘
M=:I.b—12,_ f (I—T) Vq,zrdr, (4.16)

1 Zoo\—
N=— f (1——@) v, rdr. (4.17)
T
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Z przebiegu krzywych na rysunku 8 mozna stwierdzié, ze w ukladzie zwigzanym z para-
metrem Jy, wielkosci K i M maja charakter krzywych logarytmicznych, a N — slabo
malejacej funkcji J,.

Starano si¢ znalez¢ przyblizone postacie wzoréw zaleznych od J, i Z najlepiej oddaja-
cych wartosci K, M i N, a réwnoczes$nie zachowujacych charakter zaleznosci $cistych dla
przypadku granicznego Z = c0. Po wielu prébach ustalono postacie wzoréw przyblizonych

K*=—(1+8)lnd;, (4.18)
\ &t
5o [1 e (1 +‘—)]
M g L el Ee 4.19)
T : :
= i B :
NE Pt UL + (4.20)
( 1463 223)

Dla oceny poprawnosci powyzszych wzoréw, w tabeli 3 przedstawiono wyniki obliczed
wykonanych wedlug wzoréw $cistych oraz stosunek wartoéci $cistej i przyblizonej.
K
wh
N
4

1/
/4

: a

o1 02 03 4

Rys. 8. Wielkosci charakteryzujace pole ciénieri indukowanych przez uklady wiréw
prostoliniowych
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Tabela 3
Jo 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35
Z=)
K 3,0154 2,3407 1,9524 1,6803 1,4708 1,2992 1,1510
M 2,9864 2,2852 1,8723 1,5769 1,3444 1,1193 0,9757
N 0,9968 0,9873 0,9718 0,9503 0,9228 0,8887 0,8469
K/K* 1,0041 1,0065 1,0065 1,0039 0,9986 0,9900 0,9767
M| M* 0,9971 0,9936 0,9900 0,9863 0,9820 0,9757 0,9639
NIN* 0,9999 0,9997 0,9994 0,9987 0,9970 0,9931 0,9845
Z—3
K 3,0159 2,3421 1,9559 1,6869 1,4820 1,3173 1,1800
M 2,9900 2,9981 1,8857 1,5977 1,3756 1,1949 1,0424
N 0,9970 0,9883 0,9740 0,9544 0,9299 0,9009 0,8675
K/K* 1,0042 1,0072 1,0083 1,0078 1,0062 1,0038 1,0014
M| M* 0,9980 0,9955 0,9933 0,9918 0,9908 0,9902 0,9901
N/N* 0,9999 0,9998 0,9997 0,9995 0,9991 0,9983 0,9932
Z—5
K 3,0162 2,3433 1,9581 1,6906 1,4878 1,3257 1,1918
M 2,9928 2,2990 1,8951 16111 | 1,3935 1,2185 1,0733
N 0,9972 0,9890 0,9756 0,9573 0,9346 0,9080 0,8780
K/K* 1,0043 1,0076 1,0094 1,0101 1,0101 1,0102 1,0114
M|M* 0,9988 0,9973 0,9958 0,9947 0,9941 0,9942 0,9953
N|N* 0,9999 0,9999 0,9998 0,9997 0,9997 0,9995 0,9993
Z=9
K 3,0164 2,3438 1,9593 1,6927 1,4909 1,3301 1,1977
M 2,9947 2,3029 1,9011 1,6193 1,4042 1,2319 1,0895
N 0,9973 0,9895 0,9767 0,9592 0,9376 0,9123 0,8839
K/K* | 1,0044 1,0078 1,0100 1,0113 1,0122 1,0136 1,0164
M|M* 0,9994 0,9985 0,9977 0,9970 0,9966 0,9966 0,9968
NIN* 1,0000 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9998

Najwigksze odchytki od wartosci $cistej wystepuja przy wielkosci K, ale zaniechano
poszukiwania doktadniejszej (ale zarazem bardziej skomplikowanej) postaci wzoru na K*.
Poniewaz we wzorze na P (wzér (3.8)) wystepuje iloraz K/Z blad bezwzgledny przyblize-
nia w stosunku do pozostatych cztonéw wzoru (3.8) bedzie @cego samego rzedu.

Reasumujac, jest do przyjecia wzér przyblizony na wielko§é P, postaci

| : [1 53 (l 1)]
4bf, g Z Z &2 T
P/=———({1+6)Ins —4b% In —2b,2, 1— 2 4.2
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ktéry dla warunku granicznego Z=oo sprowadza sic do wzoru

0 2b3
e
i J1+82 1+6;

stusznego rowniez dla ukladu Z= oo wiréw s$rubowych.

Jak mozna sadzi¢ z rysunkéw 2 i 3 zastapienie rzeczywistych ksztaltéw osobliwosci
wiréw, osobliwosciami w ksztalcie odpowiednich walcow kotowych nie powinno wptynaé
zasadniczo na wielkosci catkowe K, M i N. Zabieg taki ma duze znaczenie praktyczne dla
przypadku ukladéw, gdzie wyznaczenie dokladnego ksztattu osobliwosci wymaga bardzo
pracochtonnych obliczen.

Jak stwierdzono w rozdziale 2, osobhwosm wiréw wierzchotkowych mozna zastqplc
walcem kolowym o promieniu r,=d,/Z, a wir rdzeniowy walcem kolowym o promieniu

=do/\/1+03. -

Wzory wyznaczajace wielkosci K, M i N pozostaja te same, zmienia si¢ w nich jedynie
wielkos$¢ Z g, wyznaczona dla ksztattu $cistego wzorem (4.10). Dla osobliwosci wiru wierz-
chotkowego o ksztalcie kolowym wzér na wielko$é Zg, bedzie wynikat z zaleznosci geo-

metrycznych
6 2
1+r2— < —0>
Z

(4.22)

Zgo=Z arccos (4.23)
2F
Tabela 4
do .- 0,05 0,10 0,15 0,20 - 0,25 : 0,30 0,35
Z=2
K/Kyor 0,9998 0,9992 0,9977 0,9953 0,9913 0,9849 | 0,9740
M| Moy 1,0000 0,9997 0,9987 0,9961 0,9903 0,9786 0,9560
N[Nyt 0,9997 0,9985 0,9970 0,9943 0,9904 0,9835 0,9750
Z=3
K/Kyop 0,9999 0,9997 09991 0,9983 0,9972 0,9954 0,9930
M| Mo 1,0000 - 1,0000 0,9997 0,9991 0,9981 0,9958 0,9913
N/Nyot 0 9999 0,9995 0,9987 0,9976 0,9962 0,9945 0,9918
Z=5
K/ Ky 1,0000 1,0000 1,0001 1,0002 1,0004 1,0007 1,0013
M| My 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9996 0,9985
N/ Nyot 0,9999 0,9998 0,9995 0,0001 0,0087 0,0081 0,9975
Z=9
K/Kyo1 1,0000 1,0002 1,0007 1,0013 1,0023 . 1,0038 1,0056
MMy 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 ‘ 1,0000 0,9998 0,9996
N/ Niot 1,000 0,9999 | 09998 | 09997 | 09995 | 09992 | 0,9991
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Wyniki poréwnawcze pomiedzy ksztaltem naturalnym a kotowym sa przedstawione
w tabeli 4. Mozna z nich sadzié, ze przyjecie osobliwosci w ksztalcie walca kolowego dla
wielkosci catkowych odnoszacych si¢ do catego pola przekroju poprzecznego K, M i N
wplywa minimalnie na wyniki dajac bledy wigksze od 1% jedynie dla réwnocze$nie matych
Z i duzych 0o(Z=2 i dy>0,25).

Przedstawione wyzej wyniki analizy posiadaja duza warto$¢ uzytkowa przy szczegélowej
analizie pola predkosci indukowanych przez uklady wirowe odpowiadajace przeptywowi
za pednikiem $rubowym, dostarczajac wartosci granicznych (tg f=00) odnosnie do warto-
§ci $rednich, wspdélczynnikéw usredniajacych oraz danych odnos$nie do dokladnego
ksztaltu osobliwosci wiréw i mozliwych w tym wzgledzie uproszczen modelu oblicze-
niowego.

Praca wplyneta do Redakcji w styczniu 1973 r.
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Ananm3 nojas CKopocTel, HHAYKTHPOBAHHLIX H30PAHHLIME CHCTEMAMH
NpsAMOJIMHEHHBIX BAXpei

Peszrome

B paboTe mPOBENEH aHATA3 IONS CKOPOCTelf W JNABICHHMN, HHIYKTHPOBAHHBIX CACTEMOIl GECKOHESIHO
JUTMHEBIX IPAMOJIMHEHHBIX BEXPEH, COCTOAMER B3 Z>2 BepIIMHHBIX BUXpEil ¢ mupkysnmeit I'/Z, paBHO-
MEPHO DPACHOJIOKEHHBIX HA KOJBIEBOM LUIMHAPE, W U3 €OUHUYHOTO aKCHAJBHOTO BHXpA C OUPKYJIAIueH
I', OpOTHBOIIOIOXKHOTO HANPAaBIICHUS, PACIOJIOXEHHOTO B OCH 3TOro IWIMHADA.

OTy CHCTEMY MOXHO CHWTATH NPEHETbHEIM CIy4aeM CHCTEM BHHTOOODA3HBIX BHXpEH, MPEACTABIS-
IONIAX IOJIE CKOPOCTEH W NaBICHMIA, mmyxmpOBaHHHX 32 BHHTOBBIM JBIDKATENIEM, T.€. CIIydaeM, Kornaa
IIar BEHTOBOU JIMHAW IPAHMMACT OECKOHEYHO OOJIBIIOE 3HAYEHHE.

B pabote ompenentrorcss mompoGHEIE (GOpMyIILI, OMACHIBAIOINAE IIOJIE CKOPOCTEH M HaBICHMM, HH-
JOyKTAPOBAaHHBIX BHXPEBOH cucTeMoil m hopMynbl, OMACHIBAIOIIIE (HOPMY OCOOEHHOCTE BHEXPEBBIX SIED.
®opMa 0COOEHHOCTE BHXPEBBIX siIep ONPENeNAeTCsa ¢ HCIOIb30BAHAEM CBOMCTB PEalIbHBIX KHAAKOCTEH,
T.c. 00pa3oBaHME IOBEPXHOCTEH pasfella B MECTaX, B KOTOPHIX HABJICHME HOCTHAracT 3HAYCHHE KPATH-
9ECKOTO IABJICHUS. .

TIpom3BeneH NoApoOHBI aHAMM3 MOJISI CKOPOCTEH W JABJICHWIA HA OCHOBE TOYHON (HOPMEI OCOOEH-
HOCTEY BHXPEBBIX SAEP, @ TAKKE Ha OCHOBE YNPOIICHHON (OpMBI (KOJBIEBOE CCYCHWE).

Pe3ybTaTel aHAaIM3a, OTHOCAIIETOCH K (opMe OCOOEHHOCTEN BUXPEBBIX SHEP M BO3MOXHBIX B 3TOM
OTHOIICHWH YIPOINECHUN PACYeTHON MOMENH, IOCTABIISIOT OPHUIMHAJBHLIE JAHHBIE, OCOOCHHO IPHUIOSHEIC
OpH aHATU3€ HOJISI CKOPOCTEH, MHAYKTUPOBAHHBIX 32 BHHTOBBIM BYWIKATEIIEM.

)
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Analysis of the Velocity Field Induced by a Selected Straight-Lined Vortex System
Summary

Analysis of the velocity and pressure field induced by a system of infinitely long straight-lined
vortices was carried out, the system of vortices consisting of Z>2 top vortices of I'/Z circulation,
distributed evenly over a circular cylinder, and a single axial vortex of I” circulation and opposite rotation
direction, located on the cylinder axis.

The above system can be regarded as a limit case of the helical vortex system representing a velocity
and pressure field induced behind a helical propeller, this limit being attained when the pitch of the
helix becomes infinite. :

Detailed formulas describing the velocity and pressure field induced by the vortex system were
derived together with formulas describing the shape of the vortex kernel singularities, this shape being
determined on the base of the real liquid behaviour —formation of a dividing surface in spots where the -
pressure value becomes critical.

Based on the exact shape of vortex kernel singularities as well as on a simplified shape (eircular
cross-section), a detailed analysis of the velocity and pressure field was carried out.

Results of the analysis regarding the shape of the vortex kernel singularities and possible simplifi-
cations of the model for- calculations give genuine data which are particularly useful when analyzing
the velocity field induced behind a helical propeller.



