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TADEUSZ KORONOWICZ

, Gdań§k

l,łtaliza pola prędkości indukowanych przez wybrane układy wirów
prostoliniowych*

w pracy fozf,attzoiojako przypadek graniczny układu wirów śrubowych pole prędkości indŃo-
wanych przez ukJad złożony z Z nieskończnŃe długich wirów prostoliniowych o cyrkulacji F|Z, tońo-
żonych równomiernie nó walcu kołowym, oraz wiru o cyrkulacji ,l- i zwrocie przeciwnym, położonym
w osi tego walca. Szczegółowo rozpatrzono kształt osobliwości wirów, zdefiniowano i wyznaczono
wartości średnie prędkości indukowanych oraz współczynni|ęi u§lgdniąjące kręt i energię. przepływq,

w oparciu o dokładny i ptzybliżony kształt osobliwości wirów.

Spis oznaczeń

r
br: ą*vt - bezwymiarowa wielkość cyrkula-

cji,
e79€p9€ę - wersory układu cylindrycznego,

p - ciśnienie,
Ą - wielkość charakteryzująca pole

ciśnień indukowanych przez lkład
wirowy,

Re
|:---:- - bezwymiarowa wielkość promie-

Ru
nia,.

R;a-- promień wodzący punktu M wiru
wierzchołkowego,

§p - pole przekroju osobliwości ,wiru
wierzchołkowego,

§, - pole przekroju osobliwości wiru
osiowego,

Vb, Y, - śkładowe prędkości indukowanej
odniesione do prędkości przepływu
niezakłóconego,

Żo,Żn - śrerlnie wrrrtości składowych pręd-
kości indukowanej,

Zo - prędkość przepływu niezakłócone-
go,

Xp- Xu1-'-L---Ż - bezwymiarowa odległość wzdłuż
RM

osi, pomiędzy punktami M i ?,
Z - ilość wirów wierzchołkowycb,

xirlRpr ęp - wspóhzędne punktu P w układzie
cylindrycznym,

K, M, N - wielkości całkowe wchodzące w
skład Ę,

l' - cyrkulacja,
2buó:--= - parametr charakteryzujący wiel-
Voo

kość osobliwości wirów,
i - wektor prędkości indukowanej

ptzez lkład wirowy,
I),)l)pżuq - składowe prędkości indukowanej,

}" - współczynnik posuwu,
p - gęstość cieczy,

og - licńa kawitacyjna,

ęg - współtzędna kątowa osobliwości

T.,,
ol - prędkość kątowa,

dO - element wiruo

ót,Xt,?, - współczynniki uśredniającó pęd,
kręt i energię przepływu indukowa,

t o€Bo przez układ wirowy.

* Praca wykonana w ramach problemu re§ortowego PAN-19, gtupa tematyczna 5.

u05l



l06 T. Koronowicz

1. Wstęp

PrzYstęPując do analizy pola prędkości indukowanych prz:ez układy wirowe, wyznacza-
jące Pole PrędkoŚci za pędnikiem śruby, napotkano na zasadnięze trudności wynikające ze
skomPlikowanej Postaci wzorów opisujących to pole |3], gdyżcałki wyznaczające składowe
PrędkoŚci indukowanYch nie dają się wyznaczyć inaczejjak tylko metodami numeryczny_
mi. WYkorzYstanie szybkoliczących maszyn cyfrowych pozwalana dokładne wyznaczeńe
Pola PrędkoŚci w dowolnym punkcie przestrzeni otaczającejukład wirowy, ale szczegółowa
analiza tego Pola zwłaszcza w pobliżu osobliwości jąder wirowych jest bardzo pracochłonna
i praktycznie uniemożliwia dokładne przeprowadzenie obliczeń.

JednYm ze sPosobów uniknięcia praćochłonnych i skomplikowanych obliczeń jestprzy-
jęcie obliczeniowego modęlu osobliwości jądra wirowego w kształcie walca kołowego oraz
Poszukiwania układów odniesienia, które pozwoliłyby na ocenę poprawności uzyskanych
obliczeń numerYcznych, jak również na ewentualne uploszczęnie obliczeń przez eliminację
niektórych parametrów charakteryzujących układ.

W tej sYtuacji Przy ocenie poprawności przyjętego założenia upraszczającego (osobli-
woŚĆ kołowa), jak również przy szukaniu odpowiednich układów odniesienia, staje się
bardzo PomocnY prŻypadek szczególny układu wirów śrubowych, jakim jest układ wirów
o skoku nięskończenie wielkim tgf:o (wiry prostoliniowe). Wzory wyznaclające pole
PrędkoŚci dla wirów prostoliniowycb wyrażają się w prostej postaci, umożliwiając szybkie
i dokładne obliczenia kształtu osobliwości jąder wirowych, a sfąd również analizę pola
w oparciu o obliczeniowo ścisły kształt osobliwości,

SPosób rozwiązania postawionego zadania nie jest może najbardziej optymalny, gdyż
układ wirów Prostoliniowych, nieskończenie długich można rozpattywaó w układzie'Płaskim 

Posługując się funkcjagri zespolonymi. Zaproponowane podejście do wyzna czenia
wzorów na Pole Prędkości, a następnie jego anatiza jest oparta na analogicznymrozpatrzenul
układów wirów śrubowych, których nie da się rozwiryaćinaczej jaktylko metodami nume_
rycznymi, wychodząc z r ów nania Biotta-Savarta.

2. określenie wzorów wyznaczających składowe prędkości indukowanych

Do rozwaŻań PrzYjmijmy układ Z wirówwięrzchołkowych prostoliniowych nieskończe_
nie długich o cYrkulacji -rlz, równomiernie rozłożonych na cylindrze osio,wym o pro_
mieniu R* otaz wiru osiowego, również prostoliniowego i nieskończenie długiego, o 

"y.ku_Iacji F położonego w osi cylindra (rys. 1).
zadanie zostapie określone w układzie cylindryczny m Ix , p , rpl związanym z puŃtem

P|xp, Rr, qp], w którym chcemy wyznaczyć wektor prędkości i.
Węktor prędkości od ł-tego wiru wierzchołkowego (k:0,7, ,.., Z-1) można wyznd-

czyó z równania Biotta-Savarta

(2.t)

*o+ 
-+- r f dglxłt,.p

"  nZ J_ W}r
zgodnie z przyjętymi na lys. l oznaczeniami, wielkości występujące w powyższym wzotze
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Rys. 1. Model oblicąeniowy układu wirów prostoliniowych z prryjętym układem współrzędnych
(x, p,,ł)

można opisać następująco: +

+ 
dQ:dx,Ź,

Uoil :ę,rę"-xro)Ż, + [R" -Ri,al cos (p ,- ar)li ołR*o sin (pp - Q,u*)Óę.

Dla układu wirów nieskończenie długich, można przyjąć początek układu w punkcie

przebicia płaszczyznąZ(prostopadłą do osi cylindra iprzechodzącąprzezpunkt P) z osią x:

gdzie

* r 1 f {[r-cos(p r- Qu)]Źr-sin(ęr- rp*)Óo} dxi,,:ąnauo.z) , (2.2')

:-
Rp Xp-Xut

, r:Ń, *: Rro,
Całkując względem x, uzyskujemy

-11
" ZnR,o Z

|r - cos (E, - E *)7Ó, - sin (q *, q u) Z o

2n
łeśli przyjąć Q r - !a*:,ł *ź k, gdzie k :0, I o 2, . _ ., (Z _ D,

od ł-tego witu wierzchołkowego wynosi

-r1).:-." żnR1.-

| +ł -żrcos(rpp- Qut)

to prędkość

(2.3,)

indukowanai

(2.4)
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układ z wirów wierzchołkowych indukuje w punkcie p o współrzędnych (r, p) pręd-
kość równą sumię,składowych od poszczególnych wirów

i:'ż'6o
k=o

Wir osiowy indukuje w punkcie P(r,q) prędkość równą

- r 1-vos:ffio'-_'eE Q.5)

Składowe obwodowa i promieniowa prędkości indukowany ch ptzezcały układ wirów
Ędą odpowiednio równe:

r7z:1
'' :--.-. \-ę 2nR, Z Ło

/ 2n \r_cos\rł+7.tc) r 1

I +r2
/2n

-2rcos\rł+7 Ą 
2nR6 r'

r1
' 2nR. Z

z-1
I

k=o

-,*(,-TĄ
(2.o

(2.7>

WYstęPujące w Powyższych wzorach sumy dają się przekształcić,w postać znacznie dogod-'niejsą do dalszych przeliczeń:

l+"2'-2rco,(r-T r)

,_*,(r*!Ą

1 G, '^(r-'Ź) r(z-I) sn(zę)
-)p
Z *?o 

, +r, _2, 
"o*( 

2ru \ l +r2z -2rz cos(Zp)'

\'*żu)

1 z-1'y.
L'k=o

r-cos{Zę):1*7tnV;;;or|,
1+ł -2rco-(r-TĄ

. r 1 l-rzcos(Zę)
1r:_-' znR* r l+r2z-2rzcos(Zq)'

PowYŻsze przekształcenia można stosunkowo łatwo udowodnió dla Z:2, 3 i 4 oraz
ich wielokrotnoŚci 2:6,8, 9 ... Dla Z:5 i Z:7 sprawdzono zgodność przekształcenia
metodami numerycznymi.

Uwzględniając zaleźnaści (2.Ą tlzyskujemy wzory na składowe prędkości indukowanych
od układu wirów prostoliniowych

Op
r 7 rZ sin(Zrp)

2nR* r t+r2z-2rzcos(Zep)'

(2.8)
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Wprowadzając bezwymiarową wielkość cyrkulacji

f
b':4nR*Vo

uzyskujemy wzory na bezwymiarowe wielkości składowych prędkości w punkcie P(r, q)
od układu Z witów wierzchołkowych prostoliniowych nieskończenie długich o cyrkulacji

- rlz, rozłożonych równomiernie na walcu osiowym o promieniu Ry otaz wiru osiowego
prostolipiowego nieskończenie d|ugiego o cyrkulacji + F

2b, I-rz cos(Zrp)

r I*r -2rz cos(Zq)'
(2.9\

109

V,:+

l, 0p 2b, rzsin(Zę)vp:Ę -; 1*7r:;7""*^
Znak (-) występujący w powyższych wzorach obowiązuje w przyjętym do obliczeń

układzie przedstawionym na rys, 1.

3. Wartości średnie składowych pręrlkości indukowanych

Średnie wartości składowych obwodowej i promieniowej na danym promieniu r, można
zdefi niowaó następująco :

sin(Zq)

- 

ay.
| +rzL -2r' cos(Zę)

1-r2 cos(Zę) 
,,-----ąa-- ---E-:- qY,

I łr'o -2r" cos(Zcp\

z-Eo T-qo

I r,d,: Z rryI
| 'o 

2(n-Zqg) | r
JJ
Eo ęo

21 2n
z-ęo z-Eo
l ka,: Z rry!
l Vo Z(n-Zrp) | rJJ

(3.1)

(3.2)

Wykorzystując własności funkcji trygonometrycznych (parzystość i nieparzystość)
wchodzących w skład ariaomożna stwierdzić, że dla wszystkich r śrędnia wartość składowej
promieniowej jest równa 0. Nie można tego wprost stwierdzić odnośnie do średniej warto-
ści składowej obwodowej. Wykorzystując parzystość funkcji cosinus można wzór (3.1)
przedstawić w dogodniejszej do obliczeń postaci:

filz

- Z 2b,, r 1-rz cos(Za\
|',: @_zń'; J t+łr;łftzrldv

Całkę występującą we wzorzę (3.2) daje się rozwiązaó metodami analitycznymi ptzez pod-
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stawienie X:t+r2z -2rz cos (Zę) (ltl lub t2])

ż, :+ . :-_, 
^{" 

- r r, xlł _ u, 
" 
* 2rz -(l +r2z)cos(Ztpo)

]}1+r2z -2rz cos(Zrpg) fJ'
(3.3)

Znak (+)przed nawiasem kwadratowym oar.ori się do r< 1, a znak(-) do r>1.
Dla linii r:con§t nie przecinających osobliwości jąder wirowych, a więc dla których

z9o:0, średnia obwodowa prędkości indukowanychwyraża się prostymi zależnościami.
Dla rr<r<!-r*t

V*: (3.4)

a dla r> 1 *r.2, podobnie jak składowa promieniowa, jest równa zęru. Przębieg prędkości
średniej I/, w funkcji promienia r został przedstawiony przykładowo dla Z:3na rys.2.

0,8 0,n ,: 1,1 r

Rys. 2. Prędkość średnia Żrlb, , poblizu osobliwości jądra wirów wierzchołkowych

Składową obwodową prędkości indukowanej dla promien ia r:l można wyznaczyć
bezpośrednio ze wzoru Q.9)

l -cos(Zro\Yr:2br1-_*o4rrr:br, (3,5)

A więc dla r:1 składowa obwodowa prędkości indukowanych od układu wirów prosto_
liniowych jest stała i równa b, (stąd również prędkość średnia tr:br). Można przyjąć,
że również prędkość własna wirów będzie równa -ó" i wiry wierzćhołkowe Ędą się poru-
szaĘ względem układu nieruchomego ze stałą prędkością kątową a:bvyolRa, a dla
uzYskania układu wirów prostoliniowych, należy układowi sił zewnętrznych indukującelo

2b,
r
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te sity, nadać prędkość kątową 6o: - łl (dla układu o Z>2*). Wobec tego współczynnik
posuwu dla rozpatrywanęgo układu wirów prostoliniowych będzie różny od zera i równy

(3.6)

TVielkoŚĆ (Złpg) występującą we wzoTze (3.3) można wyznaczyć wykorzystując własność
cieczy rzeczywistych - tworzenie się powierzchni rozdziału w miejscach, w którycb ciśnie-
nie osiąga wartość ciśnienia krytycznego - p*.

W przepływie potencjalnym, pole ciśnień jest ściśle związane z polem prędkości. W przy_
padku pola prędkości indukowanych przez układy wirowe, poza osobliwościami przepływ
jest przepływem potencjalnym. Ciśnienie można wyznaczyó porównując moce sił zewnętrz-
nYch okreŚlonych z zasady krętu i z zasady energii lub z całki Cauchy'ego_Lagrange'a
dla przepływu względnego

l11

nVo1
@Ru bv'

[C)' - (+.)' - 
G:)']- + - + Ę 

:Po-P 1

lĘ:T
:Ł

2

Po podstawieniu do wzoru (3.7) wietkościQ.9) orazzalężności (3.6) uzyskujemy równa_
nie wyznaczające pole ciśnień dla układu wirów prostoliniowych:

po-p _2b? |-rz +rz+2 cos(Zq)

iĘ--v
Przy ustalonych wartości *hry i ór. równanie (3.8) wyznaazapowierzchnie stałego

ciŚnienia, a Powierzchnia na której ciśnienie p przyjmie wartość ciśnięnia krytycznego po,
wYznacza Powierzchnięrozdzialu. (Warunki przepływu niezakłóconego można scharakte_
ryzować liczbą kawit acyjnĘ oo: Ql o - fl ltpV},.)

Powierzchnię roŻdziafu można wyznaczyć z rozpisanego równania (3.8)

2tz + t) 
- (2 ł ó3) r' *' cos (Z rp) t r'(t +a6) - a3 :o . (3.9)

Paramętr 6o:2bvlł oo wiążący liczbę kawita cyjną zwirowością układu, charakteryzuje
Powierzchnię rozdziału i jest pewnego rodzaju miarą osobliwości układu wirowego (dla
Prostoliniowego nieskończenie długiego wiru odosobnionego, wielkość óoR, jest dokładnie
równa promieniowi osobliwości jądra wirowego).

Kształt powierzchni rozd,ziału (przekrój prostopadły do osi) dla kilku wartości óo i Z,
przedstawiono na rys. 3 i 4.

* Układ ńgżony lylko zjednego wiru wierzchołkowego i
obrotu położony w nieskończoności i można mu przypisać
nieruchomy lub poruszający się ruchem prostoliniowym płat

(3.7>

(3.8}

wiru rdzeniowego ma wspólny środek
układ sił zewnętrznych reprezentujący
o skończonym wydłuźeniu.
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,:ź4-,4--;osobLiwość
kołowa

V=r\

\ 7=?

\

- 0,3 * 0,ż *0,1 0 ą1 0,? 0,3 0ł

Rys. 3. K§ztałt'osobliwości jąder wirów wierzchołkgwych

0,5 |-r

---]\_-.,.

--:-\\G)\il
-'=::_\ \. \ tr-,.-*:o' \\ \ 

trr.

-§ \ 'i',,ł.
Rys. 4. Kształt osobliwości jądra wiru osiowego 

l

Wymiary osobliwości wirów wierzchołkowych pomn ożono przez 1lość witów Z -
ptzezcouzyskano lepsze porównanie kształtu osobliwości dla układów o różnej ilości wirów.

Analizując uzyskane wyniki można stwierdzić, że osobliwość wiru wierzchołkowego
przyjmuje w przybliżeniu kształt koła o promieniu r.:6gf z, a osobliwość wiru rdzeniowe-

go, koła o promieniu ,,:6olłL+ó'o
Ksztah osobliwości tym bardziej jest zbliżony do kołowego, im większa jest iloŚĆ

wirów wierzchołkowych i irn mniejsze ó6.

W tabeli 1 przedstawiono maksymalne i minimalne wartości osobliwości jąder wirowych

orazpole powierzchni przekroju osobliwości odniesionej,odpowiednio, dla wiru wierzchoł-

kowego do wielkości II(60|Z)2, otaz dla wirir rdzeniowego do wielkości n6/,rc+ób.



Tabela 1

0,15

Z:2

Zr*t
Zr.,
Z'Sn
;Ę
ft7
fr2

§(l+óE)
-ą-

0,0508
o,0494

1,o0i 1

0,050t
0,0498

1,0000

0,1032
0;0980

1,0052

o,1005
0,0986

1,0002

0,1582
o,1,462

1,0125

0,1518
0,1453

t,0012

0,21,7o
0,1940

1,0238

0,2045
0,1894

1,0040

0,3534
0,2898

1,0679

0,3183
o,2687

1,0200

0,5590
0,3870

1,1690

o,4652
0,336l

1,0692

Wymiary osobliwości układu wirów prostoliniowych

Zr*,
Zrnz
Z2Sn

ą
ft7

hz

^§.(1 
+ ó3)

-Ę.

0,0506
0,0495

1,0002

0,0499
o,0499

1,0000

0,1020
0,0987

1,00t9

0,0996
0,0994

I,0000

Z=3

0,1 551

o,1473

t,0047

0,1488
o,1479

1,0000

0,2l03
0,1959

1,0090

0,1976
0,1947

1,0001

0,3300
o,2925

1,0238

0,2946
o,28t3

1,0019

o,4716
0,3900

t,0526

o,3938
o,3564

1,0093

Zr*l
Zr.z
Z2 S,

iĘ
Ę7
fr2

^9,(1+ót)--;Ę

Zr-t
Z'r"
Z'S.

"Ęht
|ł2
§.(1+d8)
-;Ę-

8 Prace IMP z. 6ł

0,0505
0,0498

o,9997

0,0499
o,0499

1,0000

0,0503
0,0498

o,ggg4

o,0499
o,0499

1,0000

0,1010
0,9990

0,9997

0,0995
0,0995

I,0000

0,1007
0,0993

o,9987

0,0995
0,995

1,0000

Z:5

0,1530
0,1485

0,9998

0,1484
0,t483

1,0000

Z:8

o,152o
0,1490

o,9974

0,1483
0,1483

1,0000

0,2060
0,1975

1,0000

0,1962
0,196t

1,0000

0,2032
0,1985

0,9956

0,t961
0,1967

1,0000

0,3180
0,2950

1,0010

o,2879
0,2868

1,0000

0,3088
o,2963

0,9910

o,2874
o,2873

1,0000

o,4345
o,3925

1,0045

0,3739
0,3690

1,0002

o,4l9ż
0,3964

0,9854

o,3715
0,3713

1,0000
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4. Ęspółczynniki uśrerlniające kręt i energię

Analiza Pola prędkości indukowa nych przez układy wirowe w oparciu o podstawowe
równania mechaniki płynów, umożliwia powiązanie tego pola z akładem sił zewnętrznych
Pole to wYwołującym. RÓwnania całkowę pędu, krętu i energii, chociaż nie dostarczĘ
danYch odnoŚnię do rozkładu sił, pozwalają jednak scharakteryzować wypadkową si|
moment obrotowY i moc, a sĘd również współczynniki obciązenia napofem, momentem
i mocą. PrzliPisanie określonemu rodzajowi sił i określonym wartościom współczynnikóu.
obci?źnnia, charakterystycznego dla nich pola prędkości i związanego z tym pola ciśnieĄ
ma drrŻe znaczenie poznawcze i praktyczne. Co prawda przypadek pola prędkości indu_
kowanYch ptzezukład, wirów prostoliniowych nie jest typowy dla pracy pędników, ale ma
duŻą wartoŚĆPoznawcą, gdyżpozwala na precyzyjniejszą analizępolaw oparciu o dokład_
ne kształty osobliwości jąder wirowych.

PtzY analizie pola prędkości z punktu widzeńia jego powiązania z siłami zewnętrznymi
Pole to wYwoĘącymi, bardzo przydatne stają się wielkości całkowe -_ uśredniające nie-
jednorodnośĆ tego pota. Takimi wielkościami są prędkości średnie po obwodzie ro zpatTzonę
w PoPrzednim rczdzialę oraz współczynniki wynikające z uśrednienia p€du, krętu lub
energii przepływu.

w świetle wcześniej przeprowadzonych prac, najtepiej do analizy pola nadają się
wielkoŚci uŚredniające kwadraty odchyłek od wartości średnich dlaposzczególnych składo-
wych prędkości indukowanych (średnie ż-giego rzędu)

4b
(4.I>

Z 
rlZ

. p,:Ęć_zęłI(ń,a)'or,

gdzie wielkość 3, jest związanaz pędem, ,, ,|iur"^a §uma 6,* X,* p, z energiąkinetyczną
przepływu.

Wykorzystuj ąc w zór definicyjny prędkości średnich Q.l) oraz zalężność (2.9) otrzymu-

rlZ

,,:Ę#rrłI(Ę ,)'or,

rlZz I lt-f cos(zq)]2dę V?X,:7'(*zń]ą-*7 (4,2)
qo

rlZ

^ _rZ z f sin2 (Zq)dę

"-7a_zq,lJW

Z
?(

rlZ

Ka-vł'dę,
Zcło)

Jemy
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Występujące w powyżsżych wzgrach całki, dają się obliczyć podobną metodą jak całka
ze wzota (3.2)

^ 2rz sin(Zqg)B:t*7:;7ąę^'
Dla linii r:const pie przecinających osobliwości, wzoTy określające x, i p, znacznie

się upraszczają, a współczynniki X, i p, stają się sobie równe:

dla r< l
12Z

XrL:Prl:rv(|_Ą,

gdzie

Rys. 5. Współczynniki uśredniające pole prędkości
indukowanych p, i b dla Z-3 i r<t

8r

Rys. 6, Współczynniki uśredniające pole prędkości
indukowanych p, i )(, dla Z:3 i r>1

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Zr Pr
Z,r,x"

', 
:: 
ą, _ rfu:ą(| - u,",io 

Ą-.,, - #,
o, : ną! ą>|a - 

n + z,l, - vtĄlu 
_ 

"* 
.* r)],

, 2rz -(1+r2z)cos(Zqo)4:-

1+r2z -2rz cos(Zęg) '

ą2 z] -rl0,2 ZF-rl



116 T. Koronowicz

dla r>1

Xrz: Pr2:Ń@z:ń. (4.7)

Na rys. 5 i 6 przedstawiono przebieg wielkości Z.r,X,i Z,r.p, w funkcji parametru
ZÓ:Z lt-.|, dla kilku wartości óo wyznaczających granicę osobliwości. Rysunki przed-
stawiają wyniki obliczęń dla Z:3, ale w zastosowanym układzie odniesienia dla innych
wartości Z krzywe Z,r,X, i Z,r, p, wykazują między sobą minimalne różnice, posiadając
identyczny charakter przebiegu.

Dla promieni nie przecinających osobliwości wirów więrzchołkowych współczynniki
x,i p,tworząwspólną krzywą zgodnie z:§ wzoT&llfli (4,6\ i (4.7), rozdzielając się dla promieni
przecinających osobliwości. Współczynnik x. szybko maleje przyjmując dla linii r:1
wartośĆ minimalną równą 0, a p, rośnie, przyjmując dla r btiskich jedności wartość maksy-
malną dla danego óo.

Ciekawą własność wykazuje wielkość zdęfiniowana jako średnia arytmetyczna współ-
czynników y, lub p,, dla odpowiadających sobie promieni równo położonych od środka
osobliwości wirów wierzchołkowych (r:1), pomnożona pIzez ilość wirów Z t wafiość
promienia r oraz dla likwidacji osobliwości punktu r:| przez wielkość ó:|1-l|

rc,:tZólG - D p,r+(l + 6) p,r]:+Zó|(1- 6) x,r+(l+ 6) y,r] . (4.8)

W funkcji parametru 26, wielkość rc" jest bardzo mało zalężna od Z. Dla ilustracji
tego stwierdzenia w tabęli 2 przedstawiono wyniki obliczeń uzyskanych na maszynie cyfro-
Wej' 

Tabela 2

o,o2 0,05 0,10 0,20 0,40 0,60 0,80

2
J

4
6
8

0,24504
o,24504
o,24504
0,24503
0,24503

0,23777
o,237,13
o,23772
o,2377l
o,23771

0,22603
o,22592
o,22588
o,22586
0,22585

o,20393
0,20359
o,20348
o,20339
o,20336

o,16434
o,16370
0,16348
0,1.6332
o,16326

0,12987
o,1,2956

0,12945
o,12937
0,12934

0,09991
0,10067
0,10091
0,10l07
0,1oll2

Z d,anycl: tabęli 2 można przyptlszczń, że również więlkości całkowę dla całego obszaru
połvierzchni II dadzą się w prosty sposób uza!ężnić od ilości wirów więrzchołkowych Z.

Przy wyznaczaniu związków pomiędzy polem prędkości indukowanych przez układy
wirowe a siłami zewnętrznymi wiry te wywołującymi, korzysta się z wielkości całkowej po
powierzchni 1/ prostopadłej do osi przepływu i przecinającej rozpatrywany układ wirowy.

Dla układu wirów prostoliniowych może to być wielkość charakteryzująca pole ciśnień
indukowanych przez ten układ

,-*II#o,
§

Ilustracja zalężnośct r. od ilości wirów Z przy Z6:const

WykorzysĘąc równanie (3.3) oraz wzory definicyjne prędkości średnich i współczyn-
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ników uśredniających 2-giego Tzęd|l, po przekształceniach uzyskujemy dla rozpatrywanego
układu wirów prostoliniowych wzór

O@@

,.- *? 
I (+) (x, ł p,), o, * 

! 
(, -+) y} r dr - 2b, 

! 
( -+) v* r' dr . (4.g)

Całkowanię w powyższym wzorzę należy przeprowadzić z pominięciem osobliwości
jąder wirowych i wobec tego wygodnie jest płaszczyznę S rozdzielić na 4 pierściepiowe
obszary, których granice wyznaczają osobliwości jąder wirowych:

obszar 1 - ujęty największym i najmniejszym promieniem osobliwości wiru rdzenio_
wego (r,"<rlr,r),

obszar 2 - pomiędzy osobliwościami wiru rdzeniowego i wirów wierzchołkowych
(rllr<I-rnr),

obszar 3 - objęty granicami osobliwości ivirów wierzchołkowych (1_.r.r<r<
<1 +r*r),

obszar 4 - pozostała część płaszczyzny S rozciągająca się do nieskończoności
(1+r.2<r<oo).

Granicę osobliwości (Zqg) można wyznaczyć z równania (3.8)

(z Q o) : arc co, 
ł<' *'l 

_+ 4t +_!i) - ó3 
.a:6ł-,-, (4.10)

Calki występujące po prawej stronie równania (a.9) dla obszarów nie zawierających
osobliwości, dają się tozwiryać w sposób ścisły metodami analitycznymi:

- dla obszaru 2

l-;wr l-rwr

xz:pz-4b? IF^)y,rdr:4b|, I #5:
- -b? ,o]t -(l -r-r)2zl ..o , ,.,-- Z '"L ,=47- r, (4,1l)

l'-lut l-rwr

p,: 
Ię-*)?|rdr:ab!,.I +:4b|,1n(*) , G.12)

1-r*l 1 - r-r

l2:2by I t+)-Vł2 dr=4b? J, a,:zb.,|(t -,r.,12 -r?,7, (4.13)

- dla obr"urlr'* 
|ł2

:,*
xł:p+: b? J (, ru) 7,r dr:4b|, I #-,,): -+,"|T17l. co.,ol

1*lp2 11rni

pozostałe całki zawierające prędkości średnie, dla obszaru 4 są równe 0.

tt7
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-\

z.93

a,z,
--=.--.--

\_

-=-:

Z-2
7:17
ż:8/

a*K
_-ta*_

-=§ \.\\
ś-==

0ł 0,2 ą3 ćo

Rys. 7. Współczynniki uśredniające pole prędkości indukowanych p i x dla obszarów
wymaczonych osobliwościami' jąder wirowych

Na rys, 7 są przedstawione wyniki obliczeń wielkości Zx i Zp dla obszaru 3 iĘcznie
dla obszaru 2 i 4. Dla obszaru 1 wielkości Z7 i Zp pTzljmują pomijalnie małe wartości,
istotne jedynie dla rółynocześnie dużych óg i maĘch Z.

Wyniki obliczeń po§zczęgólnych całek występujących po prawej stronie równania (4.9)

odpowiednio zmodyfikowane przedstawiono na rys. 8. Są to wielkości:
@

*:'!"(r-^)(1"łp,)rdr, (4.15)

Z.g

Z.z

2,0

|,0

0,5

@

M:+ l h_b\v*2rdr,4błJ \ n/ (4.16)

N:#It+)v,r,dr. (4.17)



Analiza pola prędkości indukowanyń...

Zprzebiega krzywych na rysunku 8 można stwierdzić, że w układziezwiryanymzpara-
metrem ó9, wielkości K i M mają charakter krzywych logarytmicznych, a JV - słabo
malejącej funkcji ó9.

Starano sĘ znaleźć przybliżone postacie wzorów zależmych od dq i Z najlepiej oddają-
cych wartości K, M i lĄ a równocześnie zachowujących charakter zalęfotości ścisłych dla
przypadku granicznego Z:@. Po wielu próbach ustalono postacie wzorów przybliżonych

iK*: _(1 +ófrlmao!,

119

M*

(4.18)

(4.19)

- (4.20.)lr*:/i: ó3._ji\.
\ 1+ófi zZJ

Dla oceny poprawności powyższych wzorów, w tabeli 3 przedstawiono wl,niki obliczeń
wykonanych według wzorów ścisłych oraz stosunek wartości ścisłej i przybliżonej.

Rys. 8.

- ąl a,2 0,3 ą
Wielkości charakteryzujące pole ciśnień indukowanych przez układy wirów

prostoliniowych
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0,05

7_a

K
M
N

KlK*
MlM*
JV/N*

3,ań4
2,9864
0,9968
1,0041

o,99.71

o,9999

2,34o7
2,2852
0,9873
1,0065
o,9936
o,9997

1,9524
t,8723
0,9718
1,0065
0,9900
o,9994

1,6803
1,5769
0,9503
1,0039
0,9863
o,9987

1,4708
1,,3444

0,9228
0,9986
0,9820
0,997o

1,2992
t,lt93
0,8887
0,9900
o,9757
0,9931

1,1510
o,9757
o,8469
0,9767
o,9639
0,9845

Tabela 3

Z=3

K
M
N

KlK*
MlM*
lv/N*

3,0t59
2,9900
o,997o
1,0042
0,9980
0,9999

2,342l
2,9981
0,9883
l,@12
0,9955
0,9998

1,9559
1,8857
o,9740
1,0083
o,9933
o,9997

Z:5

1,6869
1,5977
0,9544
1,0078
0,99t8
0,9995

1,4820
1,,3756
0,9299
t,0062
0,9908
0,999t

t,31,73

1,1949
0,9009
1,0038
0,9902
0,9983

1,1800
1,o4u
0,8675
1,00l4
0,990r
o,9932

K
M
N

KlK*
MlM*
N|t7*

3"0162
2,9928
o,9972
t,oo43
0,9988
o,9999

2,3433
2,2990
0,9890
1,oo76
o,9973
o,9999

1,958I
1,8951

o,9756
t,0094
0,9958
0,9998

1,6906
1,61t1,
o,9573
1,0101
o,9947
0,9997

t,4878
1,3935
0,9346
1,o10I
0,9941
o,9997

t,3257
1,2185
0,9080
t,o1o2
0,9942
0,9995

1,1918
t,0733
0,8780
1,0t14
0,9953
0,9993

Zą9

K
M
N

KlK*
MlM*
N/lv*

3,0164
2,9947
o,9973
1,0Ń,44

o,9994
1,0000

2,3438
2,3029
0,9895
1,0078
o,9985
0,9999

1,9593
1,9011
0,9767
1,0100
o,9977
0,9999

7,6927
1,6l93
o,9592
1,0l l3
0,9970
0,9999

1,4909
1,4042
0,9376
t,0122
0,9966
0,9999

1,3301
t,23t9
o,9123
1,0136
0,9966
o,9999

1,1977
1,0895
0,8839
1,o164
0,9968
0,9998

Największe odchYłki od wartości ścisłej występują przy wielkości Ę ale zaniechano
Poszukiwania dokładniejszej (ate zarazembardziej skomplikowanej) postaci wzoru na K*.
Ponieważ we wzoTze na P (wzór (3.8)) występuje iloraz Klz..błąd bezwzględny ,ozybliże-
nia w stosunku do pozostałych członów wzoru (3.8) będzie t"go sumego rzędu.

Reasumując, jest do przyjęcia wzór przyb\iżony na wielkość Ą postaci

a,|t*!(,+)]
p,ż _!u+ó2o>1n6o-4b?

/1 +ą -zń(t * *),,o.r,,
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który dla warunku granicznego Z:q sprowadza się do wzoTu

2b?

1+3'o,
P,,=*: -4b2rln łŁ_Vl+aó

słusznego również dla układu Z:a wirów śrubowych.
Jak można sądzić z rysunków 2 i 3 zastąpienie rzeczywistych kształtów osobliwości

wirów, osobliwościami w kształcie odpowiednich walów kołowych nie powinno wpłynąó
zasadniczo na wielkości całkowe K, M i N. Zabieg taki ma duże znaczęnie praktyczne dla
przypadku układów, gdzie wyznaczenię dokładnego kształtu osobliwości wymaga bardzo
pracochłonnych obliczęń.

Jak stwierdzono w rozdzialę 2, osobliwości wirów wierzchołkowych można zastąpić
walcem kołowym o promieniu r-:ógfZ,, a wir rdzeniowy walcem kołowym o promieniu

,r:óolłl+ń.
Wzory wyznaczĄące więlkości K, M i N pozostają te samę, zmienia się w nich jedynie

wielkość Zqgwyznaczona dla kształtu ścisłego wzolenl (4.10). Dla osobliwości wiru wierz-
chołkowego o kształcie kołowym wzór na wielkość Zqobędzie wynikał zzależności geo-

metrycznych

KlKyoł
MlMaoł
N/iy'toł

KlKyoł
MlMl"oł
iI/Ntoł

KlKv"ł
MlMul
N/Ntoł

0,9998
1,0000
o,9997

o,9999
1,0000
o"9999

1,0000
1,0000
o,9999

o,9992
o,9997
0,9985

1,0000
1,0000
0,9998

1,0002
1,0000
0,9999

0,9977
0,9987
0,9970

I,0001
1,0000
0,g9g5

1,0007
1,0000
0,9998

o,2o

0,9953
o,996l
o,9943

I,0002
o,9999
0,0001

1,0013
1,0000
o,9997

o,99t3
0,9903
0,9904

o,9972
0,9981
o,9962

1,0004
o,9996
0,0087

1,oo23
1,0000
o,9995

0,9849
0,9786
0,9835

0,9954
0,9958
o,9945

I,0007
o,9996
0,0081

1,0038
0,9998
o,9992

(4.22>

(4.23}

Tabela 4

0,35

0,9740
0,9560
0,9750

0,993o
0,9913
0,9918

1,0o13
0,9985
0,9975

1,0056
0,9996
0,999l

,-*_(y)'
Zqo:Z arccos _

0,05 | o,,o 
I

0,15 
l

KlKrcł
MłMuł
JV/]rtoł

1,0000
1,0000
1,000

Z:2

Z:5

0,9997 l o ssst
1,0000|0,9997|0,9991
0,9995l0,9987|0,9976
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Wyniki porównawcze pomidzy kształtem naturalnym a kołowym są przedstawione
w tabeli 4, Można z nich sądzić, że ptzyjęcie osobliwości w kształcie walca kołowego dla
wielkości całkowych odnoszących się do całego pola przekroju poprzecznego K, M i N
wpływa minimalnie na wyniki dając błędy większe od tl jedynie dla równocześnie małych
Z i dlżych 61'(2:ż i do>0,2r.

kzedstawione wyżej wyniki analizy posiadają dużą wartość uzytkowąptzy szczegółowej
analizie pola prędkości indukowanych ptzez układy wirowe odpowiadające lrzepływowi
za pędnikiem śrubowym, dostarczając wartości granicznych (tg f : oo) odnośnie do warto-
ści średnich, współczynników uśredniających oraz danych odnośnie do dokładnego
kształtu osobliwrrści wirów i mozliwych w tym wzglSzie uproszczeń modelu oblicze-
niowego.

heca wpłynęła do Redąkcji w styczniu 1973 r.
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npruo.mefiurrx nrxpefi

Pesroue

B padore qpoBę,Ęeu aEaJIa3 IIoJu cKopocTefi n Aasłexd, trEAyKTtrpoBaIIgrx cucreuoń 6ęcroueqno
AJrFrłEl,E npnrło.rumefimx rnpeż, cocTorlqeź us Z>ż BepEInHEbD( BĘpefi c IFpKyrtffIEeż f!Z, pasrio-
MepEo pactronoxeEHbD( Ha KoJIbqeBoM IEJluH,qpe, E Ir3 eAuHullEoro aKcEaJlbĘoro Bn(pa c qrpryrrmpefi
Ę npormoroJloxuoro gatrpaBJleutr , paclloJloxelłEoro B octr 9Toro I1rJIEIIĄ)a.

3ry cucrervry Moxno crIETaTb IIpeAeJIbEBIM cryqaeM cncTeM runroo6pasrsx rnpeĘ trpeAcTaBJIr-
roIW nofle cxopocrei q AaBJreErń, ffi,T{yKTnpoBanffiIx 3a BEEToBrIM .ĘIDKETeJIeIu, T.e. cryqaeM, KorAa
mar srorosofi jlffEtrE qpEIItrMaęr 6ecrorrewro 6orrsmoe 3naqelrre.

B padore oĘpeAeJrfiIoTc' no4po6rłrre Soplłyrrrr, oIMcbIBaIoĘfe troJIe cropocTeź u Aaerterłnź, IrE-

ĄlKTEpoBa!łIłED( wxperoź cucrelłoź n t[opuyłrr, oMcbIBańTTIIłe Sopvy oco6erłrrocrefi BuxpeBbx,Aep.
(Doprua oco6effiIocreź BExpeBhIx {Aep onpeAeJlreTc, c trctloJlb3oBantreM cBożcrB peaJIEIIBIx xg,6ocreĄ
r.e. o6pasoragfie troBepxuocreż par4erra B MecTax, B KoTopBx AaB;tentre AocTEraeT 3rrąIreuae I(ptrTE-
qecKoro AaBJIeEIłfi.

flporsre.ąen nogpodurfr aIIaJItr3 noJIfi cropocTeń r 4arnerrzft Ea ocĘoBe ToWoź $oprrłrr oco6en-
Eogreż B6peBED( g4ęp, a Taloł(e Ea ocxoBe ynpoqerrrłoń (Poplłrr (xorrrqeroe cełerrue).

Pesy,rrsrarrr a'r.arInga, oTlloc{qeroc{ r $oprrłe oco6engocrefi BIłxpeBBx ,Aep tr Bo3MoxHbD( B gToM

oTnofre}Ittr ynpoqeffit pacłetuofi MoAeJta, AocTaEJuIIoT optrrrra:rlnble ,qaEHbIe, ocodenrro EplłroAffhre
trpE aHźUIu3e tron cKopocTeż, ffTł,I§rKTtrpoBaHIIbD( 3a BEHToBbIM ABIDKtrTeneM.



Analiza pola prędkości indukowanych...

Analysis of the YelociĘ Field Inducetl by a Selected Straight-Lined Yortex System

Summary

Analysis of the velocity and pressure fietd induced by ą system of infinitely long straigbt-lined
vortic€s was carried out, the system of vorticęs consisting of Z>2 top vortices of T|Z circulation,
distńbuted evenly over a eircular cllinder, and a single axial vortex of fcirculation and opposite rotation
direction, located on the cylinder axis.

The above sy§tem can be regarded as a limit case of the helical vortex system representing a velocity
and pressure field induced behind a helical propeller, this limit being attaine,d wheo the pitch of the

helix becomes infinite.
Detailed formulas describing the velocity and pressure field induced by the vortbx §ystem were

derived together with formulas describing the shape ofthe vortex kernel singularities, thi§ shape being

determined on the base of the real liquid behaviour-formation of a dividing surface in spots where the
pre§§rrre value bęcomes critical.

Based on the exact shape of vortęx kernel singularities as well as on a simplified shape (eircular
cross-seption), a detailed analysis of the velocity and pressure field was carried out.

Results of the analysis regarding the shape of the vortex kernel singularities and possible simplifi-
cations of the model for.calculations give genuine data which are particularly useful when analyzing
the velocity fipld induced behind a helical propeller.
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