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HANS_BURKHARD VALENTINI

Jena*

Ein ana|ytisch berechenbares Beispiel fiir rlie Strómung eines Plasmas
durch einen magneto-hydrodynamischen Kanal mit Ringquer§chnitt

Ftir Untersuchungen von Vorgźingen in magneto-hydrodynamischen Kaniilen ist es
nitzlich, die Profile der Strómungsgeschwindigkeit und der elektrischen Stromdichte
ftir eini§e vereinfachte, weitgehend analytisch berechenbare Beispiele zu kennen.

Im folgenden wird die stationiire, axiale Strómung eines schwach ionisierten Gases
durch einen Ringkanal mit radialem Magnetfeld behandelt (s. Abb. 1), Die Strómungs_
geschwindigkeit soll die halbe Schallgeschwindigkeit nicht iibersteigen. Man darf in diesem

- 1rz

___ }U

Abb. 1

Fall noch nóherungsweise die Kontinuitżtsgleichung und die Bewegungsgleichung fiir
ein inkompressibles Medium benutzen [1]. Die magnetische Reynolds-Zahl sęi klein
gegen Eins, so daP man das durch den im Plasma induzierten elektrischen Strom erzeugte
Magnetfeld vernachlóssigen darf. AuBerdem wird vom Hall-Effekt abgesehen. Die Tempe-
ratur, die Ziihigkeit ry und die elektrische Leitfahigkeit o des Plasmas werden als róumlich
und zęitlich konstant betrachtet. Die Rechnungen vervollstóndigen die Ergebnisse von
[2] und gelten f[ir Abschnitte eines magnetohydrodynamischen Kanals, deren Lóngen
klein bleiben gegentiber den charakteristischen Liingen fiir die Anderungen der Tempera-
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lnstitut§teil VI - Magnetoplasmadynamik, Jena
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turen von Neutralgas und Elektronengas. Als Ausgangsgleichungen dienen die Konti-
nuitótsgleichung

div v:0
und die Bewegungsgleichung

p (vgrad) y: -gradp* qh + ixB,
das ohmsche Gesetz

j:o(E+vxB)
und von den Maxwellschen Gleichungen nur

divB:0. (4)

Es sind p die Dichte und p der Druck des Plasmas. Die magnetische Induktion B besitze
nur einę radiale Komponente ,B. Mit den Ausgangsgleichungen ist dann eine Strómung
vertróglich, in der die elektrischę Feldstórke E verschwindet, die Strómungsgeschwindigkeit
v nur eine axiale Komponente ł, und die ęlektrische Stromdichte j nur einę azimutale
Komponente .i, besitzt.

Gl. (4) ergibt B(r): Br:rrfr mit B(r):Bl. Aus (3) folglł,: o0, B, al)s (I) \u,l0z:O
und damit (v grad) v : 0 und aus (2) 0p l 0r :0 und

(1)

(2>

(3)

#:,+*(,ł)-"?,? i1

Die Differentialgleich.rng (5) ist in diesęm Fall separierbar. Der Druck

p(z): p(0)-yz

(5)

(6)

fóllt in dieser Nóherung linear lżings des Kanals ab, dabei stellen v:Ip(l)-p(o)]ll :uirrd, l
die LÓnge des betrachteten Abschnittes des Kanals d"ar. ,Dęr Ausdruck (6) fehlt in [2!.

Fiihrt man die Hartmann-Zahl a:(oB|r?lqJrl",
die charakteristische Geschwindigkeit uo : yr|l 44
und die normierten GróBen x_rf 11, !:u,lDo

ein, so folgt aus (5) eine inhomogene Eulęrsche Differentialgleichung

x2y" +xy'-a2y+4x2:0.
Dię Randbedingungen fiir (7) lauten

.],ż:0 fiir x:1 und x:r2f rr:xr.
Ftir die rein hydrodynamische Strómung, d.h. a:0, ist die Lósung
Man erhólt durch Integration sofort

(7)

(8)

von (7) bekannt [3].

y(x):co,lnx-x2 +!

co:(x}-t)|Inxr.
mit

(9)
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Als Lósung im Fall 4>0 und a+2 ergibt sich

Das Integral

ergibt sich zu

y (x): c t, xo - cż, x-o - cr, x2,

xż*'_I xż-" -1 t
Ct:Cs' _2, 4 , C|:Cl', ___2o , C3_xź"-I L-Az 1,-(al2)2

(10)

bedeuten. Fiir den Fall ą:2 erhżlt man

y(x):c+.(*'**-')-x'.lnx (11)
mit

c+:x3.\nxrl(x}-X;').

Die Lósung von (7) ftir dięsen Fall fehlt in [2].
DerOrtdesMaximumsderStrómungsgeschwindigkeitlżBtsichaus dyldx:Oberechnen.

Ftir den gesamten FluB Q durch den Ringkanal gilt

Q:2nr| u o. Q (ą, x r) : (rc 12) (y l D rt s
und ftir die tiber den Querschnitt gemittelte strómungsgeschwindigkeit

ó:uoql@l*D.

x2

q(a,xz): Iy@,a)xdx
I

(I2)

s:l|-ź-,-*j)J ftir a:0,

^ _f (xtr" + I) |(2 - Ą x! - Q + a)] + :,,ąxŻ+ o 

- 4 (*t - t)q-| _- L @'r'-I)(2+a)(2_a)
xr-I1 I

l.-

4 ] (1 _(,l2)')
fiir a>0, ą*2 und

x!-I x!.]n2 x,ą--:--:, ,' lLir a:2.' 16 (*I- t)

Dię DurchfluPmenge wóchs,t danach stark mit wachsendem r, und wachsendem r,
an,

Ftihrt man noch jo:ouoBt ein, so folgt fiir die normierte Ringstromdichte.irlio:
:y(x)lx.

In Abb. 2 ist das Geschwindigkeitsprofil u"lu_o:y(x) fir xr:) mit der Hartmann-Zahl
,r als Parameter dargestellt worderr. Dię Bremsung der Strómung durch die innere Reibung
L'ewirkt, daP das Maximum der Strómungsgeschwindigkeit frir a:0 ndher an der Innen-
'ntand des Ringkanals liegt als an der AuBenwand. Die Brernsung der Strómung nimmt
nit wachsęndęm a zu. Das Maximum, der Strómungsgeschwindigkeit wandert nach aupen,
,la dięse Bremsung nach (9) mit wachsendem Abstand von der Achse schwócher wird.
-ĄuBerdem nimmt bei gleichbleibendem oo die maximale Strómungsgeschwindigkeit und
die DurchfluBmenge ab.
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Abbildung 3 zeigt den Ort x*det maximalen Strómungsgeschwindigkeit in Abhżngigkeit

von a ftir xz:ż.
InAbb.4istdienormierteDurchfluBmenge{ftir xz:żlnAbhżingigkeitvon4graphisch

dargestellt worden.

Abbildung 5 gibt das auf die mittlere Geschwindigkeit bezogene Strómungsprofil

u,|ó:y,(x|-l)lq@,x2) fiir xz_Z mtt a als Parametęr an. Diesę Darstellung entspricht

dem Fall konstant gehaltener DurchfluPmenge.

In Abb. 6 ist die normiertę DurchfluBmengę q in Abhóngigkeit von x, mit u alsPara-
meter dargestellt worden.

ię/ ło

p. 1,k

Abb. 7

2,01,81,6

Abbildung 7 zeigt das Profil fiir die Dichte des Ringstromes j"ljo:y@)lx fńr xr:)
und konstantes j6 mit a als Parametęr im gleichen MaBstab wie in Abb, 2. Das Profil
der Ringstromdichte verlóuft etwas flacher und besitzt das Maximum etwas nóhęr an dęr

Innenwand als das Profil der Strómungsgeschwindigkeit.
Dię Beriicksichtigung des Hall-Effektes in der Berechnung der Strómung durch einen

magneto-hydrodynamischen Ringkanal erfordert einen wesęntlich gróBeren mathema-

tischen Aufwand. Der Hall-Effekt, ftihrt zum Auftreten axialer und radialer Kompo-



Ein analytisch berechenbares Beispiel ftir die Strómung eines Plasmas...

nenten der elektrischen Feldstiirkę und der elektrischen stromdichte und zu einer
azimutalen Komponente der Strómungsgeschwindigkeit. Frir konstantę ęlęktrischę
Feldstżirke und kleinę Hall-Parameter, d.h. arK|, lassen sich die Rechnungen noch
analog zum Fall at:O durchfrihren. Etgiinzt man das Gleichungssystem (1),,..,(4)
durch rot E:0, div j:0 und auf der linken Sęitę von (3) durch dęn Hall-Term (arlB)
rj x B), so lóBt sich auBerdem noch leicht zeigen, daB Anderungen der azimutalen Strom-
dichte und der azinrutalen Strómungsgeschwindigkeit lóngs des Kanals zu Quellen des

elektrischen Feldes im Plasma ftihren. Irr [4] ist fiir einen Hall-Genęrator im Leerlauf
abgeleitet worden, daB eine Ladungstrennung hauptsżchlich in einer diinnen Schicht am
Eirigang und am Ausgang des Kanals auftritt. Dię Elektronen gewinnen in dem im Plasma
entstehenden elektrischen Feld Energie, wodurch sich die Temperatur und dię Dichte
des Elektronengases und damit auch die elektrischę Leitfóhigkeit des Plasmas rźumlich
żndern und weitere Quellen des elektrischen Feldes auftreten kónnen.
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AnaliĘcznie obliczalny przykład przepĘwu plazmy przez kanał magnetohydroilynamiczny

.- o przekroju pierścieniowym

sf reszczenie

Obliczono rozkłady prędkości przepływu i gęstości prądu elektrycznego dla poddźwiękowego
przepływu plazmy w pierścieniowym kanale, w obecności pola magnetycznego skierowanego pro-
mieniowo.

An Analytically Calculable Example of Plasma Flow through the Magnetohyfuodynamic
channel of Annrrlar cross-section

Summary

The distributions have been calculated of the flow velocity and electric curręnt density for a sub-
sonic flow of plasma in an annular duct, in the presence of the magnetic field directed radially.

Arranuru.Iecnu orrpe.ĄeJlfenrufi npnuep Teqenrłfl [JIa3MbI łeper MIĄ
KaHaJI KoJIbqeBoIo flonepeqHoro ceq€Huff

Pegrowe

Paccqrłrauo pac[peAeJIeHIIe cKopocTeź TeqeHIłfl r nnorrłocreż 9łexTplłqecxoro Toxa A.rr{ Ao3ByKo-
Boro TeqeHIłfi [JIa3MbI B KoJlbqeBoM KaHanę B npIłcyTcTBIłIł MąrHETItoro IIoJlrI, EaIIpaBJIęEHoro pa.,4ItąJIbI1o.
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