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HANS-BURKHARD VALENTINI

Jena*

Ein analytisch berechenbares Beispiel fiir die Stromung eines Plasmas
durch einen magneto-hydrodynamischen Kanal mit Ringquerschnitt

Fiir Untersuchungen von Vorgingen in magneto-hydrodynamischen Kanilen ist es
niitzlich, die Profile der Strémungsgeschwindigkeit und der elektrischen Stromdichte
fiir einige vereinfachte, weitgehend analytisch berechenbare Beispiele zu kennen. :

Im folgenden wird die stationire, axiale Stromung eines schwach ionisierten Gases
durch einen Ringkanal mit radialem Magnetfeld behandelt (s. Abb. 1). Die Stromungs-
geschwindigkeit soll die halbe Schallgeschwindigkeit nicht iibersteigen. Man darf in diesem

S

2

Abb. 1

Fall noch niherungsweise die Kontinuititsgleichung und die Bewegungsgleichung fiir
ein inkompressibles Medium benutzen [1]. Die magnetische Reynolds-Zahl sei klein
gegen Eins, so dap man das durch den im Plasma induzierten elektrischen Strom erzeugte
Magnetfeld vernachlissigen darf. AuBerdem wird vom Hall-Effekt abgesehen. Die Tempe-
ratur, die Zihigkeit # und die elektrische Leitfihigkeit o des Plasmas werden als rdumlich
und zeitlich konstant betrachtet. Die Rechnungen vervollstindigen die Ergebnisse von
[2] und gelten fiir Abschnitte eines magnetohydrodynamischen Kanals, deren Lingen
klein bleiben gegeniiber den charakteristischen Lingen fiir die Anderungen der Tempera-

* Zentralinstitut fiir Elektronenphysik der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
Institutsteil VI — Magnetoplasmadynamik, Jena
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turen von Neutralgas und Elektronengas. Als Ausgangsgleichungen dienen die Konti-
nuitdtsgleichung

divv=0 ®
und die Bewegungsgleichung
p(vgrad)v=—grad p+ndv+jxB, 2
das Ohmsche Gesetz
i=c(E+vxB) 3)

und von den Maxwellschen Gleichungen nur
divB=0. “4)

Es sind p die Dichte und p der Druck des Plasmas. Die magnetische Induktion B besitze
nur eine radiale Komponente B. Mit den Ausgangsgleichungen ist dann eine Strémung
vertréglich, in der die elektrische Feldstirke E verschwindet, die Stromungsgeschwindigkeit
v nur eine axiale Komponente v, und die elektrische Stromdichte j nur eine azimutale
Komponente j, besitzt.

Gl. (4) ergibt B(r)=B,; r,/r mit B(r;)=B,. Aus (3) folgt j,=ov, B, aus (1) 0v,/0z=0
und damit (v grad) v=0 und aus (2) dp/dr=0 und

op 10/ ov, v,
o Bir; ®)
el i 6r(r 6r> o r?

Die Differentialgleichung (5) ist in diesem Fall separierbar. Der Druck

p(2)=p0)—yz (6)

féllt in dieser Néaherung linear lings des Kanals ab, dabei stellen y=[p(@)—p(0)]/] und /
die Linge des betrachteten Abschnittes des Kanals dar. Der Ausdruck (6) fehlt in [2].

Fiihrt man die Hartmann-Zahl a=(cB? r3/y)'/?,
die charakteristische Geschwindigkeit v, = yrZ/4y
und die normierten Gréfen x=rfr,, y=0/v,
ein, so folgt aus (5) eine inhomogene Eulersche Differentialgleichung

X2y +xy" —a’y +4x*=0. M
Die Randbedingungen fiir (7) lauten
y=0 fir x=1 und x=r,/r;=x,. )

Fir die rein hydrodynamische Strémung, d.h. =0, ist die Losung von (7) bekannt [3].
Man erhilt durch Integration sofort

y(x)=c0-lnx—x2+1 ®
mit

co=(x3=Vhx,.
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Als Losung im Fall a>0 und a#2 ergibt sich

yo) =g, xf s x d e, x% (10)
wobei
b Cr 1
e o EE s G s

bedeuten. Fiir den Fall a=2 erhilt man

Vo =c il ox )2 Iny (11)

ca=x3 Inx,/(x3—x3%).

Die Losung von (7) fir diesen Fall fehlt in [2].
Der Ort des Maximums der Stromungsgeschwindigkeit 14t sich aus dy/dx =0 berechnen.
Fiir den gesamten Fluf Q durch den Ringkanal gilt

Q=2nrvy"q(a,x,)=n/2)(y/m)riq

und fir die liber den Querschnitt gemittelte Stromungsgeschwindigkeit

v=0q/(x;—1). (12)
Das Integral

q(a,x,)= {y(x,a)xdx

ergibt sich zu

2_12
[x;‘—1—(x2 ):l fiir  'a=0,

B

iz In,

q=[(x§"+I)[(2——a)x§—(2+a)]+~’:1ax§+“—4(x§'—1)_x§——1:|. 1

(x3*—1)2+a)(2—a) 4 (1—(a/2))
fiir a>0, a#2 und
-l

Liihe o i g
BT G

Die Durchflupmenge wichst danach stark mit wachsendem r, und wachsendem r;
an.

Fihrt man noch j,=0v,B, ein, so folgt fiir die normierte Ringstromdichte j,/jo =
=y(x)/x.

In Abb. 2 ist das Geschwindigkeitsprofil v,/v, = y(x) fiir x, =2 mit der Hartmann-Zahl
a als Parameter dargestellt worden. Die Bremsuflg der Strémung durch die innere Reibung
bewirkt, da} das Maximum der Stromungsgeschwindigkeit fiir =0 niher an der Innen-
wand des Ringkanals liegt als an der Aupenwand. Die Bremsung der Strémung nimmt
mit wachsendem a zu. Das Maximum der Stromungsgeschwindigkeit wandert nach aufen,
da diese Bremsung nach (9) mit wachsendem Abstand von der Achse schwicher wird.
Auferdem nimmt bei gleichbleibendem v, die maximale Stromungsgeschwindigkeit und
die Durchflupmenge ab.
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Abbildung 3 zeigt den Ort x,, der maximalen Strémungsgeschwindigkeit in Abhédngigkeit
Non g i v, — 2

In Abb. 4 ist die normierte DurchfluBmenge ¢ fiir x, =2 in Abhingigkeit von a graphisch
dargestellt worden.

Abbildung 5 gibt das auf die mittlere Geschwindigkeit bezogene Stromungsprofil
v,[o=y-(x:—1)/q(a, x,) fir x,=2 mit g als Parameter an. Diese Darstellung entspricht
dem Fall konstant gehaltener DurchfluPmenge.

In Abb. 6 ist die normierte Durchflupmenge ¢ in Abhéngigkeit von x, mit a als Para-
meter dargestellt worden.
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Abb. 7

Abbildung 7 zeigt das Profil fiir die Dichte des Ringstromes j,/jo =y (x)/x fiir x,=2
und konstantes j, mit a als Parameter im gleichen Mafstab wie in Abb. 2. Das Profil
der Ringstromdichte verlduft etwas flacher und besitzt das Maximum etwas niher an der
Innenwand als das Profil der Stromungsgeschwindigkeit.

Die Beriicksichtigung des Hall-Effektes in der Berechnung der Stromung durch einen
magneto-hydrodynamischen Ringkanal erfordert einen wesentlich groferen mathema-
tischen Aufwand. Der Hall-Effekt, filhrt zum Auftreten axialer und radialer Kompo-
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nenten der elektrischen Feldstirke und der elektrischen Stromdichte und zu einer
azimutalen Komponente der Stromungsgeschwindigkeit. Fiir konstante elektrische
Feldstirke und kleine Hall-Parameter, d.h. wr<1, lassen sich die Rechnungen noch
analog zum Fall wr=0 durchfiihren. Erginzt man das Gleichungssystem (1), ..., (4)
durch rot E=0, div j=0 und auf der linken Seite von (3) durch den Hall-Term (w7/B)
(j X B), so lipt sich auBerdem noch leicht zeigen, dap Anderungen der azimutalen Strom-
dichte und der azimutalen Stromungsgeschwindigkeit lings des Kanals zu Quellen des
elektrischen Feldes im Plasma fiithren. In [4] ist fiir einen Hall-Generator im Leerlauf
abgeleitet worden, daf eine Ladungstrennung hauptsdchlich in einer diinnen Schicht am
Eingang und am Ausgang des Kanals auftritt. Die Elektronen gewinnen in dem im Plasma
entstehenden elektrischen Feld Energie, wodurch sich die Temperatur und die Dichte
des Elektronengases und damit auch die elektrische Leitf4higkeit des Plasmas rdumlich
indern und weitere Quellen des elektrischen Feldes auftreten konnen.
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Analitycznie obliczalny przyklad przeplywu plazmy przez kanal magnetohydrodynamiczny
7 o przekroju pierscieniowym

Streszczenie

Obliczono rozklady predkosci przeptywu i gestosci pradu elektrycznego dla poddiwiekowego
przeptywu plazmy w pierScieniowym kanale, w obecno$ci pola magnetycznego skierowanego pro-
mieniowo.

An Analytically Calculable Example of Plasma Flow through the Magnetohydrodynamic
Channel of Annular Cross-Section

Summary

The distributions have been calculated of the flow velocity and electric current density for a sub-
sonic flow of plasma in an annular duct, in the presence of the magnetic field directed radially.

ABanuTHYeCKH ompe/eisieMblii mpuMep Tedenusi miazMbl depe3 MI/I
KaHaJ KOJbLHEBOr0 HOHEPeYHOro CeveHus

Pe3rome

Paccuntano pacHupenencHue CKOPOCTe TE€YeHUsI M IIOTHOCTEH QIICKTPUYECKOTO TOKA HJIA NO3BYKO-
BOTO TCYCHUSA IVIA3MBI B KOJIBLICBOM KaHAJIC B MPUCYTCTBAM MArHUTHOTO MOJIsA, HAIPABIECHHOT O padalIbHO,

5 Prace IMP 2z, 62-63



