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Numeryczna implementacja modelu racjonalnej turbulencji

Michal Karcz, Janusz Badur!

Praca dotyczy rewaloryzacji modelu racjonalnej turbulencji opracowanego w
latach 1940 — 1955 przez Michata Broszko. Dokonano ponownego wyprowadzenia
rownan we wspolczesnym zapisie, przeinterpretowano stata wektorowa modelu i
zapisano model 3D w postaci zachowawczej. Nastepnie model w wersji 2D za-
implementowano oraz wykonano sprawdzajace obliczenia. Na benchmarkowym
przyktadzie dokonano obliczen i poréwnan modelu racjonalnej turbulencji z stan-
dardowym modelem dwuréwnaniowym.

1 Wstep - Gléwne motywacje

Racjonalizm wsparciem dla empiryzmu? Termomechanika ptynéw bedac
nauka okrzepta i w pelni uksztattowana, w duzym stopniu bazuje na zalezno-
sciach i formutach pochodzenia empirycznego. Przez formuly i wzory empiryczne
rozumiemy wzory wyprowadzone bezposrednio z pomiaru zjawiska, okreslone w
pewnym zakresie, bez uzasadnienia teoretycznego i bez wzgledu na zwiazek z
innymi zjawiskami. Na wzorach empirycznych mozna polega¢ w zakresie, do kto-
rego stosuja sie pomiary, a ekstrapolacja ich zastosowania poza éw obreb jest
niezwykle niebezpieczna.

Powszechnym jest poglad, iz wszystkie wzory i prawa termomechaniki ptynéw
sa naturalnie ostatecznie pochodzenia empirycznego. To stwierdzenie uwypukla
pewne przeciwienstwo, brane czasami pod uwage, ktérym sa wzory i prawa ra-
cjonalne, czyli takie ktére sa uzasadnione rozumowo za pomocg narzedzi takich
jak logika i matematyka. Wzory racjonalne sa zatem przede wszystkim wynikiem
dedukcyjnej metody rozumowania. W termomechanice wzory racjonalne, od lat
mialy swdj wlasny, niepodlegly status. Bylo to zwigzane z przekonaniem, iz za-
sadnicze prawa termomechaniki musza by¢ proste, a poniewaz ksztalt wzoréw
racjonalnych zawsze jest prostszy od ksztaltu wzoréw empirycznych, to w wielu
miejscach modele 1 wzory racjonalne znalazty swe uzasadnienie w obrebie pomia-
row wykonywanych z dostateczna niedoktadnoscia. Dzi§ rozumiemy glebiej, iz
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pelne prostoty (czytaj: liniowosci) prawa Hooke’a, Ohma, Fouriera, Ficka, Dar-
cy i im podobne oddaja zaledwie prosta proporcjonalno§¢ przyczyn i skutkow
oraz ze ich prostota w zadnym razie nie jest pochodzenia metafizycznego. Wspét-
cze$nie ten paradygmat mys$lenia jest bazg branzy, ktéra nazywa sie racjonalna
termomechanika kontinuum.

Metoda racjonalnej termomechaniki. Niestety podejscie racjonalne, tak
obiecujaco plodne, obciazone jest przekleta skaza: nie moze ono obejs¢ sie bez
stawiania hipotez [1]. W samym stawianiu hipotez nie ma jeszcze nic zlego, naj-
nieprzyjemniejszym jest fakt, iz dopiero hipoteza jedna na milion jest zgodna z
prawda empiryczng. Z taniej i potencjalnie sprawnej metody ,atakowania” rze-
czywistosci, racjonalna termomechanika ubrana w dziesiatki tysiecy wykluczaja-
cych sie hipotez, zafiksowanych w artykutach obficie wypelniajacych kilometry
kwadratowe potek bibliotecznych, staje sie balastem w procesie wlasciwego roz-
poznawania rzeczywistosci. Racjonaliéci, za hipoteze uwazaja te zatozenia (o cha-
rakterze matematycznym), ktére sa przyjmowane, gdyz wydaja sie z géry praw-
dopodobne lub sg przyjmowane na prébe. Hipotezy sg materiatem wyj$ciowym
do procesu dedukcji majacego doprowadzi¢ do wnioskéw péiniej (przez kogo inne-
go) do$wiadczalnie sprawdzanych. Stad tez nazywa sie hipotezy eksperymentami
mySlowymi (Gedankenezperiment). W latach 1960-1980 powstala niezla armia
tych racjonalistéw, ktérzy kazdego dnia przetwarzali w swoim Scistym matema-
tycznym aparacie nowa hipoteze. Racjonalista, ktéry zmyslit juz kilka hipotez
uktadajacych sie w tzw. caloksztalt nazywany byl teoretykiem. Bowiem przez
teorie rozumiano w tym czasie spojny zespol hipotez oraz otrzymany z lo-
gicznego przetworzenia réwniez spéjny zesp6t wynikéw. Owa ,spéjnos¢” byla
jedynym powaznym uzasadnieniem finansowania tej pseudonauki. Nieswiadomi
sprochniatych korzeni swej dyscypliny, racjonaliéci az do ostatniego tchu obmysla-
li hipotezy, a potem i wielkie teorie, oddzielajac sie catkowicie od rzeczywistosci
i faktéw stwierdzanych empirycznie. Parkanem oddzielajacym termomechanike
racjonalng od ,,gorszego towarzystwa” bylo owe sze$¢ catkowicie zmys$lonych za-
sad (szumnie zwanych aksjomatami) ktére mialy przyspiesza¢ erupcje hipotez i
potegowaé lawine teorii [1], [14], [20], [33], [42].

Metoda empirycznej termomechaniki EmpirysSci byli w opozycji do racjo-
nalistéw od dawna. Przeciw bezpodstawnej spekulacji wystepowali jednak nielicz-
ni - w siedemnastym wieku, gdy mania pustego matematycznego fantazjowania
ogarneta Europe, Newton protestowal mowiac - hypothesses non fingo. Znane sa
o$wiadczenia fenomenologisty Faradaya. Potem E. Mach i Z. Ostwald podniesli
empiryzm do rangi metody naukowej. Réwniez i Pierre Duhem walczyt o nauke
wolng od hipotez i wynikajacych z nich twierdzen. Wskazywal on, iz w kazdym
twierdzeniu temomechaniki zawarta jest niedopuszczalna ilo$¢ hipotez, ktérych
nie dostrzegamy z racji naszego do nich przyzwyczajenia sie.

Empiry$ci nie cenig racjonalistow za naiwng wiare w prostote rzeczywisto-
sci, bowiem empirySci ztozonos¢ zjawisk odczuwaja bezposrednio w trakcie prze-
prowadzanych do$wiadczen. Stad tez bierze sie pokora w ujmowaniu wynikéw
do$wiadczen w zespot Scistych zaleznosci. Dawniej empirysci swoje stwierdzenia
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wyrazone jezykiem matematyki nazywali ,,working theories”, tzn teorii prowizo-
rycznych przyjetych w badaniach nowych dziedzin z petlng §wiadomoscia, iz okaza
sie one z czasem niewystarczajace, ale na razie moga stuzy¢ za ni¢ przewodnia
w chaosie zjawisk. Dzisiaj te ,,working theories” nazywa si¢ po prostu modelem
matematycznym danego zjawiska.

Operacja wyposazenia modelu matematycznego w konkretne stale nazywa sie
kalibracjg modelu i jest to niezmiernie trudna oraz pracochtonna czynnosé¢, kté-
ra empirycy cenig na réwni z czynnoscig pomiaru liczbowego w eksperymencie.
Mimo, iz modele matematyczne wykonane sa z réwnan rézniczkowo—catkowych
i spokrewnionych technik matematycznych, status tych modeli byl, jest i pozo-
stanie statusem nauki fenomenologicznej. Modele matematyczne pojmujemy jako
zwarty sposob ujecia empirycznych danych, niczego nie wyjaéniajacy, a stuzacy
jedynie do najwygodniejszego wykorzystania wiedzy o zjawisku [35], [39], [41].

Racjonalno$é w mechanice ptynéw Wedlug Truesdella [33] racjonalna ter-
momechanika ptynéw jako sposéb modelowania zjawisk rozpoczyna sie od prac
da Vinci, d’Alemberta, Eulera, Naviera i Cauchy, czyli pojawia sie réwnolegle z
racjonalng termomechanika cial staltych. Specyfika termomechaniki plynéw jest
empiryczny fakt stwierdzajacy, iz pltyny robocze nie przenosza sprezystych od-
ksztalcen postaciowych. W zwigzku z tym kinematyka deformacji ograniczyta
sie jedynie od opisania objetosciowych deformacji sprezystych, co byto mozliwe
po uzyciu wyznacznika gradientu deformacji J = det F | okreslajacego kulista
ekspansje ptynu. Taki byl pierwszy model ptynu sprezystego opracowany przez
Boyle’a i podjety przez Rankine’a [3].

Natomiast cechg fizyczng silnie wyrédzniajaca plyny od klasycznych ciat sta-
tych byta ich duza lepko$¢ odpowiedzialna za przenoszenie lepkiego strumienia
pedu. Liniowym modelem lepkiego strumienia pedu byl jednowymiarowy pier-
wowzor Newtona. Przejécie na model tréjwymiarowy okazalo sie nie by¢ tatwe (w
ciele stalym prowadzono podobne prace zwigzane z rozszerzeniem jednowymiaro-
wego modelu sprezystego Hooke’a), totez wokél sprawy poprawnego zbudowania
modelu 3D lepkiego strumienia pedu skupili sie racjonaliéci pierwszej potowy dzie-
wietnastego wieku. Poczatkowo, w analogii do jednowymiarowego i nieliniowego
modelu tarcia Prony i Darcy [4], prébowano od razu zbudowaé nie-newtonowski
model tréjwymiarowy, lecz w koncu dzieki pracom takich weteranéw i pionie-
row jak Navier i Green, racjonalista George Stokes w 1845 wyprowadzil rownanie
konstytutywne opisujace lepki strumien pedu w plynie $cisliwym [2].

W drugiej polowie dziewietnastego wieku nastapity dalsze prace nad réw-
naniami konstytutywnymi. Dotyczyly one nie tylko czesci sprezystej, ale réw-
niez modeli ptynéw reologicznych (stabo—nielokalnych w czasie), ptynéw starze-
jacych sie, plynéw z termiczng transpiracja, ptynéw z wlasnoSciami magnetyczno-
elektrycznymi, pltynéw z dyfuzjg sktadnikéw, ptynéw przewodzacych ciepto, pty-
néw nadprzewodzacych cieplto, ped i tadunek elektryczny. Do weteranéw tego
okresu zaliczaja sie Hill, Basset, Boussinesq, Maxwell, oraz polscy badacze tacy
jak Kucharzewski, Zérawski, Gasiewski, Skiba czy Natanson [42].

Drugim nurtem, nie mniej waznym dla racjonalnej termomechaniki ptynéw,
byly badania nad wtlasciwg postacig strumienia energii. Niestety z racji nie



M. Karcz, J. Badur

wystepowania sprezystego strumienia energii, badania skupily sie na modelowa-
niu tzw. dyfuzyjnego strumienia energii sktadajacego sie ze strumienia ciepla,
strumienia mechanicznego energii, dyfuzyjnego strumienia energii, strumienia ra-
diacyjnego i innych. Tutaj kluczowymi modelami byl liniowy model strumienia
ciepla Fouriera (1824) i relacja Umova—Volterry opisujaca mechaniczny strumien
energii. Do weteranéw i pionieréw tamtego okresu zalicza sie Pointinga, Jauman-
na, Duhema, Plancka i Clebsha [23].

W trakcie badan nad strumieniem energii uksztattowala sie lokalna w czasie
i przestrzeni wersja Il Zasady Termodynamiki, ktéra operuje pojeciami entropii
wladciwej i strumienia entropii (Duhem 1904, Jaumann 1918, Eckart 1940). Do
sprawy wtasciwego wykorzystania réwnania ewolucji entropii racjonali$ci powro-
cili za sprawg Truesdella na poczatku lat szeS¢dziesiatych ubiegltego wieku.

Natomiast dyfuzja i transport masy staly sie przedmiotem racjonalistow do-
piero od pracy generala Ficka w 1870 roku. Podano w niej liniowe rownanie
konstytutywne na dyfuzyjny strumien masy w oparciu o pojecie wspotczynnika
dyfuzji masy. W literaturze krajowej rozszerzenie na nie-fickowski strumien masy
byty przedmiotem prac S. Sieniutycza [43].

Narzedzia badawcze racjonalnej termomechaniki Nie sposéb w kilku zda-
niach podaé¢ gléwne elementy badan racjonalistéw. Spierali sie oni, np. o sposéb
przejScia strumienia z objeto$ci na brzeg obszaru orientowany wektorem nor-
malnym 7. Po licznych zmaganiach, udokumentowanych wypekionymi (_?élkami

bibliotecznymi, ustalono konsensus, ktéry stwierdza, iz strumien pedu T), stru-

mien ciepla (¢) oraz strumief masy <Jm) na brzegu obszaru pojawiaja sie jako

wektor sily (f), cieplo (¢) i masa () poniewaz ma miejsce:

=

- x4
F=T#, ¢=q-f, th=J,- f (1)

Trzeba przyznac, ze racjonali$ci wiele czasu poswiecili na oczyszczenie jezyka
matematycznego, ktérym postugiwata sie termomechanika ptynéw. Ale uczciwie
moéwiac to ich zastugi polegaja gltéwnie na tym, iz rozszerzali oni dobrze sprawdzo-
ne modele jednowymiarowe na malto uzyteczne w czasach przedkomputerowych
modele 3D. Taka praca nawet wtedy miala sens bowiem tak jak czes¢ aparatu-
ry doswiadczalnej staje sie z czasem przestarzata i wspélczesny eksperymentator
moze o niej zapomnie¢, tak tez znaczna cze$¢ aparatu matematycznego z czaséw
naszych dziadkéw stanowi w istocie ,nedzna rupieciarnie” [33].

Totez stawiajac hipotezy odno$nie postaci réwnan konstytutywnych, nalezy
wcigz od nowa uczy¢ sie mysle¢ prosto i uzywac¢ poje¢ matematycznych, ktore
przedstawiaja do$wiadczenie w sposob nie stepiony i nie zamglony. Przyktadem
takiego procesu ,samooczyszczenia’ sg znane zmagania miedzy liderami termo-
mechaniki, ktére odbyly sie w latach 1890-1910. Dotyczyly one ustalenia, ktory
ze stosowanych zapisow tj. quaternionowy lub tensorowy ma obowiazywaé¢ w
termomechanice racjonalnej [13]. Wynikiem tych sporéw bylo wprowadzenie ra-
chunku tensorowego, ktéry wypchnat obowiazujacy od ponad pétwiecza rachunek
quaternionowy z kontynentu na wyspy brytyjskie, a potem zepchnat go w otchtan
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zapomnienia. Ostatnim protagonistg rachunku quaternionowego byt Tait, a jego
zaciekla walka z Gibbsem, Krylowem, Appellem, Menabrea byla powodowana
rowniez faktem, iz z odejSciem rachunku quaternionowego nastapito odciecie sie
od wiedzy zawartej w pracach Hamiltona, Basseta, Hilla, Taita i wielu innych [6],

[7], [9].

Turbulencja jako kontrargument zasady obiektywnosci W potlowie lat
sze$édziesiatych racjonalisci glosno zaczeli méwié o zasadach (aksjomatach) mo-
delowania - wszechpoteznych i wszechwiedzacych. W praktyce zasady te maja
status niepisanych ograniczen procesu wymys$lania hipotez, sprowadzajacych sie
w gruncie rzeczy do wiezéw nalozonych na mozliwe formy réwnan konstytutyw-
nych. Zasady racjonalnej termomechaniki w postaci ,,milczacej wiedzy”, w pew-
nym sensie istnialy od czaséw pierwszych racjonalistéw i w koncu uzyskaty status
cenzora dzialajacego wedlug scenariusza samoograniczenia.

Faktycznym tworca zasad jest C. Truesdell i w jego sformutowaniu zasady owe
podajemy:

1. Zasada determinizmu - wyraza zastrzezenie, iz strumienie masy, pedu i
energii dzialajace na hipotetyczng czastke osrodka ciaglego, moga zaleze¢ od
historii kinematycznej oSrodka okre§lonej poprzez historie jego ruchu. Fakt
ten nalezy uwzgledni¢ podczas budowy rownan konstytutywnych, zwtaszcza
dla o$rodkéw posiadajacych nielokalno$ci w czasie (catkowych wzgledem
czasu).

2. Zasada lokalnego dzialania - wyraza zastrzezenia, iz strumienie masy,
pedu i energii dzialajace na hipotetyczna czastke osrodka ciagtego, moga
zaleze¢ tylko od stanu rozpatrywanej czastki. Zasada ta eliminuje nielokalne
(catkowe) w przestrzeni réwnania konstytutywne.

3. Zasada materialnej obiektywnoSci - Historycznie pierwszym byto sfor-
mulowanie Zaremby (1903), ktére méwi, ze réwnania konstytutywne opisu-
jace strumienie masy, pedu i energii winny uwzglednia¢ I zasade dynami-
ki Newtona, tzn. uwzglednia¢ fakt, iz istnieje szereg ruchéw umykajacych
ludzkiemu poznaniu. Ruchy te poznajemy po tym iz wyniki transformacji
pasywnych nie sg odréznialne od wynikéw transformacji aktywnych. Inaczej
mowiac, Zaremba proponuje swoje wlasne rozszerzenie | zasady dynamiki
Newtona na przypadek continuum 3D. Niestety sformulowanie Zaremby,
mimo swej prostoty, nie przyjelo sie, a we wspoélczesnej racjonalnej termo-
mechanice dominuja dwa sformutowania: C. Truesdella oraz I. Miillera.

Sformutowanie Truesdella zasadza sie na poniekad stusznym zalozeniu, iz
dwaj rézni obserwatorzy obserwujac ten sam ruch kontinuum spostrzegaja
(mierza) te same strumienie masy, pedu i energii. Dwaj obserwatorzy moga
wzgledem siebie porusza¢ sie i obraca¢ swoje uklady odniesienia w spos6b
znany w czasie. Wtasnie zmiana w czasie wzajemnego obrotu dwdch obser-
watoréw, ujeta poprzez macierz obrotu Q = Q (¢) jest niezwykle mocnym
warunkiem sformutowania Truesdella. Obrét Q (t), stala translacja punktéw
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zaczepienia i translacja w czasie o staty interwat okreslaja transformacje pa-
sywna jakiej podlegaja obserwatorzy. Stowne wyprowadzenie zasady opiera
sie na wyjasnieniu poprzez eksperyment mys$lowy. Truesdell proponuje
rozwazy¢ laboratoryjng sprezyne ktora raz rozcigga sie o 5 cm pod wplywem
sil, a drugi raz rozciaga sie o 5 cm pod wplywem sit odsrodkowych wirowania
sprezyny. W pierwszym przypadku nieruchomej sprezyny obserwujemy jej
rozcigganie pod wpltywem réwnomiernie przylozonych sit wzrastajacych w
strone wolnego konca, w drugim przypadku obracajacy sie wraz ze sprezyng
obserwator zauwaza rozcigganie sprezyny pod wplywem sil od$rodkowych
narastajacych w miare oddalania sie od osi obrotu. Truesdell zadaje pyta-
nie, ktére stalo sie podstawa zasady obiektywnosci materialnej, mianowicie
czy modul sprezystosci Younga moze zaleze¢ od predkosci katowej oraz czy
prawo konstytutywne laczace odksztalcenia i predkosci odksztalcen z na-
prezeniami i predko$ciami naprezen moze zaleze¢ od predkosci obracania
sie sprezyny.

4. Zasada wspolobecnosci - wyraza zastrzezenia, iz strumienie masy, pedu
i energii dzialajace na hipotetyczna czastke osrodka ciagtego moga zaleze¢
od wszystkich zmiennych stanu.

Przytoczone tu gtéwne zasady konstruowania rownan konstytutywnych, be-
dace niewzruszona opoka i codziennym panaceum racjonalistéw, w zetknieciu z
problematyka turbulencji traca wiele ze swojej pryncypialnosci. Dwie pierw-
sze zasady - zasada determinizmu i zasada lokalnego dzialania, caltkowicie nie
uwzgledniajg specyfiki turbulentnego transportu masy, pedu i energii.

e Zasada determinizmu - nakazuje formulowaé¢ funkcjonaly na postulo-
wane turbulentne strumienie w postaci wyrazen uwzgledniajacych histo-
rie deformacji i wszystkie poprzednie stany rozpatrywanej czastki konti-
nuum plynnego, pomijajac historie czastek ktére braly udzial w przejsciu
laminarno-turbulentnym i wcigz maja wptyw na poziom turbulencji.

e Zasada lokalnego dzialania - ogranicza wymiane strumieni do wymiany z
czastkami z ktérymi rozpatrywana czastka ma bezposredni kontakt. Zasada
ta jest wiec w sprzecznosci z koncepcja Taylora wielopunktowej turbulencji
[21] w ktorej okresla sie specyfike wymiany turbulentnej jako wymiany nie
zasadzajacej sie na bezposrednim kontakcie dwéch sasiadujacych czastek
lecz na transporcie masy, pedu i energii na odlegtos¢ rzedu lagrange’owskich
dhugosci toru poprzez wymiane miejsca.

e Zasada materialnej obiektywnosci - Mamy tu kilka zagadnien wartych
dyskusji - pierwsze to pytanie czy wyrazenia na strumienie turbulentne
winny by¢ traktowane tak samo jak wyrazenia na strumienie molekularne
konstytuujace rodzaj ptynu (kwasne mleko, zawilgocone powietrze, sucha
para). Mamy tu rézne podejScia, a szczeg6lnie popularnym jest podejscie
traktujace obiekty takie jak turbulentna lepko$¢, turbulentne przewodzenie
i turbulentna dyfuzja jako obiekty operacyjne okreslane w taki sam sposéb
zaréwno w wodzie jak i w powietrzu. Zwolennikéw tego podejscia mozna
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poznaé¢ po tym, iz nie uzywaja oni pojecia réwnania konstytutywnego w
stosunku do turbulentnych strumieni, lecz méwia oni tylko o domknieciach
ktadzionych na te obiekty. Domkniecia nie sa réwnaniami konstytuujacy-
mi material pltynu, a sa jedynie formutami eksperymentalnie ustalonymi
dla danego typu zjawiska, stuzacymi do wyznaczenia ewolucji parametréw
okreslajacych zjawisko turbulentnego transportu?.

Nastepnym pytaniem, powstalym na wzér pytania o modut sprezystosci, jest
pytanie czy lepko$¢ turbulentna moze zaleze¢ od predkos$ci wirowania ukladu
nieinercjalnego. Mozemy tu wykona¢ eksperyment myslowy podobny do ekspe-
rymentu ze sprezyna. Jesli rozpatrzymy przeptyw wody przez wirujacy walec z
predkoscia katowa Q, ktory posiada wlot w jednym denku i wylot w drugim to w
efekcie przeptywu wywotanego dziataniem sit odsrodkowych i sit grawitacji uzy-
skamy strumien masy, powiedzmy mgq, wyptywajacy i wpltywajacy do zbiornika.
Powtarzajac ten sam eksperyment w nieruchomym zbiorniku z dodatkowo zacze-
pionymi sitami pozornymi modelujacymi sity od$rodkowe otrzymamy przeplyw
przez walec rowny rhg—g. Gdyby oba strumienie byly réwne to oznaczalo by to,
ze lepkoS¢ turbulentna - odpowiedzialna za réznice w strumieniach mas - jest taka
sama i nie zalezy od predkosci wirowania. Eksperymenty wykonywane na rzeczy-
wistych stanowiskach [16,37] wykazuja jednak, iz predko$é wirowania ma wplyw
na lepko$¢ turbulentng oraz tym samym na turbulentne strumienie. Taki fakt
narusza paradygmat zasady obiektywnos$ci materialnej i potwierdza stanowisko
badaczy turbulencji nadajacych strumieniom turbulentnym range domkniec.

Sprawa nie ma pojedynczego charakteru, bowiem w maszynach wirnikowych
uzywany jest powszechnie model algebraiczny Boldwina-Lomaxa ktéry uzaleznia
lepko$¢ turbulencji ptynu w wirujacym wirniku od predkosci katowej wirowania
[41]:

v = 1 [(wig + 29i5) (wig + 2035)] (2)

gdzie [* - dlugo$¢ drogi mieszania, w;; sko§nosymetryczna diada wirowosci
oparta o gradient predkosci wzglednej, €2;; =€, € skosno-symetryczna diada,
zbudowana na wektorze predkosci katowej wirnika. Trzeba pamietac, ze czastka
plynu wyplywajaca z nieruchomej kierownicy ma tor mocno odchylony od osi
wirnika i po wejSciu w obszar wirnika wykonuje wraz z nim dziesiagtki obrotéw
aby nastepnie opusci¢ wirnik w kierunku zblizonym do kierunku osi wirnika. Tur-
bulentny przeplyw przez wirnik nie jest prosty do opisania i zamodelowania, a
szczegblnie trudnym jest opisanie momentu wejscia czastki do wirnika i momentu
jego opuszczenia.

Racjonalna termodynamika turbulencji W podejsciu racjonalnym ,,wzbu-
dzony stan turbulentny” traktowany jest jak pewne ztozone kontinuum z mikro-
struktura i stad znane, gotowe, wypracowane termodynamiczne wzorce oceniajace
wktad do produkcji entropii, moga by¢ przeniesione na grunt ”termodynamiki tur-
bulencji”. Nier6wnos¢ Clausiusa-Duhema narzuca termodynamiczne ograniczenia
nie tylko na réwnania konstytuujace ale réwniez na réwnania ewolucji parametréw

2 Jest zaskoczeniem, iz w podobny sposéb traktuje turbulencje Truesdell uwazajac, ze zasada
obiektywnosci materialnej nie dotyczy domknieé [33]
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mikrostruktury. Przyktadowo, kinetyczna energia turbulencji ¥ w podejsciu ter-
modynamiki racjonalnej moze by¢ interpretowana jako druga temperatura, stad
komplet termodynamicznie spéjnych réwnan ewolucyjnych moze by¢ wyprowa-
dzony [40,42].

Plan pracy W rozdziale wstepnym przedstawiliSmy narzedzia badawcze Ter-
momechaniki Racjonalnej podkreslajac, iz zasady okres§lania réwnan konstytu-
tywnych w przypadku modelowania turbulencji muszg by¢ pominiete. Dzieje sie
tak, bowiem réwnania okreslajace turbulentne strumienie masy, pedu i energii
maja status domknie¢ okreslajacych nie material lecz proces.

Nim przejdziemy do wlasciwego tematu, ktérym jest rewaloryzacja mode-
lu Broszki, przedstawimy w rozdziale 2 inne zrewaloryzowane modele turbulen-
cji racjonalnej. Wybrano modele: Reynoldsa (model gradientowej turbulencji),
Nowozytowa (model jednolitej turbulencji przy$cienno—objetosciowej oparty na
lokalnej liczbie Reynoldsa), Wieckowskiego (wzbudzony stan turbulentny opi-
sywany jest przez kontinuum Cosseratéw), Sawickiego (model z konwekcyjnym
turbulentnym strumieniem pedu).

Rozdzial 3 stanowi wtasciwa rekonstrukcje modelu Broszki - model ten oparty
jest na racjonalnym zalozeniu, iz turbulentny strumien pedu w obrebie czastki
kontinuum, nie podlega konwekcji (co analitycznie wyraza sie poprzez formule
(49). Rozdzial 4 jest préba przebudowania modelu Broszki do postaci zacho-
wawczej spojnej ze wspotczesng CFD. W rozdziale 5 przedstawiono numeryczng
implementacje modelu Broszki do kodu Fluent oraz zaprezentowano testowe roz-
wigzanie. Prace koncza wnioski podkreslajace pozytywy modeli racjonalnych.

2 Modele matematyczne oparte o podejScie ra-
cjonalne

Mimo widocznej (zwlaszcza na poéltkach bibliotecznych) liczby prac, racjonalna
termomechanika ptynéw konsekwentnie omijata niektére problemy w tym réw-
niez modelowanie turbulencji. Ma racje Michal Broszko, ktéry podkreslat w 1946
r., iz racjonalne podejs$cie do modelowania przeptywéw burzliwych nie miato prak-
tycznie zadnych sukceséw [22] oraz, ze temat ten nawet dzis jest aktualny i warty
uwagi. Nim przejdziemy do omoéwienia propozycji M. Broszko, przytoczmy z kart
historii, kilka rozwiazan, ktére dla racjonalnego modelu turbulencji wciaz maja

znaczenie podstawowe3.

Racjonalna teoria turbulencji Osborne’a Reynoldsa Nie zawsze zdajemy
sobie sprawe, iz jeden z pierwszych modeli racjonalnej turbulencji podat Osbor-
ne Reynolds [12]. Traktowal on turbulencje? jako stan wzbudzony kontinuum,
modelowany myslowo jako niewazki ekstra-ptyn, ktéry hipotetycznie moze byc¢

3Prace Thomsona [10] i Appella [14], chociaz demonstruja doskonaly aparat matematyczny,
nie mogg by¢ zaliczane do mechaniki racjonalnej, bowiem podnosi sie w nich kwestie analogii
przeplywu turbulentnego z innymi modelami klasycznej teorri pola

4Zauwazalna jako ruch oscylacyjny, sinusoidalny [11]
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2 Modele matematyczne oparte o podejscie racjonalne

rozszczepiony (ang. by the additive splitting) od stanu podstawowego nie wzbu-
dzonego. Takie podejscie jest duchem zblizone raczej do podejécia Boussinesqa
[3,5], niz do podejécia kinetycznej teorii gazéw Maxwella [8] opartej o nieréwno-
wagowa PDF. W podejsciu Boussinesqa ekstra-ptyn stanu wzbudzonego przenosi
strumien pedu podobny jak dla modelu strumienia newtonowskiego:

“ 't

x4
R=T =2pd, (3)

ot
w ktérym turbulentny strumien pedu oznaczono przez T (oznaczamy go réw-

niez czesto litera R - Reynolds), za$ przez Z diade predkosci deformacji. Scisle
moéwigc, powyzszy wzér, z uwagi na warunek niescisliwosci trz = 0, okresla jedy-
nie dewiator strumienia ]% i nie definiuje jego §ladu réwnego podwojonej energii
kinetycznej ruchu turbulentnego:

<

Jesli hipotetyczny plyn stanu wzbudzonego posiada wlasnosci ptynu Newtona-
Fouriera-Ficka to pozostale turbulentne strumienie moga mie¢ postac:

= \VT, (5)

J'= D,Ve. (6)

Tym samym 12 niewiadomych ?{, 7', J* po domknieciu réwnaniami (5), (6)
zostalo sprowadzone do czterech niewiadomych 2k = R;;, vy, Ay, Dy.

Model racjonalnej turbulencji w wersji ostatecznej podal Reynolds w 1903
[15]. Model ten, nazwany réwniez gradientowym modelem turbulencji [40], idzie
ponad klasyczne domkniecia. Moze by¢ on dzi$ sklasyfikowany jako model stabo
lokalny w czasie i w przestrzeni, a we wspdlczesnym zapisie ma postaé [38] :

turbulentny strumien masy

D=

Jt= [k2grad( ) + pgrad (k

) g

3

turbulentny strumien pedu

R= (1+ %) { PeT +§7 [grad (pft—/ﬁ) + grad” (pjt_pﬁ)]}Jr

oy [(7+7) © grad (k) + grad (5 © (7" + 7))

turbulentny strumien ciepta

2

7t = pA? (1 + J;) (ft - v) 1? </\ + 3A) [k%grad (p) + perad (ks)} ,
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gdzie \ - dtugosé drogi mieszania, o - wielko$¢ strefy kontaktu miedzy czastkami,
m = 3.14. Jest to model nakrywajacy model (4)+(6) w tym sensie, iz mozna z nie-
go poprzez uproszczenie cztonéw gradientowych uzyska¢ liniowe formuty. Warto
podkresli¢, iz energia kinetyczna turbulencji £ wystepuje tu w pewnej ,kaska-
dzie”, tzn. najnizsza potega w réwnaniu strumienia masy, wyzsza w réwnaniu
strumienia pedu i najwyzsza w réwnaniu strumienia energii. Racjonalny model
Reynoldsa nie byt implementowany numerycznie. Pewne odniesienia do tego mo-
delu znajduja sie w pracy ucznia Reynoldsa - E. Stantona [17]. Inna kontynuacje
tego podejscia zawiera praca Rotty [24].

Racjonalna teoria turbulencji V.V. Nowozylowa W klasycznej teorii tur-
bulencji Prandtla i Karmana [18,19] wystepuja zalozenia, iz mechanizm turbu-
lentnego transportu nie zalezy od lepko$ci ptynu, za wyjatkiem obszaru bliskiego
Sciance. Praktyka wykazuje [27,32], iz wiekszo$¢ badaczy przyjmuje to jako stwier-
dzenie, iz lepkos¢ turbulentna nie zalezy od lepkoSci molekularnej. Skrupulatne
i wyczerpujace analizy rozmaitych eksperymentéw wykonane przez Nowozytowa
[34] wskazuja, iz lepko$¢ molekularna ma wplyw na lepkos$¢ turbulentna. Mo-
del Nowozytowa wykorzystywat taka zaleznos¢ w opisie procesu ewolucji zaréwno
lepkosci turbulentnej jak i catego turbulentnego strumienia pedu.

Model Nowozylowa mozna sklasyfikowa¢ jako rozszerzony model turbulencji
przyéciennej Prandtla tak, aby automatycznie opisywat turbulencje objetoSciowa
Reynoldsa.

Model Prandtla opierat sie na analitycznym wyznaczaniu dtugosci drogi mie-
szania | wystepujacej w relacji (2). W jednowymiarowym przypadku ta dtugos$é
zalezy od:

e odleglosci od $cianki y (Prandtl)

[ = 0.4y, (10)
e stosunku pochodnych (Karman)
dv| |d®v|™"
[=04|—| |- 11
| a2 (11)

Nowozylow uogélnil formute Karmana na przypadek 3D tak, aby w sposéb
gtadki przejé¢ od modelowania turbulencji przysciennej do modelowania turbu-
lencji objetosciowej. Wprowadzil on réwniez zalezno$é lepkosci turbulentnej od
lepko$ci molekularnej w postaci [34]:

n 3
vy =vk,T", n= p fn= 0.53, (12)
gdzie T' oznacza lokalng liczbe Reynoldsa wzorowang na jednowymiarowej
zaleznosci (11):

1
[2‘23-32—‘23-23]

v (2grad ‘SD

T = , (13)
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2 Modele matematyczne oparte o podejscie racjonalne

Axd & o Ax4 D D
gdzie grad () = d+w, d =d”7,w=—-w’, v =p/p. W jednowymiarowym
przypadku lokalna liczba Reynoldsa (13) przechodzi w:

3
-~V

o
oy?

ov

=15 . (14)

Ewolucja turbulentnego strumienia pedu jest teraz okreslona jako:

%}HB + grad (](%) v —2 (]H%$ + L?Tﬁ) = 2ATZ — 4 (23 + sTZ) ; (15)

gdzie wspélczynnik A i 7 zdefiniowane sa nastepujaco [34]:

7 1
A= ——— + —p1p, (16)
u) 2T
1+2 (7)
g s
(k-d)
T = , (17)
<> x4
V2d-d
_ |grad (7)]

(&) :

g
a II; oznacza drugi niezmiennik diady predkosci odksztalcenia . Model ten

g
jest wewnetrznie nieliniowy tzn. wyrazenie (17) zawiera niewiadoma R.

Racjonalna teoria turbulencji J. Wieckowskiego Model Wieckowskiego
[26] postuguje sie hipoteza, iz stan wzbudzony moze by¢ opisany pewnym umow-
nym plynem kinematycznie bogatszym niz plyn Cauchy’ego. Jézef Wieckowski
proponuje aby ptyn wzbudzony byl ptynem czysto wirowym, podobnym do pty-
nu Rankine’a [3]. Podstawowa niewiadoma tego ptynu jest wektor wirowosci, po-
wiedzmy qg, ktory daje wktad do strumienia pedu poprzez sktadowe niesymetrycz-
ne. Oprécz bilansu pedu, drugim waznym bilansem jest bilans momentu pedu.

Inaczej méwiac, wktad hipotetycznego niewazkiego ptynu wirowego nie jest
wyrazany wylacznie przy pomocy niesymetrycznego turbulentnego strumienia pe-
du ](_%) #+ ?{T dopuszczajacy niesymetryczne ekstra wklady oparte na gradiencie
wirowosci, bowiem obok niesymetrycznego strumienia pedu pojawia sie lepkie na-
prezenie momentowe m. 7 kolei ewolucja wektora wirowo$ci turbulentnej (E jest
postulowana w formie bilansu momentu pedu. Bilans cigglo$ci masy musi by¢
uzupetniony przez dodatkowy bilans cigglosci momentu bezwladnosci struktur
wirowych. Stad tez model Wieckowskiego nie wykorzystuje jawnie zalozenia o
rozszczepieniu na plyn podstawowy i pltyn wzbudzony.

Uktad réwnan modelu Wieckowskiego opisuje gestos¢ masy p, moment bez-
wladno$ci mikrostruktury turbulentnej pJ;;, ped pv;, wewnetrzny moment pedu
L; = pJi;j9;, catkowity energie wewnetrzng pe sktadajaca sie z energii wewnetrznej
wlaSciwe], energii kinetycznej i energii ruchu wirowego:
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bilans masy:
at (p) + (p’UZ) i — 07

bilans momentu bezwladnosci:

0 (pJij) + (pdijvk) & = Jivivy + Jogid;,

bilans pedu:
O (pvi) + (pvivj + plij) . = tijo; +pbi,

bilans momentu pedu:
Oy (pJijd;) + (pJijdjve + mlik) & = Mik.k + €iji iy
bilans energii:
O (pe) + [(pe + p + m) v ,i = (tijv; + mijd; + G) i +pbivs,
gdzie:
p [kg/m3] — gesto$é masy,
v = v;€; — wektor predkosci,
? = Jije;®¢; = 3T — moment bezwtadno$ci mikrostruktury,

x4
pl = pd;;€; ® €; — kulisty tensor ciSnienia zewnetrznego,

=1;;€; ® €; # t — nieodwracalny strumien pedu (naprezenie lepkie),

b = b;e; = —9.81€, — sita cigzenia,

H e d B d . . .7 . .
mlI =md;;€; ® €; — kulisty tensor mikro-ci$nienia,
< — — . 7 .
m = m;;€; @ €; — strumieit momentu pedu (lepki),

q; = ¢;€; # 1/2 €4y Vg, €; — wektor wirowosci turbulentnej,

W= 1/2 €,k vj,x €; — wirowosé pola predkosei,
— — — pxg Axd p . .
€=€}; € ® €;®€; = —] x | —skosno symetryczny alternator Ricci,

e=1u++1/2v;v; + 1/2¢,J,ip; — energia catkowita,
7 = q;€; — catkowity strumien ciepta.
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2 Modele matematyczne oparte o podejscie racjonalne

Poszczegdlne elementy modelu Wieckowskiego wymagaja dalszych wyjasnien. Za-
ktada sie, iz energia wzbudzonego plynu turbulentnego bedzie partycypowata w
bilansie energii, stad tez réwnanie stanu powiekszone jest o wyznacznik z mo-

mentu bezwtadnosci J = det(j tak, ze:
u=u(s,p,J). (24)

W zwiazku z tym, plyn moze przenosi¢ sferyczne naprezenia sprezyste, sfe-
ryczne momenty sprezyste i sferyczne naprezenia cieplne (v = 1/p):

_Ou
ov

_ Ou

ou
8,J7 m = _W =

8,0’ T 9s

p= e (25)

Oznacza to, iz czes¢ energii pltynu turbulentnego magazynowana jest sprezy-
Scie w postaci energii wewnetrznej, wywolujac sprezyste naprezenia typu kuliste-
go. Model Wieckowskiego pomija mozliwos¢ powstawania sprezystych momentéw
postaciowych, a te ktére sg wywoltywane, tzn. m;; sa typu lepkoSciowego. Skta-
dowe niesymetrycznego tensora t;; naprezen lepkich zawierajg cze$¢ symetryczng
bedaca suma naprezen molekularnych i turbulentnych oraz czes¢ niesymetryczna
bedaca funkcja tylko stanu turbulentnego:

tij = tag) + i) = Tij + Raj + tpig)- (26)

Wspétczynniki lepkosci pojawiajace si¢ w definicji #;;) maja charakter tur-
bulentnych wspoétczynnikéw lepkosci, natomiast czeS¢ symetryczna posiada efek-
tywne wspotczynniki lepkosci.

Gradient predkosci dzieli sie na cze$¢ symetryczng (tzw. diade deformacji) i
sko$no symetryczng cze$¢ — wirowos¢ :

1 1
Ving = 5 (Ving +0j50 ) + 5 (Vinj —vj1) = dij + wij. (27)

Wektor makroskopowej wirowosci, zbudowany na polu gradientu predkosci nie
jest réwny wektorowi wirowosci w; # ¢; stad q; jest traktowany jako wewnetrzny
stopien swobody, a réwnanie pedu jako odpowiadajace mu réwnanie ewolucyjne.
Energia kinetyczna tego wewnetrznego stopnia swobody jest interpretowana jako
energia kinetyczna ruchu turbulentnego:

K = 3056, (28)

stad mozna powiedzieé, iz bilans energii zawiera w sobie ekstra wktad od energii
kinetycznej turbulencji oraz ekstra wktad do strumienia mechanicznego energii.
Niestety, pewnym mankamentem modelu jest brak mozliwosci doktadnego mode-
lowania turbulentnego strumienia ciepta. Moze on by¢ obliczany jedynie z formuty
fenomenologicznej:

g = N (K)VT + \¢;, (29)

w ktérej A (K) — turbulentny wspdlczynnik przewodzenia zalezny od energii ki-
netycznej turbulencji K oraz \? wspétczynnik przewodnictwa wirowego.
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Racjonalny model turbulencji winien by¢ uzupetniony réwnaniami domknie-
cia na poszczegblne strumienie pedu i momentu pedu. Najprostszymi modelami
domkniec sa;

2
g = [— (gﬂdkk) dij + 2#%} + p29i®;, (30)
tij] = M3 ik (We — k) (31)
Mij = UaQrsk Oij + UsPisj +16Pj i - (32)

Powyzszy model posiada szereg statych wymagajacych kalibracji. Sa to: I, Iy,
state sprezyste w réwnaniu (20), state X i A\? oraz p, pg, i3, fa, is, e W (29), (31).
Do rozwigzania zagadnienia potrzebne sg dodatkowo warunki brzegowe, ktérymi

sa:

$|A'wall - O’ (33)
|wlot = K*’ (34)

RS x4

J|wlot =J" (35)

W latach piec¢dziesiatych, przypadajacych na niespotykang aktywnos$c¢ zawo-
dowa profesora Wieckowskiego, pie¢ nowych wspétczynnikéw lepkosci do wyka-
librowania, nawet dla racjonalistéw, byto przeszkoda nie do pokonania. Totez
praca [26] ukazala sie z komentarzem redakcji, ktéra pisze, ze nie bierze odpowie-
dzialnosci za tego typu pomysty. Aktualnie, problem wykalibrowania stalych nie
budzi juz takich emocji - przyktadowo standardowy model k—€ ma ich dziesie¢
- stad model Wieckowskiego moze by¢ traktowany jako model referencjalny we
wszystkich prébach rozszerzenia modelu Reynoldsa.

Model konwekcyjnej turbulencji J. Sawickiego Opdr tarcia wewnetrznego
jaki stawia ptyn w trakcie przeptywu w prostym kanale zamknietym o przekro-
ju kotowym albo prostokatnym, byl przedmiotem wielu prac hydromechanikéw
siedemnastego i osiemnastego wieku [4]. Badania byly inspirowane konieczno-
Scig ustanowienia formul projektowych dla rurociagéw wodociagowych, zwlaszcza
wzoru na spadek ci$nienia zwigzany z oporami tarcia. Aby formuta miata zakres
wazno$ci obejmujacy przeptywy w duzych predkosciach jakie badano ekspery-
mentalnie, Prony i Darcy zaproponowali, aby formutla na straty tarcia zawierala
czton liniowy i kwadratowy wzgledem predkosci. Pézniejsze badania pokazaty,
iz wspotczynnik przy czlonie liniowym w pewnych przypadkach jest maly a w
innych nie.

Do tej koncepcji, zwlaszcza w wersji Bussuta i Dubuata, odnosi sie Stokes
w paragrafie széstym swojej pracy [2], kiedy dyskutuje réznice miedzy oporem
tarcia w przeplywie laminarnym i burzliwym. Méwi on, w sposéb jawny o tym,
iz opOr tarcia wystepujacy w przeplywie laminarnym winien by¢ liniowa funkcja
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predkosci oraz iz opOr tarcia wewnetrznego przepltywu turbulentnego winien by¢
kwadratows funkcja predkosci®.

Przechodzac z przypadku jednowymiarowego do sformutowania tréjwymiaro-
wego, aby przedtuzyé rozumowanie Stokesa, nalezalo by zalozy¢, iz tensor na-
prezen burzliwych jest kwadratowa (diadyczna) funkcja wektora predkosci. Takie
rozszerzenia legto u podstaw modelu konwekcyjnej turbulencji Jerzego Sawickiego
[36]. Formalnie taka operacja jest mozliwa, bowiem nie narusza struktury logicz-
nej mowigcej, iz za dodatkowy turbulentny transport pedu jest odpowiedzialny
pewien strumien, ktéry w ogdlnos$ci moze mie¢ trojaka nature. Moze to by¢
bowiem:

x4
Turbulentny strumiern konwekcyjny R® (c - convective),
x4
Turbulentny strumien sprezysty R° (e - elastic, recoverable),

x4
Turbulentny strumien dyfuzyjny RY (v - viscous).

Tak wiec bilans pedu uzupetiony o dodatkowy transport pedu wyrazony za
pomocy trzech powyzszych strumieni ma teraz postac :

0 . “ “ ~ . o ~ -
% (p¥) + div (p17® T+ R°+pl + Re) = div (7’ + R”) + pb. (36)

Mozna teraz hipoteze Stokesa o tym, iz turbulentne tarcie wewnetrzne jest

x4
proporcjonalne tylko do kwadratu predkosci <Re = 0) zapisa¢ dwojako - albo jako
wyrazenie na konwekcyjny strumien pedu albo wyrazenie na dyfuzyjny strumien

pedu:
Rfj ~ V;Vy, (37)

Ry ~ digdj ~ ik, Vkyj - (38)

Obie te definicje formalnie wyrazaja opor wewnetrzny przez kwadrat predko-
Sci, czyli sa analitycznymi wyrazeniami hipotezy. Jerzy Sawicki [36] bada dalej

SKwestia oporéw przeplywu burzliwego specjalnie interesowala Stokesa, bowiem podczas
wykonywania, ,szczotek” artykulu dodal wstawke o mozliwych mechanizmach ruchu burzliwe-
go generowanych przez poruszajace sie wahadlo lub Scianke chropowata. Wyjasnia on nature
laminarnego tarcia liniowo—proporcjonalnego do (gradientu) predkosci oraz tarcia burzliwego
— kwadratowego wzgledem predkosci — wywolanego wirem majacym pewne podobienstwo do
wahadla przechodzacego przez ciecz — opdér stawiany przez wahadla jest proporcjonalny do
powierzchnii przekroju i kwadratu predkosci.

Podkreslmy fakt, iz Stokes byl w pelni §wiadomy, iz proponowana przez niego liniowa
zalezno§¢ miedzy tensorem naprezen lepkich, a symetryczna czeécia gradientu predkosci mode-
luje tylko przeplyw laminarny. Przypominamy ten fakt, aby da¢ kontrargument badaczom,
ktérzy pod hastem DNS (niestety skutecznie) sugeruja, iz réwnania bilansu pedu z liniowym
domknieciem Naviera—Stokesa na lepki strumiei pedu, opisuja zaréwno stan laminarny jak i
turbulentny. Inaczej méwiac, pragniemy podkreéli¢, ze z punktu widzenia fizycznych zaltozen
postawionych przez Stokesa, badania DNS pozbawione sa podstaw i nie powinny by¢ trak-
towane powaznie. Jak zwykle w nauce, niepowazne hipotezy przyciagaja niepowaznych badaczy
stad nie nalezy wierzy¢ w ani jedno rozwigzanie DNS, ktére sg jedynie niebezpieczng zabawa nu-
merykéw odcinajacych sie od fizycznych podstaw. Z drugiej za$ strony, dopéki DNS nie bedzie
mialo swojego eksperymentalnego odpowiednika, dopéty pozostanie branza nieweryfikowalng
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x4
konwekcyjny strumien turbulentnego transportu pedu R¢, stusznie zaktadajac, iz
moze on byé izotropowy (izotropowa turbulencja pedu) oraz anizotropowy (ani-
zotropowa turbulencja pedu):

e pAUi?)j
R, = , 39
“ { PAijr1VEL (39)

gdzie A (T) - stala izotropowej turbulencji zalezna od temperatury, A;;u (T) -
wspotczynniki anizotropii, ktérych niezalezna ilo$¢ z uwagi na symetrie pobocznag,
i gtéwng redukuje sie do dziesieciu.

J. Sawicki rozpatruje prosty przyktad jednowymiarowy [36] ktéry daje sie
scatkowaé analitycznie. Jest to burzliwy, ustalony przeptyw wody miedzy dwoma
rownolegtymi plytkami odlegltymi o H = 1.0 m. Gérna plytka porusza sie ze
stata predkoscia U = 0.14 m/s, za$ ptytka dolna jest nieruchoma. Przyjeto model
anizotropowej turbulencji w postaci:

Ry, = pAgv; (2), (40)

skutkiem czego otrzymamy z bilansu pedu (36) nastepujace réwnanie:

dv d*v
2pA 4,V —— ° =0, 41
platary, T dz? (41)
z warunkami brzegowymi
2=0—v,=0, z=H —=v,=U. (42)

Dwukrotne catkowanie réwnania (41), z warunkami brzegowymi (42) na brze-
gu z = 0 daje rozwiazanie, ktore zawiera stalag Cpy:

1—exp (—2(’;;”)
vz (2) L exp (—241) 43)

ktéra okreslimy z warunku z = H. Wspélezynnik K zdefiniowano jako K =

pA%. Rysunek 1 ponizej pokazuje rozwiazanie (43) dla trzech stalych: A,, =

0.0024, 0.00024, 0.000024 w poréwnaniu z modelami: Prandtla opartym o lepko$¢
turbulentng u; = pl? |0v,/Ov,| oraz o dwa rézne wyrazenia na droge mieszania
tj. a) | = kv H? — 22 — burzliwo$¢ ttumiona wzdtuz obu Scianek, b) | = kz —
burzliwosé ttumiona tylko wzdtuz nieruchomej Scianki oraz standardowym k—e.

Najbardziej realistycznym jest rozwigzanie wg modelu k—€. Model Prandtla z
dtugoscia drogi mieszania typu a) jest bledny. Natomiast, rozwigzanie z konwek-
cyjna turbulencja wystarczajaco dobrze opisuje przeptyw w objetosci w kanale o
wysoko$ci H = 2 m i predkoSci w osi kanalu réwnej v,=0.14m/s.

3 Rewaloryzacja modelu Michata Broszki

Celem praktycznym, jaki uniwersalny model turbulencji winien spelnia¢, jest po-
taczenie modeli opisujacych turbulencje objeto$ciowa z modelami opisujacymi
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3 Rewaloryzacja modelu Michala Broszki
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Rysunek 1: Profile predkoSci generowane przez poruszajaca sie plytke v, = 0.14
m/s

turbulencje przyscienng. Pewna staboscia podej$cia Boussinesqa jest to, iz opisu-
jac turbulencje objetoSciowa takich zjawisk jak spltyw sladéw lub wtrysk strugi
w miejscach dalekich od $cianek, jednocze$nie zawodzi w miare zblizania sie do
Scianki. Inaczej mowiac, model Boussinesqa modeluje dobrze to co nazywamy
turbulencja objetosciowa. Z kolei, poczawszy od Prandtla i Karmana, rozwinat
sie opis turbulencji przysciennej, gtéwnie opierajac sie na pojeciu drogi mieszania
[16], [27], [32]. Pojecie to, wzorowane na analogicznym pojeciu drogi swobodnej w
kinetycznej teorii gazow, wprowadzalo mikrostrukture przeptywu turbulentnego
w postaci zderzen i rozproszen wiréw w formie kaskad energetycznych.

Wedtug M. Broszki® zlozeniem modelu turbulencji objetoéciowej i modelu

6Pierwszy zapis dotyczacy M. Broszki znajdujemy w modnografii A.T. Troskalafiskiego pt.
Hydromechanika. Profesor Troskalanski, kierujac sie swym do§wiadczeniem, a po trosze i intuicja
co do przyszlo$ci modelowania przeplywéw burzliwych tak oto, na stronie 218, wprowadza
czytelnika w zagadnienie:

,» Obserwujgc przeplywy cieczy rzeczywistych przez przewody, spostrzezono, iz istniejg dwa ro-
dzaje przeptywow: uwarstwione i burzliwe... Warunki powstawania burzliwosci okreslit doswiad-
czalnie Osborne Reynolds (1883 r.). Postugujgc sie rachunkiem wielkosci okresowo—zmiennych
uczony ten wyprowadzit rownania rézniczkowe ruchu burzliwego. Niestety, bledna interpretacja
fizykalna doswiadczen Reynoldsa oraz trudnosci natury matematycznej sprawity, iz zagadnienie
ruchu burzliwego — mimo usitowari wybitnych teoretykéw jak Lord Rayleigh (1878 r.), J.V. Bo-
ussinesqa (1897 r.), H.A. Lorentza (1897 r.), L. Prandtla (1904 r.) i wielu innych — stanowito
do niedawna nie rozwigzang zagadke. Nowq prébe rozwigzania zagadki ruchu burzliwego podjgt
uczony polski M. Broszko ogtaszajgc w 1921 r. ,nowg teorie ruchu cieczy rzeczywistych”, opartq
na oryginalnych koncepcjach fizykalnych. W wyniku 25-letnich zmagan z trudnoSciami ujecia
zjawisk ruchu cieczy rzeczywistych w wiezy analizy matematycznej, doprowadzit M. Broszko do
catkowitego rozwigzania zagadnienia ruchu burzliwego, uzyskujgc doskonatq zgodnosé wynikow
teoretycznych z doswiadczeniem. Teorie M. Broszki rozwingt W. Squire w rozprawie pt. ,A
unified theory of turbulent flow” (1958 r.)”.

Eksperyment Reynoldsa zostal przedstawiony w pracy [11], w ktérej réwniez okreslono glo-
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turbulencji przysciennej winna zajmowac sie ”teoria racjonalna”. Pewne préby
w tym kierunku spotykamy w modelu Nowozylowa, w ktérym wprowadza sie
pojecie lokalnej liczby Reynoldsa, dzialajacej réwnie dobrze w poblizu $cianki jak
i wewnatrz kanatu.

Broszko podejmuje problem warunkéw zszycia rozwigzan jakie spotykamy na
powierzchni oddzielajacej przeptyw laminarny od burzliwego. Warunkom zgod-
nosci (lub niezgodnosci) winien, przede wszystkim, podlega¢ uéredniony wektor
predkosci, jego gradient oraz naprezenie $rednie Reynoldsa. Broszko proponuje
wprowadzenie funkcji nieciggtosci lub skoku w postaci wektora C , ktory wpraw-
dzie nie wystepuje jawnie w rownaniach bilansu, ale pojawia sie w niecigglosciach
warunkow brzegowych.

Wektor C ma znaczenie, gdy problem chropowato$ci brzegu musi by¢ uwzgled-
niony. Z badan eksperymentalnych nad rozkladem strat energii kinetycznej w
kanatach wynika jasno jak duzy jest wplyw chropowatosci w obszarze turbu-
lentnym. Kalibracja wektora C jest problemem otwartym, ktéry moze wyjasnic¢
sie przy dokladniejszej analizie sposobu w jaki jest ten wektor identyfikowany w
zadaniu jednowymiarowym [25], [28].

Punktem wyjsciowym rozumowania jest hipoteza o addytywnym ”rozszcze-
pieniu” pola predkosci na czeéé $rednig i fluktuacje ruchu ”pobocznego”:

F=0"+7". (44)

Tej hipotezie towarzysza trzy dodatkowe hipotezy, majace charakter formut
matematycznych obowiazujacych w procesie ustalania réwnan opisujacych. Sg to:

%///V(6+5)®6’dV=%///VU’®5’dV, (45)

—/// grad (7 dV—grad( /// UdV) (grad?)”, (46)
%///V%[(6-1—5‘)®U}dV:%///V%[ﬁ’®17’]dV. (47)

Obszar rozszczepienia V' nie jest okreslony z gory, stad catkowanie, w zalez-
nosci od problemu moze przebiega¢ w objetoéci 1 m? jak réwniez w objetosci 1
mm? . Wychodzac z (47), po ztozonych, trudnych do zwartego przedstawienia,
przeksztatceniach Broszko znajduje podstawowe dla modelu dziewie¢ réwnan [22]:

div [(* + 0) ® (7' ® 5')} —0, (48)
AN - A\
lub w terminach turbulentnego strumienia pedu p = const, R = (pv’ ® v’)

div[(7"+C) @ R] =0. (49)

balng liczbe Reynoldsa (oznaczong literg K) dla przeplywu ustalonego w rurze. Nie udalo si¢
dotrzeé¢ autorom do domniemanej pracy Broszko z 1921 r. — réwniez w [22], [25] brak jest
autorskich odno$nikéw. W kraju teorie M. Broszki rozwinal Eustachy Burka [28].

"Znak plus (+) uzyty w (44) winien by¢ raczej rozumiany w sensie topologicznym. Niestety,
wlasciwa ,matematyka” do (44) jeszcze nie istnieje
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Dziewieé réwnan (48) lub (49) zezwala na wyeliminowanie turbulentnego stru-

x4
mienia pedu R bez zadnych dodatkowych domknie¢ lub innych zmys$lonych hipo-
tez.
W przypadku ruchu cieczy miedzy dwoma wirujacymi wspotosiowymi walcami
réwnania (49) upraszczaja si¢ do jednego opisujacego sktadowa R,,:

d v
o Wsllng) + 7¢Rr¢ =0. (50)
Réwnanie to daje sie scatkowaé przedziale miedzy promieniami walcéw, tak
ze: 4
Ryy=—, 51
= (51)

gdzie A stala catkowania, r - promien, v4 - obwodowa sktadowa predkosci.
Sktadowa promieniowa rownania pedu w przeptywie ustalonym, po wprowadzeniu
wzoru (51) na strumien Reynoldsa ma postaé:

d [1d(rv Ald 1 2
4 |Lldlry)| _Afd (1Y 21 (52)
dr |r dr v [dr \rvg 7204
Poprzez dwukrotne catkowanie uzyskujemy rozwigzanie na niewiadomg vy
wraz z dwoma statymi: C, (o wymiarze predkosci) i statej B zwigzanej ze A
— _A ).
(B=3%)
v v
Coln (2 +Cy) = (2 +Cs) = 55 =0. 53
¢ 11 , + ¢ , + ¢ 9 12 ( )

Jest to rozwigzanie osiggniete bez zadnej dodatkowej statej ani innego typu
hipotezy. Stalte wystepujace w (53) wymagaja kalibracji w oparciu o eksperyment.
Ré7nig sie one znacznie w punktach nieciggloéci przeptywu?®.

B1

4 Model numeryczny

Numeryczna wersja modelu Broszki, spdjna z dzisiejszag CFD, musi by¢ sfor-
mutowana inaczej. Ponizej przedstawimy model racjonalnej turbulencji oparty o
po6zniejsza modyfikacje modelu Broszko opracowana juz podczas jego pobytu w
Gdansku [25]. W modelu tym rezygnuje si¢ z jawnego udziatu stalej wektorowej
Cj", chociaz w przykladzie dotyczacym tzw. przeptywu Taylora miedzy dwoma
wirujacymi cylindrami taka stata wystepuje. Podstawa modelowania racjonalnej
turbulencji sa ,warunki racjonalnosci”, dzieki ktérym mozna Scisle okresli¢ tur-
bulentny strumien pedu.

Wyijsciowa zaleznoscia jest sensowne (racjonalne) zalozenie iz strumien ma-
sy pv' fazy wzbudzonej (fluktuujacej) w obszarze czastki materialnej zajmujacej
objeto$¢ V (t), posiadajacej wciaz te same materialne czastki, jesli jest unoszo-
ny konwekcyjne ze $rednig predkoscia " jest réwny zeru. Racjonalno$é takiego

8Podobne réwnanie do (49) dla szczegdlnego przepltywu w rurze prostej wyprowadzil E.
Burka [28]. Prace nad racjonalnym modelem turbulencji spotkaty sie z wnikliwa analiza Bondera
i Drobota [29]. Inng interpretacje statej ¢ podal W. Squire [30]

21



M. Karcz, J. Badur

warunku zachowana jest réwniez wtedy, gdy predkos¢ srednia jest réwna zeru.
Warunek ten zapisujemy jako:

- /// Nav = [7" ® (pv)]" = 0. (54)

Co wiecej, warunki racjonalno$ci nakazuja, aby dla objeto$ci materialnej, po-
siadajacej mimo mikroskopowych fluktuacji ciggle te same materialne czastki,
zatozy¢ iz jakakolwiek substancjalna zmiana w czasie konwekcyjnego strumienia
fluktuujacego pedu réwniez bedzie réwna zeru :

%///V(t) % 7" ® (p5")] dV = 0. (55)

Powyzsze réwnanie prowadzi do dziewieciu réwnan ograniczajacych ewolu-
cje turbulentnego strumienia pedu bowiem:

_///V(t dt e _/// V(t) 8t 7" @ (e + (56)

+div [pr" @ v' @ ¥]dV = 0.

Zaktadajac w powyzszym réwnaniu v = ¢’ + 0" oraz korzystajac z relacji
komutowania pochodnej przestrzennej z catkg mamy:

div [7" @ B| =0, (57)

gdzie turbulentny strumien pedu oznaczono jako ]H% = (pv' @ 7")". Jest to dzie-
wie¢ réwnan w oparciu o ktére mozna wyznaczy¢ racjonalng zaleznos$¢ na szesc
sktadowych tensora Reynoldsa. Zaleznos¢ (57) nalezy réwniez fizycznie (nie tylko
racjonalnie) interpretowac jako nastepujaca catke powierzchniowa:

///Vdiv [77"‘8’?%} dV=ng (U”®§) FdA=0. (58)

Calka powierzchniowa méwi nam, iz konwekcyjnie unoszony strumien pedu
turbulentnego nie moze by¢ dowolny i ze jest zbilansowany juz w obrebie naj-
mniejszej czastki kontinuum.

Dalszy tok postepowania jest naStQpUchy WprowadZzmy za Broszko wektor

B oznaczajacy dywergencje ze strumienia R
B =divg = Rij,j €&; = Bi€;, (59)
oraz zapiszmy (57) w nastepujacej postaci
. =1 pag =1 P =1 ]
le[U ®R]:grad(v JR+7"® B =0. (60)
Odwracajac zwigzek (60) i traktujac wektor B jako niewiadoma mamy:
x4

— -
B = —grad (¢") R (A7) = —RA (61)
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gdzie wektor A = Agey + Ayey + A€, posiada prostg budowe:

D
Ai: Ea izxayaz (62)
zas D, D,, D,, D, oznaczaja nastepujace podwyznaczniki bedgce funkcjg
gradientu $redniej predkosci i §redniej predkosci:

" n " n n "

2o oy Yoz U:Iv, zy Uz

D=\ vy, Vyy vy, v De=1vy vy vy |- (63)
n n n /U/I n n
2,T 2,y 2,2 z 2,y 2,2
n n n n n n

Dy =1 vy vy vy, y D= vy vy, v ] (64)
/i " ,U/I n n n
2,T z 2,2 2,T R z

Relacje powyzsze jednoznacznie okreslajg dywergencje strumienia E, nie okre-
slajac jednak samego _?2 Relacje na }Hz okreslimy nastepujaco. Niech gléwng sita
napedzajaca ewolucje turbulentnego strumienia pedu bedzie pierwszy niezmien-
nik tego tensora, a struktura jego sktadowych niech bedzie proporcjonalna do
symetryzowanego gradientu $redniej predkosci, wtedy:

1 /(D D,

Rwy = Ry:c = 5 (D_yRcc:c + FRyy) ) (65)
z Y
1/(D, D,
1/D D,

R.y =Ry =g (FyR“ + D—Ryy> . (67)
Z Y

Réwniez miedzy sktadowymi gtéwnymi zachodza relacje:

D,\’ D\’

D, D,
D.\* D\’
Yy Yy
D,\? D\’

And
Relacje te zwigza¢ mozna ze sladem tensora R w nastepujacy sposob:
2k = Ryy + Ryy + R, (71)

€O oznacza, iz poszczegllne naprezenia normalne majg postac:

D2
T D2+ D2+ D2

R,. 2k, (72)
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D2
R, = Y 2k 73
WooD2y Dz+ D2 (73)
D2
R,, z 2k. (74)

- D2+ D2+ D2
Zwiazki na naprezenia normalne (72)+(74) oraz naprezenia poboczne (65)-+(67)
okreslaja caly tensor Reynoldsa, w zwigzku z czym mamy réwniez okreslony wek-
tor B w réwnaniu (61).
Powyzszy scenariusz racjonalnej turbulencji zezwala na eliminacje szeregu fe-
nomenologicznych domknieé i sprowadza modelowanie wylgcznie do wyznaczenia
ewolucji energii turbulencji k.

5 Przeplyw w kanale z uskokiem geometrycz-
nym

Jako eksperyment referencyjny wybrano badania Eatona i Vogela [48] dla prze-
plywu w kanale z uskokiem geometrycznym. Wynikéw obliczen nie odnoszono
bezposrednio do eksperymentu, tylko do symulacji wykonanych standardowym
dwu-réwnaniowym modelem turbulencji.

Do obliczenia sktadowych naprezen turbulentnych w modelu Broszki, potrzeb-
ne jest dodatkowo zamodelowanie turbulentnej energii kinetycznej k. Aby doko-
nac najbardziej obiektywnego poréwnania z modelem k—e przyjeto ta sama forme
réwnania ewolucyjnego na k [50]:

O (pk) + (pkvi) i = [presrkyi] i —Rijvjsi —€. (75)

W réwnaniu tym R;; oznacza tensor Reynoldsa, obliczany albo za pomoca
lepkosci turbulentnej (model k—€) albo za pomoca formuly Broszko (65)-(70).
W modelu Broszko - dla prostoty - przyjeto funkcje algebraiczng e = k3/2 /lp wg
[41], w modelu k€, wartos¢ e obliczana jest z klasycznego réwnania ewolucji.

W obu przypadkach, do obliczen przyjeto wspoétczynnik dyfuzyjnosci jako su-
me lepko$ci molekularnej i turbulentnej [50]:

Mt
feff = b+ —, (76)
Ok
a czlon opisujacy produkcje k przyjmuje standardowa postaé [50],
R jvjyi = pudy. (77)

Zamodelowano energie kinetyczng turbulencji modelu Broszki, ktérej produk-
cje obliczano w oparciu o sktadowe tensora naprezen turbulentnych, przy zatoze-
niu na Sciance wartosci £ = 0, oraz pominieciu réwnania na dyssypacje energii
kinetycznej. Rezultaty przedstawiono na Rysunkach 2--5:

Otrzymano dodatkowo zblizone profile predkosci w obszarach poza oderwa-
niem oraz niewielka zmiane strumienia masy. Stad ogdélny wniosek, iz model
Broszko, jako model wrazliwy na sposéb obliczania k, w tej wersji nadaje sie
do modelowania turbulencji objetosciowe;j.

Model Broszki, wspotczesnie, ma dwa interesujace i wazne aspekty:
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5 Przeptyw w kanale z uskokiem geometrycznym
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Rysunek 2: Dystrybucja energii kinetycznej turbulencji k za uskokiem wg modelu
a) standardowy k—€, b) Broszko
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Rysunek 3: Poréwnanie naprezen turbulentnych R,, w wybranym przekroju
wzdluz wysokosci kanatu (kolor czerwony - wg standardowego modelu k-¢ ko-
lor czarny - wg modelu Broszko)
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Rysunek 4: Poréwnanie naprezen turbulentnych R,, w wybranym przekroju
wzdhuz wysokosci kanatu

1. Podaje éciste analityczne formuty na sktadowe tensora Reynoldsa bez ko-
niecznosci uzywania turbulentnego wspoétczynnika lepkosci,

L —
2. Podaje §cista formute na divR = B co oznacza, iz w obliczeniach numerycz-
nych pozostaja schematy obliczen przeptywéw laminarnych, zas§ obok sity
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Rysunek 5: Poréwnanie naprezen turbulentnych R, w wybranym przekroju
wzdhuz wysokosci kanatu

masowej wystepuje lokalna sita B.

Niestety, wada modelu jest koniecznos¢ obliczania ewolucji parametru k ro-

g
zumianego jako Slad z tensora R (71). Powyzsze fakty zezwalaja zaliczy¢ model
Broszki do grupy modeli jednoréwnaniowych. Inng wada, natury metodologiczne;j,
jest brak koncepcji modelowania turbulentnego strumienia masy i ciepla [49].

6 Podsumowanie

Nowoczesne wysoko-sprawne bloki energetyczne musza by¢ projektowane, spraw-
dzane i modernizowane przy pomocy zaawansowanych metod obliczeniowych nu-
merycznej termomechaniki [45], [46], [47]. Wlasciwe modelowanie turbulentnego
transportu masy, pedu i energii jest podstawowym wymogiem stawianym przed
komercyjnymi kodami obliczeniowymi, stad tez posiadanie wiedzy na temat za-
kresu wazno$ci modelu jest sprawa podstawowa dla uzytkownika. Stosowane dzi$
modele turbulencji nie maja znamion modeli uniwersalnych - przyktadowo, nie
rozwigzano w nich technicznie waznego zagadnienia chropowatosci $cianek, ro-
dzaju materiali Scianek i ich zmiany w trakcie procesu eksploatacji. Uzywane
dzi$ modele nie méwia nic o wilgotnosci $cianki, zjawiskach absorpcji i natado-
waniu elektrycznym w trakcie tarcia przeptywu. Wiekszos¢ modeli oparta jest na
do$wiadczeniach z przepltywem wody - literatura poSwieca malo miejsca fluktu-
acjom gestosci [31] i energii [44]. Prawie wcale nie dyskutuje sie fluktuacji entropii
wladciwej i stopnia zapelnienia. Brak jest oceny modeli turbulencji RANS z punk-
tu widzenia termodynamiki nieréwnowagowej [43]. Klasyczne podejscie poprzez
pola fluktuacji i technike czasowego usredniania, dla przypadku przepltywu pod-
legajacemu przejsciom fazowym, ma powazne mankamenty metodyczne i nie jest
tatwe do analitycznego wyprowadzenia [40].

W tej sytuacji, w przekonaniu autoréw, wcigz jest miejsce dla modelowania
fenomenologicznego a prezentowany powyzej model Broszki jest dobrym przy-
kladem modelu skonstruowanego o racjonalne przestanki. R6wniez i inne modele
racjonalne, zrekonstruowane w niniejszej pracy (Reynolds, Nowozylow, Wieckow-
ski, Sawicki ) pokazuja jak zbudowaé: model gradientowy, model z lokalna liczba
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Reynoldsa, model z wirowym transportem pedu i momentu pedu, model z kon-
wekcyjna turbulencja. Nie trzeba dodawac, iz wszystkie prezentowane modele sg
spojne z termodynamika nieréwnowagowa czego nie mozna powiedzie¢ o tzw.

modelu RANS.
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