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Wyktad 1

Przedmiot TermoMechaniki
Plynow

- JUZ ma samym wstepie musze was ostrzec, zZe
jesli nie macie daru jasnowidzenia, wiele sie ode
mnie nie nauczycie. Ksigzki tez daleko was nie
zaprowadzq...” Harry Potter i wiezien Azkabanu,
tlumaczenie: A. Polkowski, Media Rodzina, 2001,
str. 112

1.1 Inzynierskie Zastosowania Komputeréw a
Termomechanika Plynéow

Droga Mtodziezy.

Wyrazajac wdzigcznosé Dziekanowi Wydziatu Mechanicznego za powierzenie
mi zaszczytnego zadania zapoznania Panstwa z przedmiotem termomechaniki
pltynéw, po raz kolejny staje przed Wami peten pokory i obaw.

Moja pokora bierze sie z faktu, iz przede mna ten przedmiot wyktadali
niezréwnani badacze wsrod ktorych James Clerk Mazwell.', Robert Gustaw
Kirchhoff ? i Wiadystaw Natanson?® naleza do moich ulubionych wzoréw. Sto
pietdziesiat lat temu, by¢ moze nawet doktadnie w miejscu, w ktérym sie
teraz znajdujemy Termodynamik Wszechczaséw, koszalinianin Rudolf Clau-

1J.C. MAXWELL, Matter and Motion, London 1876, Theory of Heat, London 1877

2R.G. KIRCHHOFF, Vorlesungen iiber mathematische Physik: Mechanik, Leipzig, 1876

3W. NATANSON, Wstep do Fizyki Teoretycznej, W-wa , 1890, (patrz. J.BADUR, J.
MIKIELEWICZ, Wladystaw Natanson — prekursor Rozszerzonej Termodynamiki, Transac-
tions IFFM, 100, 177-193, 1996
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sius* wspottworzyl epokowe pojecia takie jak: entropia wlagciwa i Druga
Zasada Termodynamiki.

Moja obawa wyptywa stad, iz do wytozenia przedmiotu, ktory jest skody-
fikowany w tysiagcach monografii, setkach tysiecy skryptow i milionach artyku-
tow mam tylko pie¢ krotkich godzin. Czego na pewno mozna si¢ spodziewaé
to tego, iz w ciggu pieciu godzin nie zdaze panstwa zanudzi¢ a jedynie
opowiedzie¢, w formie prelekcji, o gtéwnych zadaniach naszego przedmiotu.

Trzeba abyscie panstwo wiedzieli, iz termomechanika, bedac nie pol-
ubownym ztozeniem mechaniki Newtonowskiej i termodynamiki Clausiusa,
dopiero powstaje. Nasz wyktad, w pewnym sensie, jest pionierski a panstwo
jestescie pierwszymi stuchaczami i §wiadkami in statu nascendi. Przymiotnik
,hie polubowne” niestety musi by¢ dodany. Bierze sie on stad, iz mechanika
(Newtona) i termodynamika klasyczna (Clausiusa), ciagle sa widziane jako
osobno egzystujace branze wiedzy, mimo, iz badacze przyznaja prywatnie,
ze w wiekszosci przypadkéow wystepujacych w technice, mechaniki (bilansu
pedu) od termodynamiki (bilansu energii) oddzieli¢ si¢ nie da. Dopiero
komputeryzacja zycia codziennego, techniki, przemystu, niemalze kazdego
warsztatu pracy wymusita ujednolicenie pojeé¢ i podej$é. Niechciany mariaz
mechaniki i termodynamiki, dzicki komputeryzacji, stat sie faktem.?

Jaka jest, a w zasadzie, jaka za 5-10 lat bedzie rola kierunku IZK w Ter-

4patrz: A. Rasmus, J. BADUR, Koszalinianin Rudolf Clausius Termodynamikiem
Wszechczasow., Glos Koszalinski, 1997 str 1-16.

°Dla badaczy zajmujacych sie Numeryczng Dynamikg Plynéw (angielskie CFD — Com-
putational Fluid Dynamics), ktéra z natury laczy tréjwymiarowe (3D) réwnania bi-
lansu masy, pedu i energii w jeden uktad podstawowy, wyjsciowy do dyskretyzacji i nu-
merycznego rozwiazania, TermoMechanika jest naturalnym nastepstwem komputeryzacji.
W latach 1970-1980 CFD doznalo burzliwego rozwoju. Od poczatkowo rozwijanej Metody
Ré6znic Skonczonych, poprzez jej porzucenie, dtugi flirt z Metoda Elementéw Skoniczonych,
CFD doszto w latach dziewieédziesiatych do Metody Objetosci Skonczonych, ktéra dzis
opanowala wiekszo$é¢ kodéw komercyjnych.

Dla badaczy zajmujacych sie Numeryczng Mechanikq Przeplywdw (angielskie CFM —
Computational Flow Mechanics), uzywajacych bilansu masy, pedu i energii w wersji al-
gebraicznej, zerowymiarowe]j (0D), TermoMechanika stala sie wazna dzieki mozliwosciom
obliczeniowym stworzonym przez komputery PC. Dla CFM postugujacego sie nieliniowymi
réwnaniami algebraicznymi najwazniejsze sg techniki szybkiego ich rozwiazywania. Dalsze
szczegoly o CFD i CFM w Uzupelnieniu Ul.1 i UL.6.

Naszym wzorcem dla wykladu TermoMechaniki Plynéw dla IZK sa podreczniki prof.
TADEUSZA CHMIELNIAKA, ktore tacza harmonijnie mechanike, termodynamike, numeryke
i inzynierskie zastosowania (patrz. T. CHMIELNIAK, Maszyny Przeplywowe, Wyd. P.
Slaskiej, 1997, Turbiny Cieplne, 11 ed. Technologie Energetyczne Wyd. P. Sl@skiej 2004.)
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moMechamice Ptynéw. Otéz, siadajac do komputera PC w ktorej$ z firm
projektowo-ustugowej w dowolnym kraju Unii Europejskiej absolwent [ZK
trafi na kod CFD lub kod CFM znajdujacy si¢ w standardowym wyposaze-
niu firmy. Czesto jest tak, iz kody te mozna kupi¢ w przystowiowym ,sklepie
za rogiem”. Stajemy wtedy przed dylematem co znaczy np.; LES, k—e, DNS,
oraz ktory z przyciskow klikngé np. <laminar> lub <turbulent> <implicite> or
<explicite>, itd. Naszym celem jest wprowadzenie panstwa do podstawowych
poje¢ uzywanych w standartowych kodach Numerycznej TermoMechaniki
tak aby inzynier absolwent koszalinskiego IZK wykonywal te same zadanie
jak jego kolega absolwent Universitat Karlsruhe lub Futuroscope w Poitires.
Bedziemy uzywacé oznaczen i symboli stosowanych w najpopularniejszych ko-
dach uzywanych w Europie tak, aby uniknaé¢ sytuacji kiedy dyskutujemy o
tym samym obiekcie lecz z uzyciem innych symboli i réznych zapiséw®

1.2 Numeryczna forma réwnan bilansu masy,
pedu i energii

Nasze zainteresowania dotycza przeptywu plynéw obficie wystepujacych
w naturze takich jak woda, para wodna, powietrze i spaliny. Te ptyny sa
chetnie uzywanym nosnikiem energii w maszynach przeptywowych jako ptyny
robocze w oparciu, o ktore pracujag silniki cieplne i mechaniczne oraz urza-
dzenia i maszyny energetyczne.

Jest dwojakiego rodzaju wiedza na temat ptynéw roboczych. Pierwsza —
podstawowa — bierze si¢ z analizowania pracy urzadzenia na poziomie in-
tegralnym, ktory tez zwany jest poziomem inzynierskim. Urzadzenie
przeptywowe jest wtedy pewnego rodzaju ,czarng skrzynka’ posiadajaca
wloty i wyloty oraz wewnetrzne powierzchnie grzane, na ktoérych pobiera sie
(lub oddaje) energie na sposob ciepta oraz powierzchnie ruchome, na ktoérych

6Wickszoé¢ pojeé¢ oraz notacje zaczerpnieto z 17 tomowej instrukeji kodu Fluent.
Mozna wiec powiedzie¢, iz wykladamy tu TermoMechanike Fluenta - za ta nazwg
kryje sie okolo 600 najwybitniejszych badaczy calego Swiata, ktérych modele — dzis
opracowywane — jutro znajda sie na potkach sklepowych miast na pétkach bibliotecznych.
Kod ten wykorzystywany jest obecnie w ponad 9000 oérodkéw badawczych, nie liczac
tysiecy laboratoriéw przemyslowych stosujacych go w codziennej praktyce. Globalizacja
wkroczyla do nauki frontowymi drzwiami.

Wiegkszoé¢ pojeé oraz notacje CFM zaczerpnigto z wielotomowej instrukcji kodu Gate
Cycle — za ta nazwa kryje sie¢ sztab badawczy koncernu General Electric, ktory jest
wlascicielem tego najpopularniejszego na $wiecie kodu obliczeniowego CFM, dotyczacego
obiegéw cieplno — przeplywowych rzeczywistych urzadzen technicznych.
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pobiera sie (lub oddaje) energie na sposéb pracy. Wieloletnie doswiadczenia
bezimiennych pionierow i weterandéw inzynierii podzielity sie na trzy typy
podstawowych bilanséw. Dzi§ nazywa sie je integralnymi (algebraicznymi w
przestrzeni, 0D) bilansami masy, pedu i energii. Sa one podstawa kodéw
numerycznych wiedzy zwanych CFM. Bilanse te oddaja najprosciej wiedze
praktyczng o stanach stacjonarnych urzadzenia, stad wyrazane sa stownie
jako:

(bilans masy) suma strumieni mas wplywajgca do urzgdzenia jest réwna
sumie strumieni mas wyplywajgcych (1)

(bilans pedu) suma sit dynamicznych i sit naporu plynu wplywajgcego do
urzgdzenia pommniejszona o sity reakcyi scianek 1 sity ciezkosSci jest rowna
sumie sit dynamicznych i naporu plynu wyplywajgcego z urzgdzenia (11)

(bilans energii) strumien energii dysponowanej wplywajgcy do urzqdzenia
powiekszony przez strumien energii cieplnej (cieplo) i strumieri energii
mechanicznej (prace) pobrany w urzgdzeniu jest réwny strumieniowi
energii odpadowej wyplywajgcej z urzadzenia (I111)

Drugiego rodzaju wiedza — to wiedza o lokalnych wlasciwosciach prze-
plywu, bierze si¢ ona z potrzeby zrozumienia i sterowania zjawiskami prze-
biegajacymi wewnatrz urzadzenia przeptywowego. Takimi zjawiskami sg np.
kawitacja wody, skraplanie pary, przejscia laminarno-turbulentne, przeptywy
z wrzeniem, przepltywy ze spalaniem, oderwania, bifurkacje, itd.

Wraz z rozwojem urzadzen i maszyn przeptywowych polegajacym na
doskonaleniu przeptywu, zwigkszaniu sprawnosci konwersji jednej postaci
energii w inne, zmniejszaniu strat i poziomu halasu, powstalo zapotrze-
bowanie na wiedze o szczegdétowym lokalnym zachowaniu ptynu roboczego
w kanalach maszyn przeptywowych. Powstalo wtedy (Leonardo da Vinci,
1560, Euler, 1755) podejécie lokalne, ktérego celem byto opisanie tréjwymi-
arowego (3D) rozktadu pdl predkosci, ci$nienia, temperatur, gestosci na tym
samym poziomie makroskopowym (nazywanym rowniez - fenomenologicznym),
na ktorym eksperymentatorzy mierzyli ciSnienia, temperatury i gestosci ptynu.

Aby poziom lokalny (3D) opisa¢ wyobrazano sobie ptyn jako kontinuum
czastek ptynnych, ktore w zaleznos$ci od zagadnienia mialy wymiary od 1
mm?® do lem3. Kazda taka czastka ptynu byta miniaturowym urzadzeniem
przeptywowym, ktére miato objetosé i scianki, przez ktoére zachodzita wymi-
ana z sasiadami. Taka objetos¢ czesto nazywa sie objetoscia kontrolng lub
objetoscia bilansowa. Podejscie to odniosto wielki sukces gtownie dlatego, iz
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mogto byé¢ weryfikowalne w eksperymentach przeprowadzanych za pomoca
czujnikow o tym samym poziomie subtelnosci. Bylto ono réwniez pojemne
w sensie mozliwosci opisu catego spektrum zjawisk np. oceanoéw i atmos-
fery gdzie czastka ptynu ma wymiary od 1m?® do 1km?®, oraz przeptywoéow
mikroskopijnych gdzie czastka ma wymiar 1nm?3.

W ujeciu lokalnym bilanse masy, pedu i energii wyrazaja si¢ nastepu-
jaco:

Bilans masy (D’Alambert, 1752, Euler 1757, Piola 1836, Maxwell 1860)

Bilans pedu (Newton, 1687, J. Bernoulli 1703, Lagrange 1788, Cauchy
1812)
0y (p7) + div (pF @ T+ p T ) = div (7) + b, (1.2)

Bilans energii (Fourier 1823, Kirchhoff 1851, Maxwell 1862, Umov 1877,
Volterra 1881, Duhem 1893)

O (pe) + div (p [e + i—j 17) =div <?C U+ (f) +pb- 7. (1.3)

Sa to rownania bilanséw masy, pedu i energii w postaci zachowawczej
(numerycznej).

Réwnania te powstaty na wzor i podobienstwo integralnych réwnan bi-
lansu (I), (II), (III) z ta réznica iz bilanse nie dotyczyly catego urzadzenia
lecz czastki ptynu o objetosci np. Imm x 1lmm X Imm = lmm3. W tym
matym szes$cianiku bilansujemy te same wielkosci co np. w kotle BB-1150
wymiarami przypominajacy potowe Patacu Kultury, tzn. mase, ped i en-
ergie, oraz mamy takie same powierzchnie (Scianki) na ktérych wymieniane
sa 7 sasiadami strumienie masy, pedu i energii.

Réwnania ((1.1)-(1.3)) s zapisane w sposéb standardowy uzywany
w krajach Unii Europejskiej. Ten sposob oparty jest na notacji ob-
myslonej przez Gibbsa (1894) zwanej zapisem bezindeksowym, waznym we
wszystkich uktadach odniesienia (kartezjanskim, cylindrycznym, sferycznym,
krzywoliniowym)”. Symbol J; () oznacza zmiang w czasie, symbol div () oz-
nacza rozptyw (divergencje) strumienia masy, pedu i energii po wszystkich

"Szczegdly tego zapisu wyjasnione sa w Uzupetnieniu U1.11
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powierzchniach objetosci czastki ptynu.

W uktadzie kartezjanskim réwnania bilanséw przyjmuja nastepujaca pos-
tac:

Masy:
D+ Loy =0, i k=2 (1.4)
(925 P axl PUz - Z, =LY, .
Pedu:
0 0 0
il ‘ — ‘ 00) = — (7€ b; 1.
at (pvl) + a$k (pvlvk +p lk) axk (Tzk) +p 7 ( 5)
Energii:
9 (p0) + = (ple+ p/plv) = (i + 40) + phvi (16)
ot pe 81’1 pleTP/plvi) = 8@ TikVk T 4; POV; .

Bilans masy jest dobrze znany w chemii i fizyce, bilans pedu jest niczym
innym jak ,kontynualng” wersja Il Zasady Dynamiki Newtona, zas bilans
energii jest dokltadnie I Zasada Termodynamiki. Mimo to, musimy kilka
stow przeznaczy¢ na opis symboli w nich zawartych. Po pierwsze, poniewaz
bilansujemy ,,co$” w jednostce objetosci to wielkosci te nazwiemy gestosciami
objetosciowymi, czyli

p —gesto$é masy (masa na jednostke objetosci,[kg/m?));
pUu=1p —gestos$é pedu (ped na jednostke objetosci,[(kgm/s)/m?]);
pe=p (u + %172) —gesto$é energii (energia na jednostke objetosci [J/m?]);

gdzie v jest predkoscig plynu, u jego energia wewnetrzna, %172 jego energig
kinetyczna.

Wielkosci bilansowe przytozone sa zawsze w Srodku objetosci czastki
ptynu. Ich zmiana w czasie moze by¢ wywotana albo rozptywem strumieni
przytozonych na $ciankach, albo zrédtami. W rownaniu masy wystepuje

) I

konwekcyjny strumien masy (pt), w réwnaniu pedu konwekcyjny (pv ® 0)

sprezysty p ? i dyfuzyjny (?C> strumient pedu, [N/m?], a w réwnaniu energii

konwekeyjny (pet), sprezysty (pv) i dyfuzyjny (?C v+ q C) strumien energii
[W/m?]. Oprécz wielkosci bilansowych i strumieni w réwnaniach bilansu wys-
tepuja zrodla (przytozone w srodku objetosci) i sg to: Zrédta masy (zawsze
zerowe), zrodha pedu pb [N/m?] i zrodla energii pb - w [W/m?]. Dodatkowo,
p [Pa] — jest cisnieniem plynu, 7o catkowitym lepkim naprezeniem, ¢°¢ —
calkowitym strumieniem ciepta®.

8Szczegdly modelu 3D prezentowane sa w Uzupelnieniu U1.3 i Ul.4.
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1.3 Inzynierskie odpowiedniki lokalnych réw-
nan bilansu masy, pedu i energii

Poniewaz inzynierskie (0D, algebraiczne) réwnania bilansu (I), (II), (III)
powstawaly w wyniku odrebnego toku rozumowania niz tréjwymiarowe row-
nania bilansu (1.1),(1.2),(1.3) to staje si¢ wazne aby pokazaé, ze réwna-
nia 3D sa powigzane z réwnaniami 0D. Dla Numerycznej TermoMechaniki
taki zwigzek jest podstawowy bowiem pozwala on, majac obliczone pola
tréjwymiarowe przejsé do wielkosci integralnych, ktorymi postuguja sie mod-
ele 0D i inzynieria. Symbolicznie ten zwigzek pokazemy jako;

oD = ([ (3D) av.

Oznacza on, iz zero-wymiarowe bilanse CFM powstaja poprzez scatkowanie
rownan tréjwymiarowych CFD w objetosci urzadzenia.

Pokazmy jak dziata przejscie 3D—0D na przyktadzie przeptywu przez
najprostszy kanal w ktérym nie ma $cianek ruchomych (workless) i nie ma
Scianek grzanych (heatless). Kanal pokazany na rys. 1.1 ma jeden wlot oz-
naczony jako 1-11i jeden wylot, oznaczony przez 2-2. Wlot 1-1 ma powierzch-
nie A; orientowang wektorem normalnym 77; — podobnie wylot 2-2. W prak-
tyce przekroje te pokrywaja sie z wlotem i wylotem konstrukcyjnym urza-
dzenia, w naszym przypadku dyfuzora geometrycznego A;>A;. Objetosé
kanatu zawartego miedzy wlotem i wylotem wynosi V. Na nieprzepuszczal-

nych Sciankach kanatu A,,.; wektor predkosci jest réwny zeru 4, = 0.

1.3.1 Bilans masy

Calkujac réwnanie bilansu masy (1.1) w calej objetosci kanatu mamy:

JIf e+ aven] v =o (1.7

Poniewaz inzynieréw w fazie projektowania interesuje stan ustalony prze-
plywu (zagadnienia startow i odstawien odktadane sa do zagadnien sterowa-
nia i regulacji) to rozpatrujemy dalej przypadek przepltywéw stacjonarnych:
0;p = 0. Rozptyw strumienia masy zastepujemy catka po wszystkich powierzch-
niach kanatu co matematycznie wyraza si¢ jako:

{[[ div(pw)av = {J p- siaa. (1.8)
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profil predkosei V
I .
j /" w dowolnym przekroju
1

Rysunek 1.1. Schemat najprostszego kanatu przeptywowego posiadajacego wlot 1-1 i wylot
2-2. Pole predkosci na wlocie i wylocie charakteryzowane jest wektorem
predkoéci éredniej ¢; i ¢ odpowiednio. Przekroje 1-1 i 2-2 moga by¢ dowol-
nie usytuowane, jednak najczesciej wyobrazamy je jako prostopadie do osi
kanatu. W inzynierii stosowane sa dwa podstawowe typy takich kanaléw:
kanal przyspieszajacy (konfuzor) i kanal opézniajacy (dyfuzor).

Poniewaz 0V = A; U Ay U Ayan a predkosé na $ciance A,qy jest rowna zeru
to?

(Jov-ida= ([ pr-iidA+ [ pv-7idA=
ov AL g
=[] pvn dA+ {[ pvn dA = 1y =12 = 0, (1.9)
A o )

TV VvV
my o

9Przyjmujemy tu notacje Fluenta, wg ktérej strumien wlotowy i, jest dodatni, a
strumien wylotowy jest ujemny. W przypadku wielu wlotéw i wielu wylotéw zachodzi
D Mwlot = D Mapylor- Poréwnanie masowych strumieni wlotu 1 wylotu jest pierwszym
podstawowym sprawdzianem poprawnosci obliczen CFD i w wielu przypadkach, gdy stru-
mienie wlotu i wylotu r6znig si¢ niewiele 0,2 — 0,5% mozna obliczenia przerwaé¢ mimo, iz
residua masy, pedu i energii jeszcze sie niezbiegly.
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gdzie v, = U -7 jest skladowa wektora predkosci w kierunku normalnym
do powierzchni A. Poprzez scatkowanie pv,, w calym przekroju powstaje
wielko$¢ integralna (inzynierska) nazywana strumieniem masy lub ma-
sowym natezeniem przeplywu

= H pi it dA = ﬂ pun dA  [kg/s). (1.10)

Bilans masy w wersji integralnej (0D, inzynierskiej) dla kanatu jak na rysunku
1.1 ma teraz postac:

Thy =y, (1.11)

ktora czytamy jako: strumien masy wptywajgcy do kanatu jest rowny
strumieniowt masy wyptywajgcemu z kanatu.

Strumiert masy !° to wielkoé¢ podstawowa zaréwno dla Stosowanej Nu-
merycznej Mechaniki Przeptywéw (0D) jak i dla Numerycznej TermoMechaniki
Plynéw (3D). Numeryka 3D wyraza ja przy pomocy catki (1.10) zas podejscie
inzynierskie 0D wyraza ja przez iloczyn sredniej predkosci sredniej ¢ gestosci
pi pola powierzchni:

M:ffpﬁ~ﬁdA: oA (1.12)
A

R , podejscie 0D
podejscie 3D

Srednia predko$é ¢, érednia gesto$¢ i powierzchnia A sg dobrze okreglone
poprzez catki powierzchniowe z wektora predkosci ¥+ 7 i gestosci p = p (%, t).
Okreslamy je nastepujaco:

Jf pir-it da
= {Jpﬁ.ﬁdAz deAW _
[[pdA [[ pv-7idA (1.13)

_ A A A=
_£fdA A [[pda = Apc.
TA~ A
p c

10Strumien masy rm w codziennej praktyce inzynierskiej nazywany jest ,przetykiem”,
stad w rozmowach postugujemy sie pojeciami typu ,przelyk kanalu”, ,przelyk turbiny”,
itd.. Oznaczenie strumienia masy literka 7 ma swoje poczatki w pracy RANKINE’A (1870)
w literaturze niemieckojezycznej stosowane jest oznaczenie literka ,G”.
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Srednia predkosé (normalna) ¢, oznaczana czesto w literaturze jako predkosé
wazong wzgledem gestosci c(,), jest teraz definiowana przy pomocy wielkosci

lokalnych 3D jako:
[f pv -7 dA
A

X
A
Zmak sredniej dla gestosci zwykle pomijamy, bowiem w praktyce zawsze
wiemy czy postugujemy sie opisem 0D czy tez 3D, za$ Srednie predkodci,
zgodnie z tradycja, oznaczamy literg ¢ co nie prowadzi do pomytek z oz-
naczeniem lokalnej predkosci (7, t).

Rysunek 1.2. Schemat obliczania sit reakcji dziatajacych na kanal. Pokazano przypadek
szczegblny, w ktorym ¢ 1 ¢» sa prostopadte do przekrojéow odpowiednio 1-1
i2-2.

1.3.2 Bilans pedu
W tym samym kanale, catkujemy bilans pedu (1.2)

[[] {0 (o9 +aiv (p725+pT) =div (7°) + pb}av, (1.15)
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Uzywajac formuty Gaussa Ostogradzkiego, zezwalajacej na zapis rozbieznosci
strumienia w objetosci przy pomocy calki powierzchniowej (1.8) otrzymu-
jemy nastepujace catki:

1

—_—— *FDl N1 N:
=0 (1.16)
::£[(—pﬁj-?cﬁ> dA4—L£[i§;(ﬂC
Fuy o

poszczegdlne catki reprezentuja: F, Dy F, D,- sity dynamiczne na wlocie i wylocie,
N, ,]\72— sity naporu ci$nienia na wlocie i wylocie, ﬁwl,2— sita nacisku na $cianki
kanatu przeciwna do reakcji kanatu }?172— oraz sita masowa F' M-

Stad:

Rig=—Fpy,=— <—ﬁD1 + J\71> - (—FDQ + ]\71> + Py (1.17)

Przeksztatcajac dalej sity dynamiczne, poprzez wprowadzenie wektorow éred-
niej predkosci ¢, ¢o mamy:

Riy =1 (¢ — &) — Ny — Ny + Fy

(1.18)

bilans pedu w wersji 0D, ktéry czytamy: strumien pedu czynnika
wplywajgcego pomniejszony przez strumien pedu czynnika opuszcza-
jacego kanat i sile ciezkosci wyznacza reakcje kanatu na przeptyw
czynnika roboczego.

Jest to podstawowa relacja stuzaca do wyznaczenia reakcji kanatu na
przeptyw. Wszystkie sity biorace udzial w bilansie majg niesprecyzowane
punkty zaczepienia stad rys. 1.2 podaje propozycje zaczepienia tych sit oraz
,wielobok sznurowy” stuzacy do wyznaczania reakcji.

Przypomnijmy sposéb obliczania wektora $redniej predkosci ¢ bioracego
udziat w bilansie sit oraz sposéb obliczania wektora naporu N (index 1,2
wskazujacy numer przekroju opuszczamy). Wedtug réwnania (1.16) mamy:

) [[ pv,7 dA
J = fj (pv,¥ + pii) dA = jj U dAW+
A A i
(1.19)
IfpdA[fpiidA

A A s L, _ A =
—|—A dAH A [[pdA = —mc+ Apsnis = —Fp + N.
A A
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Zauwazmy, ze dlugo$¢ wektora |¢] = ¢y nie jest réwna $redniej ¢ = ¢,
okreslonej przez réwnanie (1.14). Aby odréznié érednie cisnienie i Srednig nor-
malng dodalismy indeks s tzn. p,, 17, — w praktyce zaktada sie rGwnomierne
ci$nienie w przekroju i niezmienny wektor normalny. Gdy przekrdj o polu A
ma ksztatt pobocznicy walca i gdy cisnienie jest state po obwodzie, wtedy z
(1.19) wynika ze 77, = 0. W praktyce indeks $redniej opuszczamy i piszemy
krétko pri (tak samo jak w modelach 3D).

1.3.3 Bilans energii

Nim przystapimy do scatkowania réwnania energii (1.3) zauwazmy, ze
zrodto energii sit masowych wyraza sie poprzez bilans energii potencjalnej
cigzenia I' = —zg¢:

8 —
apf + div (pI't) = pb - ¥, (1.20)
gdzie: g = 9.81 — przyspieszenie grawitacyjne w poblizu ziemi, b= —g€, —

sita cigzenia. Korzystajac z powyzszej zaleznosci scatkujemy rownanie energii
(1.3) w obszarze kanatu przedstawionym na rys. 1.1:

fvﬂ {%(Pe—pf)+div {p<6_p+p) ] —d1V<?Cﬁ+JC>}dv_

(1.21)
Brzeg obszaru 0V = A; U Ay U A, sktada sie z wlotu, wylotu i nieruchomych,
niegrzanych (adiabatycznych) powierzchni kanatu A, = A,.. W kanale
na rys. 1.1 brak jest grzanych Scianek A,, gdzie czynnik roboczy pobiera
energie na sposob ciepta Q1,2 = 0 oraz ruchomych $cianek A,, gdzie czynnik
pobiera energie na sposob pracy LLQ = 0. Poniewaz e = u + 7%/2 — energia
wladciwa sktada sie z energii wewnetrznej [J/kg] i kinetycznej [J/kg] — to dla
przeptywu ustalonego 9/0t (e) = 0 mamy:

{f ( +—+p+z9>p’u idd— ] ( ?C.ﬁ+q—'0_ﬁ> A =0,
ArAz A1UASUA,,
(1.22)

druga catka daje znikome wktady na powierzchniach wlotu A; i wylotu A,
oraz jest zerem na A, i jest tradycyjnie pomijana w literaturze'!,

If (17 7 ~ﬁ+q’c~ﬁ) dA ~ 0, (1.23)

A1UA5

11w, GUNDLACH Maszyny Przepltywowe, tom 1, 1970; R. PUZYREWSKI Podstawy teorii
maszyn wirnikowych w ujeciu jednowymiarowym, Ossolineum, 1992.
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natomiast pierwsza caltka okresla nastepujace strumienie energii catkowitej

na wlocie i wylocie:
. 72 P
b = <u+——|——+2g)p17-ﬁdA:
jf 2 p

ﬂ(u—i— + & —l—zg)pv ndA

— H Jf T _ (1.24)

= m1 (Ul + =

2

. 2 P oL
E2:ff<u+7+;+zg)pv-ndz4:

ﬂ (u—l— + 2 —l—zg) pU - it dA L
- H o TG myaa - |

=1 (u1+ +Zp£+zlg)

+—+zlg>
p

2

poniewaz ¥ - 11/A; jest przeciwnego znaku niz v - 17/As to ostatecznie mamy:

my <u1—|— 5 +%+zlg) = 1My (u2+ 5 —I—pr +22g) [J/s] (1.26)

bilans energii w postaci 0D ktoéry czytamy jako:

strumient energii dysponowanej E; (1.24) niesiony przez czynnik
roboczy doptywajgcy do kanatu (urzgdzenia konwertujgcego en-
ergie) jest réwny strumieniowi energii odpadowej E, (1.25) opuszcza-
jacej kanat.

Dla kanahu z jednym wlotem i wylotem bilans energii mozna przeksztatcic
do bilansu energii niesionej przez jeden kilogram czynnika roboczego (tzw.
energia wtasciwa) — dzielac bowiem réwnanie (1.26) przez strumien masy 1m
[kg/s] mamy:

A m 3 pa
W+ 2+ =+2g) =(u+ 2+ +2g) [[J/kel(1.27)
2 m 2 pe
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Wielkosé i, = u + If) + % + zg nazywamy entalpig caltkowita wlasciwag
— czyli entalpig zawarta w jednym kilogramie masy czynnika roboczego.
Sktada sie ona z czterech rozmaitych form energii, odpowiednio: energii
wewnetrznej, kinetycznej, cisnienia i cigzenia. Energia wewnetrzna zsumowana
z energig cisnienia nosi nazwe entalpii

i:u—l—g.
p

Teraz bilans (1.27) przedstawia si¢ krétko jako:

W réwnaniach powyzszych wystepuja srednie wy, = ¢, 11, ¢, p1, p1, 21
oraz us = ¢, 15, co, p2, p2, 2o, ktére sa okreslone przez energetyczny typ
usredniania (1.24),(1.25). Jesli dodamy indeksy oznaczajace np. $rednig
predkosé otrzymang z usredniania bilansu masy c(,), pedu ¢, i energii c)
to zachodzi[112]:

C(p) < C(p) < Cle)- (1.29)

Stad, w rzeczywistych obliczeniach urzadzen konwertujacych energie nalezy
czasami pamietac o tych réznicach. W trakcie wyktadow i ¢wiczen te niewielkie
roznice pomijamy ze wzgledu na brak czasu — stad wektor predkosci ¢ za-
czepiamy w osi przewodu, wysokos¢ cigzenia z odnosimy do osi przewodu,
cisnienie i temperature przyjmujemy jako state w przekroju, itd.,

Uwaga: réwnanie bilansu energii 0D odniesione do jednego sredniego kilo-
grama masy (1.27) ma posta¢ podobna do réwnania Daniella Bernoulliego,
totez czestokro¢ w literaturze utozsamiamy te dwa rézne réwnania. Aby
roznice utrzymac i podkresli¢ lokalny charakter rownania D. Bernoulliego
bedziemy inaczej zapisywac energie kinetycznag w obu tych réwnaniach a mi-
anowicie:

réwnanie energii (0D)

— réwnanie D. Bernoulliego (wzdtuz strugi)

[\J| @i’ l\D| Qx\lp

1.3.4 3D versus 0D

Ponizszy rysunek 1.3 przedstawia tabelg zbiorcza wyprowadzonych tu za-
leznosci. O wyprowadzeniu i postaci réwnania D. Bernoulliego, ktére nie jest
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bilansem czegokolwiek, a jest catka pierwsza bilansu pedu, nalezy przeczytac
w Uzupetnieniu U.1.9.

Integralna (inzynierska)
posta¢ w kanale dla prze-
ptywu ustalonego 0D
(réw. algebraiczne)

Numeryczna  postac
Bilans Réwnan bilansu 3D
(réw. rézniczkowe)

0
Masy " +div (pv) =0 my = 1meo, M = pcA

8(*+d' <* v+ ?)—
Pedu apv) v (pi@U+p =

—e - é:m(gl_EQ)_Nl_N2+ﬁM
=div(T )+ pb

0 (pe) + div (,0 [e + 81 77) = | 1y (i) + Ll,Z + Ql,z = 1y (ic2)

ot P

.. . —C = = . P1 C%

Energii =d1V<T v+qc>+pb-v fer = w1+ =+ o+ 201
P1

2

— . c
e=u+ 30 %2:162—1-]24-—24—292

P2 2

Rysunek 1.3. Zbiorcza tabela bilanséw 3D i 0D

Szczegdtowe wyprowadzenie bilansu masy 0D dla przypadku niestacjona-
rnego wraz z przyktadami znajdzie czytelnik w Uzupetnieniu U1.7. Podob-
nie, w Uzupetnieniu Ul.8 znajduje si¢ szczegdtowe wyprowadzenie bilansu
pedu 0D dla ogélnego przypadku oraz przyktady jego wykorzystania. Na-
jbardziej rozbudowane jest Uzupetnienie U1.10, w ktérym przedstawiono bi-
lans energii 0D i jego peilna dyskusje oraz odniesienia do Pierwszej Zasady
Termodynamiki.

W termomechanice oprocz tradycyjnie dobrze umotywowanych narzedzi,
jakimi sa bilanse masy, pedu i energii uzywane sg réwniez bilanse lub rownani
ewolucyjne innych wielkosci opisujacych makroskopowy stan ptynu roboczego.
Moze to, przyktadowo, by¢ bilans entropii wtasciwej, rownanie ewolucyjne
stopnia zaawansowanej przemiany fazowej, réwnanie dyfuzji — reakcji po-
szczegblnych sktadnikéw mieszaniny ptynnej, czy rownanie opisujace r1ozwoj
turbulentnego przenoszenia masy, pedu i energii. Nie wymieniamy ich w
Wyktadzie Pierwszym, gdyz ich rola jest specyficzna, a ich wyprowadzenie
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wymaga roznego tta i bardziej wyczerpujacej dyskusji. Mozna je znalezé w
Uzupetnieniach — miedzy innymi w Uzupetnieniu U2.1 podany zostanie bi-
lans entropii w wersji modelu 0D i 3D, w Uzupehieniu U4.1 podane zostanie
rownanie ewolucji stopnia zaawansowanej przemiany fazowej w modelu 3D
oraz ich odpowiedniki w modelu 0D. Natomiast w Uzupetnieniu U5.1 podane
zostang réwnania dyfuzji — reakcji sktadnikow mieszaniny podlegajacej spala-
niu i innym reakcjom chemicznym. Omoéwione tam tez zostana zerowymi-
arowe odpowiedniki w postaci podejscia stechiometrycznego i réwnowag-
owego.

Podajemy tu dwa sformutowania naszych narzedzi badawczych w modelu
tréjwymiarowym (3D) i modelu zerowymiarowym (0D). Oba te podejscia sa
wspotezesnie uzywane, rozwijajg sie i majg swe odnosniki w komercyjnych ko-
dach obliczeniowych. Co wiecej, oba te podejécia wspotdziatajg ze wspotczes-
nymi metodami pomiarowymi, ktére mozna podzieli¢ na te kompatybilne z
modelowaniem 3D i te spojne z modelowaniem 0D. Dlatego nie poswiecamy
wiele czasu modelowaniu jednowymiarowemu (1D) ani dwuwymiarowemu
(2D) bowiem rola tych przedkomputerowych modeli jest juz dzisiaj zanika-
jaca.

Krajowa literatura po$wiecona zawiazkom modeli 3D z modelami 0D jest
obfita. Oprécz wspomnianych tu monografii W. GUNDLACHA[112]-[114] i
R. PUZYREWSKIEGO [292] liczne szczegbly 1 przyktady znajdujemy w mono-
grafiach: BADYDA [8], BENNETT i MYERS [11], BROSZKO [22], BUKOWSKI
[29], CHMIELNIAK [43],[45], ELSNER [81], GRYBOS [106], HOBLER [120],
MADEJSKI [197], MIKIELEWICZ [226], MILLER [233], S. OCHEDUSZKO
[253], PERYCZ [275], PROSNAK [286], RUTKOWSKI [314], SIENIUTYCZ
[328], SZARGUT [364], TALER [391], TRELA [398], TuLISzZKA [405],[407],
WISNIEWSKI [430], ZIEBIK [453].



Wyktad 2

Sprezyste Wtlasnosci Plynow
Roboczych

2.1 Woda, Para, Powietrze, Spaliny jako nosniki
energii uzytecznej

Czynnikami roboczymi w maszynach przeptywowych i silnikach cieplnych
sa pltyny tatwo dostepne w przyrodzie, tanie, bezpieczne dla cztowieka i
urzadzenia, wielokrotnego uzycia oraz przyjazne srodowisku, gdy staja sie
przepracowanym odpadem. Jednakze z punktu widzenia sprawnosci ener-
getycznej urzadzenia, najwazniejsza cecha fizyczna ptynow sa ich krzyzowe
wlasnodci sprezyste, zwane roéwniez wlasnosciami odwracalnymi. Bowiem
zadaniem plynu roboczego jest pobraé energie (sprezyscie zmagazynowac) w
jednym urzadzeniu, przetransportowac ja kanatami i rurociggami, przekon-
wertowa w inng forme i odda¢ w innym urzadzeniu. Nie wszystkie czynniki
robocze majg jednakowa zdolnosé sprezystego magazynowania energii, np.
kilogram powietrza w cisnieniu 1MPa i temperaturze 200°C, podgrzany o
jeden stopien zwigksza swg energie o 5 kJ, zas kilogram pary, w tych samych
warunkach, zwieksza swa energie sprezysta o 19 kJ. Rowniez nie wszystkie
plyny sprezyste maja zdolnosé konwersji — aby w sposéb sprezysty ptyn mogt
konwertowaé (zamienia¢ ) jedng forme energii energii w inna, jest koniecznym
aby efekty odwracalne (sprezyste) roznych form byty z sobg krzyzowo sprzeg-
niete. Przykladowo ogrzewaniu ptynu musi towarzyszy¢ sprezysta zmiana
objetosci i, odwrotnie, Sciskaniu ptynu musi towarzyszy¢ sprezysta zmiana
entropii.

Energia sprezysta jednego kilograma ptynu roboczego w uktadzie zamknie-
tym, nie przeptywowym nazywa si¢c energia wewnetrzng i oznaczana jest
litera u [J/kg]. W uktadach przeptywowych, taka transportowana energia
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jest entalpia wlasciwa, ktéra oznaczana jest litera i [J/kg] . Entalpia wlas-
ciwa jest rowniez pewnego typu energig wewnetrzng tyle, ze powigkszong o
energie przettaczania czynnika puv:

i =u-+pv (2.1)

Energia wewnetrzna jest pojeciem fenomenologicznym. Jest formutowana dla
1 kg masy czynnika roboczego i tylko dla tego jednego kilograma ma sens. Oz-
nacza to, iz nie wiemy z jakich form energii mikroskopowej, czy molekularnej
sie ona sktada. Ogdlnie, od czaséw Rankine’a poczawszy (1850), umownie
traktuje sie energie wewnetrzng jako ukrytg energie kinetyczng chaotycznie
poruszajacych sie czastek ptynu oraz ukrytg energie potencjalng oddziatywan
miedzyczasteczkowych. Przyjmijmy, iz miara sprezystych wtasnosci kontin-
uow statych i pltynnych sa wspotczynniki sprezystosci, w oparciu, o ktore
okresla sie u lub 7. W liniowo sprezystym ciele stalym najwazniejszym
jest wspotezynnik F, zwany modulem sprezystosci Younga. Podobnie
w gazach najwazniejszym wspotczynnikiem okreslajacym sprezystosé gazow
— jest to stata R, nazywana stala gazowa lub termicznym modulem
sprezystosci gazu. Tag analogie pokazuje tab.2.1.

Modut sprezystosci Younga Indywidualna stata gazowa
E [N/m?] R [J/kg K]
definicja definicja

E = praca jaka jest potrzebna, aby | R = praca jaka jest potrzebna, aby
podniesé¢ w 1 kg masy czynnika cisnie- | podnie$¢ w 1 kg masy czynnika tem-
nie o jeden Pascal. perature o jeden stopien Kelvina

mechaniczny modut sprezystosci termiczny modut sprezystosci

Tablica 2.1. Analogie miedzy stalymi sprezysto$ciami cial stalych i gazéw

Z uwagi na to, ze w gazach energia wewnetrzna moze si¢ zmienia¢ na
sposéb pracy (mechanicznej) i na sposéb ciepta, ilosé stalych sprezystych
jest o wiele wicksza niz w ciatach statych!. Najczeéciej uzywane sg cztery
stale sprezyste, ktorymi sa:

e R — indywidualna stata gazowa [@LK}

1Scisle méwiac, w cialach stalych takie stale réwniez istnieja, ale nie maja tak duzego
znaczenia jak w gazach. Nie mniej, z formalnego punktu widzenia, ciala stale réwniez
maja takie stale sprezyste i réwniez moga wystepowaé jako czynniki robocze.
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e ¢, — pojemno$¢ cieplna wladciwa? [@LK}

( ciepto wlasciwe przy stalej objetosci)

e ¢, — pojemnos¢ cieplna wlasciwa® []WLK]

(ciepto wlasciwe przy statym cisnieniu)
e x — wspOlezynnik Poissona [—]

W gazie doskonale sprezystym — ktéremu odpowiada sprezyste ciato state
Hooke’a — ilos¢ niezaleznych czynnikow sprezystych redukuje sie do dwoch
tak, ze

R=c,—c,, k=c¢/c (2.2)

Przy pomocy powyzszych statych sprezystych formuje si¢ termiczne i
kaloryczne réwnanie stanu czynnika roboczego.

2.2 Diagram pracy Watta p—v, diagram ciepta
Belpaire’a T' — s

Aby wyrazié¢ ilo$¢ energii wewnetrznej, jaka zostala odebrana lub do-
dana czynnikowi w trakcie jego przeptywu przez urzadzenie o wlocie 1-1
i wylocie 2-2, nie mozemy $ledzi¢ zmian energii kinetycznej i potencjalnej
kazdej molekuty ptynu. Robimy to za pomoca fenomenologicznych parame-
trow zwanych parametrami stanu. Tych parametréw jest cztery, dwa z
nich okreslajg zmiang energii wewnetrznej na sposéb pracy, a dwa okreslaja
zmiane energii wewnetrznej na sposéb ciepta 4. Sj to:

p — preznosé [N/m?] parametry stanu
v — objeto$¢ wilasciwa [m3/kg| } dotyczace pracy
T — temperatura termodynamiczna [OK ] parametry stanu
s — entropia wlasciwa [J/Kkg| } dotyczace ciepta

Podczas przeptywu jednego kilograma czynnika roboczego miedzy wlotem
1-1 i wylotem 2-2, nastepuje ciaggla zmiana parametrow stanu:p,T,v,s od

2¢c, jest ilodcig ciepla jaka jest potrzebna, aby ogrzaé kilogram masy czynnika o jeden
stopien (z 14°C do 15°C) przy zachowaniu stalej objetosci.

3cp jest iloscia ciepla jaka jest potrzebna, aby ogrzaé kilogram masy czynnika o jeden
stopieni (z 14°C do 15°C) przy zachowaniu stalego ciénienia.

4Uzywanym w jezyku polskim okresleniom ,praca” i ,ciepto” w literaturze anglosask-
iej odpowiadaja nazwy wyprowadzone przez Rankine’a (1851): ,working” i ,heating”.
Polskie odpowiedniki nazw tych proceséw np. ,wysil” i  grzew” nie przyjely sie, stad
uzywamy ,praca’ i ,ciepto” jako nazwy procesow przekazywania energii.
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stanu na wlocie: py,T1, v, s1 do stanu na wylocie ps, T5, v9, s9. Taka zmiane
parametré6w nazywamy przemiang sprezysta (termodynamiczna). Gdy
wlot 1-1 jest infinitezymalnie blisko wylotu 2-2 to przemiane stanu w takim
przeptywie nazywamy przemiang infinitezymalna. Wszystkie definicje
odnoszace sie do przeplywajacego jednego kilograma czynnika roboczego,
odnoszg sie rowniez do sytuacji, kiedy ten czynnik jest nieruchomy w uktadzie
zamknietym — tu réwniez mozna wyrdézni¢ poczatek przemiany (indeks 1) i
koniec przemiany (indeks 2).

Co wiecej, ustalenie stalych sprezystych nastepuje w pomiarach dokony-
wanych na czynniku nieruchomym, w warunkach doskonatej réwnowagi me-
chanicznej i termicznej — zaktada sie, iz tak ustalone sprezyste wtasnosci,
beda dobrze opisywaly czynnik roboczy w warunkach przeptywu i wspotist-
nienia wielu zjawisk niesprezystych (nieodwracalnych).

Przyczyng zachodzenia przemian termodynamicznych 1 — 2 badanego
przez nas kilograma masy czynnika sa oddziatywania z innymi kilogramami
czynnika (jesli nie ma kontaktu ze $ciankami), lub oddzialywania z otocze-
niem (gdy zachodzi kontakt ze Sciankami grzanymi lub ruchomymi). Mamy
tu na mysli oddziatywania energetyczne, ktore polegaja na przekazaniu ciepta
na grzanych sciankach, lub przekazaniu pracy na ruchomych Sciankach. To
przekazywanie energii, w praktyce odbywa sie, w specjalnie do tego uksz-
taltowanych urzadzeniach (kotly, wymienniki, sprezarki, wentylatory, silniki
spalinowe, etc.).

Praca i ciepto przekazane na specjalnie do tego wyznaczonych powierzch-
niach nazywamy pracg i cieptem zewnetrznym. W urzadzeniach przepty-
wowych mowimy o strumieniu pracy Ll,g i strumieniu ciepta QLQ, przekazy-
wanemu czynnikowi podczas przeptywu miedzy wlotem 1-1 i wylotem 2-2, w
trakcie, ktorego w czynniku roboczym zaszta przemiana 1 - 2. Ilo$¢ pracy,
jaka jeden kilogram czynnika zdazyl w tym czasie pobra¢ i zmieni¢ w
energie sprezysta w nazywamy pracg kompensowang [y [J/kg]. Gdyby
ta przemiana trwata tylko infinitezymalnie krotko, lub infinitezymalnie maty
byltby kanal przeptywowy, to prace kompensowang oznaczalibysmy dl. Ilosé
ciepla, jaka jeden kilogram czynnika zdazyt w czasie przemiany pobrac i
zamieni¢ w energie sprezysta u nazywamy cieptem kompensowym ¢, » [J/kg].
Gdy rozpatrywana przemiana trwa infinitezymalnie krétko, lub intfinitezy-
malnie maly, jest kanal przeptywowy to ciepto kompensowe oznaczamy dgq.

Praca kompensowana [, » i ciepto kompensowane ¢, 2 sa, wigc doskonatymi
charakterystykami przemiany termodynamicznej (1-2). Poniewaz méwilismy
o zmianach energii sprezystej (liczbowo wyrazonej przez u lub i) stowo ,kom-
pensowany” jest synonimem stowa ,sprezysty”’. Mozna przypuszczac, iz z
uwagi na liczne zjawiska nieodwracalne, przeszkadzajace w idealnym ,tad-
owaniu”, ,transportowaniu” i ,roztadowywaniu” energii wewnetrznej (sprezys-
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tej) tylko cze$é zewnetrznego strumienia Ql,g i L]_72 przekonwertuje w gy o i
liga.

Obrazem pracy i ciepta kompensowanego w trakcie przemiany sa wykresy
p—viT —s (Rys.2.1).

[Pa]

Y kg

Vi _)I (_dv \)

Rysunek 2.1. a) Praca kompensowana przemiany na wykresie p — v, b) Ciepto kompen-
sowane przemiany na wykresie ciepta T — s.

s [WkgK]

Pole pod linig przemiany 1-2 odpowiada, odpowiednio pracy kompen-
sowanej (absolutnej):

va
11,22/ pdv (2.3)

oraz cieplu kompensowanemu

S2
Ch,z—/ Tds (2.4)

co oznacza, ze infinitezymalng pracg i infinitezymalnym cieptem
sa:

0l = pdv, 6q="Tds. (2.5)

W termodynamice przyjeto, ze praca kompensowana wytworzona pod-
czas wzrostu objetodci (ekspansji) jest dodatnia (Rys.2.1a), a praca wyt-
worzona podczas jego kompresji (zmniejszenie objetosci whasciwej) ujemna.
Podobnie, ciepto kompensowane zwigzane z zwickszaniem entropii (Rys.2.1b)
jest dodatnia, a ciepto wytworzone podczas zmniejszania entropii jest ujemne.

Szczegblng pracg kompensowana bedaca suma pracy kompensowanej Iy o
i pracy przettaczania pv jest praca techniczna, wazna w uktadach przepty-
wowych.
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P2
li12 :/ vdp, 6l; = vdp (2.6)
p1
Szczegbdlnym cieptem kompensowanym bedacym sumg ciepta kompen-
sowego ¢ o 1 ciepla przettaczania T's jest cieplo przeistaczania:

Ts
Gr12 = / sdT, g = sdT. (2.7)
T
Praca techniczna i ciepto przeistaczania sg polami, odpowiednio; p; — 1 —
2—pyiTy —1—2—"1T,na Rys.2.1.

2.3 Pierwsza Zasada Termodynamiki Plynéw
Sprezystych

Podczas procesu projektowania urzadzenia interesuja nas odwracalne ilosci
energii, ktorymi z uwagi na sprezystos¢ zjawisk, mozemy dysponowaé w
kazdej chwili. Stad pomijamy (chwilowo) nieuchronne straty energii, a zjawiska
traktujemy jako catkowicie odwracalne, czyli doskonate. Jedli tak, to cate
ciepto zewnetrzne Ql’g przekazywane na grzanych Sciankach przeksztatcito
sie w cieplo kompensowe ¢ i pytaniem jest, jaki skutek ono wywotato.
OdpowiedzZ na to pytanie daje Pierwsza Zasada Termodynamiki sprezystych
plynéw roboczych. Zasada ta odniesiona do 1 kg masy méwi, ze:

Qr2="Us — U+l
(2.8)

lub stownie: cieplo pobrane przez czynnik roboczy, moze zostaé
wykorzystane do zwiekszenia energii wewnetrznej, lub do wykona-
nia pracy mechanicznej [, ;. Gdy przemiana jest infinitezjonalna otrzymu-
jemy nastepujaca wersje I Zasady Termodynamiki (postaé¢ : Carnota (1824),
Clausiusa (1850)):

0q = du+4l. (2.9)

Gdy pytamy o skutek dziatania ciepta w uktadzie przeptywowym to na
mocy (2.1) i (2.6) otrzymujemy:

G2 =12 — i1 +lup

(2.10)
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dla przemiany skonczonej 1-2 lub

5q = di + dl, (2.11)

dla przemiany infinitezymalnej’.

Uzywajac wzoréw (2.5) mozna przeksztalci¢ rownanie I Zasady Termody-
namiki procesow odwracalnych do postaci zaproponowanej przez Rankine’a
(1850), Reecha (1851), Gibbsa (1873):

du =9q — 6l =Tds — pdv, (2.12)

ktora mowi, iz wewnetrzna energia sprezysta moze by¢ spozytkowana w
postaci ciepta i pracy. Zauwazmy, ze réwnanie (2.12) jest tylko jednym ze
sktadowych bilansu energii catkowitej (1.21), w przeciwienstwie do innych
postaci bilansu energii, posta¢ powyzsza zawiera entropi¢ wtasciwa w jawnej
postaci.

Wyrazenie ds = dq/T nazywamy infinitezymalna postacia Drugiej Zasady
Termodynamiki Ptynéw Sprezystych, albo od nazwisk odkrywcéw, drugim
r'ownaniem Carnota (1824) - Rankine’a (1851).

2.4 Cztery Szczegdlne Przemiany

Pomiary stalych sprezystych dowolnej przemiany 1 — 2 sa nadzwyczaj
trudnym zadaniem. Stad badania nad sprezystymi wlasnosciami gazow prze-
prowadza sie nie zmieniajac jednego z parametrow stanu. Poniewaz parame-
tréw stanu jest cztery, zachodza cztery mozliwosci prowadzenia przemian:

p = const (izobaryczna),

(2.13)

)
v = const (izochoryczna),
T = const (izotermiczna),

)

s = const (izentropowa).

Przy zatozeniu doskonatej sprezystosci gazu, z powyzszych czterech ekspery-
mentéw mozna wyznaczy¢ potrzebne cztery state R, c,, ¢,, k. Szczesliwie dla
termodynamiki rzeczywiste przemiany ptynéw roboczych, ktére wystepuja w

SWiasciwe zrozumienie réwnania bilansu energii (1.21) oraz Pierwszej Zasady Termo-
dynamiki proceséw sprezystych (2.10) nie jest automatyczne i wymaga dalszych rozwiazan.
Dodatkowe uwagi mozna znalez¢ w uzupelnieniach. Liczne wyjadnienia i uogélnienia Pier-
wszej Zasady Termodynamiki mozna znalezé , m.in. w pracach: S. OCHEDUSZKO [254],
B. STEFANOWSKI [342], J. ZAGORSKI [445], S. WISNIEWSKI [430], J. SZARGUT [362],
T. CHMIELNIAK [41].
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maszynach cieplnych, maja posta¢ zblizong do powyzszych przemian szczegol-
nych. Takie przemiany (w pewnym przyblizeniu) zachodza w silnikach spain-
owych, turbinach parowych i gazowych, urzadzeniach chtodniczych, pompach
ciepta, sprezarkach, wymiennikach ciepta, pompach oraz silnikach odrzu-
towych. Jesli w takich urzadzeniach odchylenie przemian rzeczywistych od
przemian (2.13) jest niewielkie, to mozna zalozy¢, ze czynnikiem roboczym
jest gaz doskonaly, a przemiany sa doskonale sprezyste (odwracalne). Pod-
stawowym réwnaniem okreslajacym sprezyste wlasnosci gazu jest termiczne
réwnanie stanu (réwnanie Clapeyrona):

pv = RT, (2.14)

ktore mimo niewystepowania w nim entropii s dobrze przybliza trzy pier-
wsze przemiany (2.13). Tak, wiec, przemiany szczegdlne stuza jako wzorce
charakteryzujace urzadzenie przeptywowe. Rownaniu temu w sprezystym
ciele Hooke’a odpowiada réwnanie konstytutywne:

o=E(T)e

taczace naprezenie z odksztatceniem.
Obok termicznego rownania stanu uzywa si¢ kalorycznego réwnania
stanu w postaci:

u=cT, 1=c)T.

Przemiana izochoryczna (v =const)
Przemiana ta realizowana jest poprzez ogrzanie gazu w naczyniu zamknietym
o staltej objetosci — stad ma wigksze zastosowanie w silnikach ttokowych niz
wirnikowych lub przeptywowych, (Rys.2.2).

Zakladamy, ze parametry stanu 1 sg znane. Jesli doprowadzono ¢ 2 ilo$¢
ciepta to parametry stanu 2 tatwo wyrazimy w nastepujacy sposob:

e cidnienie p,. Przeksztalcamy termicznie réwnanie stanu (2.14), tak
aby uwzgledni¢ vy, = vy = const, stad

RT T, T

v=—=const — —=—

p P P2

(2.15)

2
— = —_—
P2 =11 T
e przyrost entropii s; — s;. Korzystamy z I Zasady Termodynamiki
w wersji (2.12) oraz termicznego (2.14) i kalorycznego réwnania stanu

u = ¢, T stad:

du  pdv dl' R dT dv
ds = T+T —CU?‘F;d’U—CU?—FR? (216)
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a) b)
Pa A
") ) S :
D1 /_/_//__/// I Sl — "\ v=const
& IC s

Rysunek 2.2. Wykresy przemiany izochorycznej: a) p — v, b) T — s

ktadac dv = 0 i calkujac w przedziale wyznaczonym przez przemiane
otrzymujemy

T:
SS9 — 81 = ¢yln (f) (2.17)

co oznacza, ze krzywa na diagramie 7' — s (Rys 2.2b) jest krzywa log-
arytmiczna.

praca (kompensowana, absolutna) przemiany. Z definicji (2.3) wynika,
ze w przemianie izochorycznej gaz nie wykonuje zadnej pracy

11,2 = /de = (218)
praca techniczna przemiany. Z definicji (2.6) wynika, ze

P2
lyo = / vdp = v (p2 — p1) (2.19)

P1

energia wewnetrzna i entalpia. Zmiane¢ energii wewnetrznej wtas-
ciwej uo — u; oraz entalpii wlasciwej io — i1 obliczamy korzystajac ze
statych sprezystych ¢, i ¢, odpowiednio

U2 — U1 = Cy (T2 — Tl) R ig — il =Cp (TQ - Tl) (220)

poniewaz dla gazu doskonale sprezystego zachodzi zawsze ¢, > ¢,, stad
entalpia, ma wartos¢ wyzsza niz energia uy Scisle: 1o = Kuo
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e Nie jest wcigz znana temperatura 75, bowiem w powyzszych rownani-
ach nie wystepowalo zadane ciepto q; o. Wykorzystujemy bilans energii
(2.8)

Gro=us—uy +lig=1uy—uy =c, (Ih —T7) (2.21)
z ktérego wyznaczamy 15

Przemiana izobaryczna p = const
Przemiana ta realizowana jest poprzez ogrzanie gazu zamknietego w cylindrze
pod ttokiem o stalym nacisku. Izobaryczne ogrzewanie czynnika roboczego
ma miejsce w wymiennikach ciepta, kottach, w spalaniu paliwa wtryski-
wanego do komory spalania turbiny gazowej. Izobaryczne oziebianie czynnika
roboczego ma miejsce w kondensatorach sitowni parowych, pompach ciepta
i chtodnicach.

pA TA

Rysunek 2.3. Wykresy przemiany izobarycznej: a) p—v, b) T — s

Zaktadamy, ze parametry stanu 1 sg znane. Jesli doprowadzono ciepto
¢12 to parametry stanu 2 wyrazajg si¢ w nastepujacy sposob:

e objeto$¢ v, z rownania pv = RT mamy

RT T T T
p=—=const — =22 Uy = Ul—2 (2.22)
v (%1 (%) Tl

e przyrost entropii s, — s;. Korzystajac z (2.16), (2.22) oraz faktu
R = ¢, — ¢, mamy
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dr dv dr dv
ds = Cop + (¢cp — cv)7 =G =G (2.23)

Po scalkowaniu

T v
Sy — 51 = Cpln (f) = cyln (U—j) . (2.24)

e praca przemiany. 7 definicji (2.3) wynika, ze

lio = / pdv = p(vy —v1) = R(Ty —T1) (2.25)

v1

e praca techniczna przemiany. 7 definicji (2.6) wynika, ze

lno= /pdv =0

e energia wewnetrzna i entalpia. Ze wzoréw (2.20) wynika, ze

Uy — U = Cy (TQ — Tl) y ig — ’il = Cp (TQ — Tl) (226)

e Nie jest wcigz znana temperatura 75, ktora obliczymy z bilansu ene-
rgii (2.10)

Qo =1y —i1+lpna =1y —1 = ¢, (Th — Ty) (2.27)

Przemiana izotermiczna T = const
Przemiana ta moze by¢ realizowana podczas sprezu gazu, przy jednoczesnym,
odpowiednim chlodzeniu (dane [; ), lub podczas ogrzewania gazu (dane ¢ )
przy jednoczesnym wykonywaniu pracy [; o. W gazie doskonatym z uwagi na
kaloryczne rownanie stanu u = ¢, T, ¢ = ¢, T, energia wewnetrzna v i entalpia
1 pozostaja state.

Zaktadamy, ze parametry stanu 1 sa znane oraz znana jest [; o lub ¢ 9.
Parametry stanu 2 obliczamy nastepujaco:

e objetos¢ v, z rownania pv = RT mamy

pv =const —  pU; = Pas  —  Upg = vlﬂ (2.28)

b2
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a) b)
pA TA
) 2’
p2 _____ _I’\
o ez
P1[=--- T: “““ i :
s |
P2 booeee S L Ou2 i +01.2 71
| | T
; y | // S,
) > Sy’ S1 S2

Rysunek 2.4. Wykresy przemiany izotermicznej: a) p —v, b) T'— s

e przyrost entropii s; — s;. Korzystajac z (2.16), (2.28) mamy

dv  d
ds = R~ = R (2.20)
v p

oraz

sy — 51 = Rin <@) — Rin (@) . (2.30)
U1 Y4

e praca przemiany [ 5. Z definicji (2.3) mamy

V2 V2
ho= / pdv = RT/ W _ Rrin (9) — RTIn <72) (2.31)
U1 V1 v U1 b1

praca techniczna przemiany [ 5. Z definicji (2.6) mamy

P2 D2 d
Lo = / vdp = RT / L _ RTin (@) =11, (2.32)
p

p1 1 p p1

e energia wewnetrzna i entalpia. Z deinicji (2.20) wynika, ze

Ug — U = 0, ig — ’il =0 (233)

Nie jest wcigz znana ciSnienie p,, ktore obliczymy z bilansu energii

(2.8) lub (2.10)
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— Jedli doprowadziliSmy ¢y » jednostek ciepta to z (2.31)

Q12 = U2 — Uy + lLQ = l1’2 = RTIn (2—2) (234)
1

— Jedli doprowadzili$my [, » jednostek pracy to z (2.30) mamy

l172 = Uz — U1 + lLQ = ql’g = RTZTZ (%) (235)
1

Przemiana izentropowa s = const

Przemiana izentropowa czynnika doskonatego, to przemiana, podczas ktorej
w my$l 0¢ = T'ds, czynnik zmienia swoj stan bez wymiany ciepta dq; 2 = 0,
lecz z wymiang ciepta przeistaczania g2 # 0. Przemiana taka jest real-
izowana przez kazdy proces sprezania, ktéry zachodzi adiabatycznie (g 2)
bez wymiany ciepta z otoczeniem. Do tej przemiany zblizone sa rzeczywiste
przemiany sprezania (i rozprezania), ktére odbywaja sie w wiekszosci maszyn
cieplnych, zaréwno przeptywowych jak i ttokowych.

a) b)
P A A
1 2,

P2’ |------ "

P1 f------ E —————
112

P2 p----- mmn
i v | S
] - > S- >

Vo V1 Vo

Rysunek 2.5. Wykresy przemiany adiabatycznej: a) p— v, b) T — s

Réwnaniem stanu tej przemiany w gazie doskonalym jest rownanie Pois-
sona

pv™ = const (2.36)

gdzie K = ¢,/c, - stala Poissona zwana wykladnikiem izentropy.
Zaktadamy ze parametry stanu 1 sa znane oraz zadana jest praca sprezysta
l12. Parametry stanu 2 obliczmy nastepujaco:
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e objetosé wlasciwa v,

-

pu™ = const  —  puf =povl  — L (12) (2.37)
V2 D1

e temperatura 7T

K K 1 K 1 K k—1 k—1
P1vy = PoUy = Pio-Uy = Pe-Uy T PLuil] = Pataly (2.38)
1 2

po uwzglednieniu pv = RT
RTyvf ! = Ryt (2.39)

czyli

T K—1 T =l

2 U1 2 b1\ ~
— = — lub —=(— 2.40
T (Uz) T (pz) (2:40)

e przyrost entropii s, —s; =0

e praca przemiany [, . Jest zadana w tak podstawowym zadaniu stad,
podobnie jak to bylo w poprzednich zadaniach, moze stuzy¢ do wyz-
naczenia nieznanego cisnienia py (lub objetosci vy). Tak jak poprzednio
korzystamy z I Zasady Termodynamiki (2.8)

11,2 =12 — (Uz - Ul) = —(Uz - Ul) = _C’U(T2 - Tl) =

co(Ty — Tp) = i RT( T2) (2.41)

T —1T5) = 1—-—=
/<a—1(1 2) k—1 T

podstawiajac (2.40) mamy odpowiednio

RT1 U1 el
lio = 1—1— 2.42
M1 (vg) ] ( )
lub
RTy D1 =
= 1—(— 2.43
k-1 (P2> ] (243)

e praca techniczna przemiany. Z bilansu (2.10) wynika, ze

lno =1y — 1y = K(ug — 1) = Kly o (2.44)
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e energia wewnetrzna i entalpia.

Ug — Ul = l1,2; lg — 1 = lt1,2 (2-45)

e cieplo przeistaczania

S92 T
de12 = / Tds = s(Ty —T1) = sTy (772 - 1) (2.46)
S1 1

2.5 Przemiana Politropowa

Rzeczywiste przemiany adiabatyczne przebiegajace bez wymiany ciepta z
otoczeniem, nie s3 odwracalne i w zwigzku z tym nie moga by¢ izentropowymi
s = const. Jesli dokonamy pomiaru krzywej sprezystej, odpowiadajacej
przemianie adiabatycznej rzeczywistej to uktada si¢ ona wg rownania,

pu™ = const (2.47)

w ktorym wyktadnik politropy n # k zaréwno w kierunku n > k oraz n <
k. Obrazem geometrycznym przemiany politropowej jest politropa (Rys.2.6).

a) b)

n=o0, v=const

n=0 p—ConSt
A A !
p 4

n=0, p=const n=1, T=const

n=1, T=const

n=1 , s=const n=oo, v=const n=x, s=const

P S

> >

Rysunek 2.6. Politropy o réznych wykladnikach gazéw doskonalych o staltym cieple wias-
ciwym na wykresach o wspélrzednych p — v oraz T — s

Okazuje sie, ze w zaleznosci od wartosci n przemiana politropowa moze
stawac sie:
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n=0 — izobaryczna,
n=1 — izotermiczna,
n=k — izentropowa,
n =400 — izochoryczna.

Pozostate parametry stanu 2 przemiany obliczamy z formut

Tv"! = const, Tp"T_1 = const (2.48)

Prace przemiany obliczamy w analogii do (2.42)

1 — (%) _] _ 51_“11 [1 . (Z—DM] (2.49)

Prace techniczng przemiany obliczamy analogicznie do (2.44)

RT;
n—1

lip=

ling =nli (2.50)
e Przyrost entropii wtasciwej oblicza sie poprzez scatkowanie formuty
(2.16) stad
gr T,
Sg — 81 = / Cp— = cpln— (2.51)
T T T

Cieplo przemiany politropowej jest réwne

n—~K n—~kK
2=l =) =c— = ——(uz —w) (2.52)

za$ rOwnanie

n—~kK

= Cy 2.53
=t (253)
prowadzi do zwigzku wyznaczajacego wyktadnik politropy
Cn — Cp
= 2.54
n= (2.54)

2.6 Charakterystyczny Diagram Przemian Ter-
modynamicznych (dla gazu doskonatego)
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. . Praca kompensowana Ciepto Praca techniczna Ciepto
Rodzaj przemiany (absolutna) kompensowane | przettaczania przeistaczania
|1,2 g, In,z Qi1
Izochoryczna I =0 Qo=th-th=, v( =9
_ 12 = t1,2 — p, - pl) qtl,Z .
vV = const c, ('r2 _Tl)
Izobaryczna ., = p(v, —v,) 9, =1, =iy = L =0 Qs =2
— 1,2 — 2 1 tL2 = tL2 T
p = const Cp(‘r2 _T1)
IZ_Ic_)tirICIélr?SZ:la II‘Z =RT h{ E j g, = |1,2 Iu,z = |1,2 Oy, = 0
1
=
I RT S
puealll IR IR ES 0,20 | la=w, [ 6,=s0-T)
2
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Wyktad 3

Przeplywy Plynéw roboczych z
Cykliczng wymianag

3.1 Sposoby wykorzystania czynnika roboczego

Woda, powietrze, para wodna, spaliny, gdy zostaja skierowane przez in-
zyniera do urzadzenia przeptywowego staja sie¢ czynnikiem roboczym. Nie
sg wtedy wazne ich wlasnosci optyczne, chemiczne, kulinarne, lecznicze, lecz
jedynie ich zdolnos¢ akumulowania, transportu i roztadowywania réznych
form energii. Czynnik roboczy winien by¢ ptynem neutralnym wobec kanatow
ktorymi przeptywa, powinien mie¢ staty sktad chemiczny gwarantujacy jego
dhugotrwatos¢é. Jego rola w urzadzeniach i maszynach przeptywowych jest
pasywna — ma on by¢ magazynem energii sprezystej, ktory tatwo jest napetnic,
bez strat przetransportowaé¢ w inne miejsce i sprawnie roztadowaé¢. W maszy-
nach przeptywowych typu silniki mechaniczne (np. turbiny wodne) decydu-
jaca role odgrywa energia kinetyczna czynnika, w maszynach cieplnych decy-
dujaca role ogrywa energia cieplna transportowana przez czynnik. Niniejszy
paragraf poswiecony jest, zgodnie z nazwg naszego przedmiotu, maszynom
cieplnym, do ktorych naleza:

e silniki cieplne
e zichiarki
e pompy ciepta

7 punktu widzenia maszyn cieplnych najwazniejsze jest przenoszenie
energii sprezystej czynnika roboczego za pomoca jednej z czterech podsta-
wowych przemian:

e izobarycznej (p = const)
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e izochorycznej (v = const)
e izotermicznej (T = const)
e izentropowej (s = const)

Aby czynnik roboczy wykonat praktyczne swe zadanie, np. zmienit ciepto
pobierane ze zrédta ciepta na prace, potrzeba jest zestawu urzadzen, w
ktorych beda zachodzity wyzej wymienione przemiany. W praktyce stosuje
sie cztery lub wiecej maszyn przeptywowych potaczonych kanatami, poprzez
ktore czynnik przeptywa cyklicznie. Droga ktoéra czastka ptynu roboczego
musi pokonaé¢ w trakcie cyklu tadowania, przetadowania, roztadowania ene-
rgii jest réozna; od kilkunastu centymetrow w silniku ttokowym do kilku-
nastu kilometréw w bloku parowym elektrowni zawodowej. Stan czynnika
roboczego po przejsciu cyklu i powrocie w punkt wyjsciowy nie zmienia
sie, posiada on te same parametry termodynamiczne p, T, v, s co oz-
nacza, iz posiada réwniez te samag energic wewnetrzng. Ta niezmiennosé
energii wewnetrznej podkresla pasywng role czynnika roboczego bedacego
substancjg do tatwego przenoszenia energii. Najprostszy obieg elektrowni
parowej realizuje dwie przemiany izobaryczne (izobaryczne grzanie w kotle
i izobaryczne chlodzenie w kondensatorze) rozdzielone dwiema przemianami
izentropowymi (izentropowa ekspansja w turbinie parowej i izentropowa kom-
presja w pompach).

W 1824 roku Sadi Carnot odkryl, iz maszyny cieplne, aby dziata¢ musza
posiadaé¢ dwa zrédta ciepta: gérne gdzie czynnik pobiera ciepto ¢4 (J/kg) i
dolne, w ktérym czynnik oddaje ciepto ¢, (J/kg). Hipotetyczna maszyne
cieplng pracujaca tylko z jednym zrédtem ciepta nazwano perpetuum mo-
bile drugiego rodzaju — w takiej maszynie mozna by byto cale ciepto
pobrane ze zrédta gérnego zamieniaé¢ w prace. Scisle méwige, istnieje mozli-
wos¢ aby ciepto pobrane w Zrodle gornym caltkowicie zamienia¢ w prace, ale
tylko wtedy gdy temperatura zrodla dolnego bedzie bardzo niska. Istnienie
takiej temperatury zapostulowat W.Thompson w 1852 i nazwatl ja temper-
atura zera absolutnego (-273°C). Warunek istnienia dwoch zrodet ciepla o
temperaturach réznych jest dzis prototypem drugiej zasady termodynamiki.

Skoro czynnik roboczy w obiegu utworzonym przez zestaw co najmniej
czterech maszyn cieplnych (czterech przemian) powraca cyklicznie do tych
samych wartosci parametréw termodynamicznych® to na diagramach pracy

I Niezmiennoéé energii wewnetrznej i entropii czynnika roboczego po przejéciu cyklu
nazwal S.Carnot pierwszym i drugim réwnaniem termodynamiki. We Francji do dzisiaj
te warunki nazywane sa pierwszym i drugim réwnaniem Carnota. Rownania te staly sie
prototypem Pierwszej i Drugiej Zasady Termodynamiki.
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p—wviciepta T — s powstaja zamkniete krzywe. Czynnik roboczy posuwa-
jac sie wzdtuz kanatéw zestawu maszyny cieplnej doznaje przemian termo-
dynamicznych, ktore uktadajg sie w:

e obieg prawobiezny (silnik cieplny)
albo w
e obieg lewobiezny (chlodziarka, pompa ciepla)

Na diagramie 3.2. pokazano schematy dzialania maszyn cieplnych. Silnik
cieplny stuzy do konwersji czesci ciepta pobranego w zrodle gornym w prace
zewnetrzng. Stad w obiegach prawobieznych praca [, jest oddawana do
otoczenia.

a) b)
A
p a, p

<V

\Y

Rysunek 3.1. Szkic prawo - (a) i lewobieznego (b) obiegu. W obu przypadkach pole objete
krzwya obiegu przedstawia prace lyp: a) wykonana przez czynnik qq = lop, +
Gw, b) dostarczona do czynnika gq + lop = qu.

qa = lop + qu, [J/kg]. (3.1)

Natomiast w obiegach lewobieznych praca [, musi by¢ wtozona do obiegu
i dlatego réwnanie bilansu catego obiegu ma postac:

qd + lob = Qu, [J/kg]. (3.2)

Ciepto wyprowadzane ¢q,, w obiegu lewobieznym jest wicksze od ciepta
pobranego g4 o prace wlozong. Pobranie ciepta dokonuje si¢ w zrodle dolnym
niskotemperaturowym, zas oddanie ciepta w zZrodle wysokotemperaturowym.
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Silnik cieplny Chlodziarka Pompa ciepla
zigbiarka
' odbiornik ciepta
' gorne zrodto |
qd + Iob = qw
n= da.
Iob
i otoczenie i dq
T otoczenie ~ ~TTTTTTTTTTTTo gorne zrodto pooommmmmooos otoczenie = T~
dolne zrédto E O | dolne zZrédto
qd :Iob+qw qd+|ob:qw
I
n= ILb ob "= q7w
qd Iob
Qg
dolne zrodto

Rysunek 3.2. Zasada dzialania prawo- i lewobieznych maszyn cieplnych

Urzadzenia te naleza do kategorii maszyn roboczych, do ktorych napedu
potrzebny jest silnik.

* Jedli temperatura zrodta dolnego jest nizsza od temperatury otoczenia
oraz zrédtem gornym pobierajacym ciepto od czynnika jest otoczenie to takie
urzadzenia nosza nazwe ziebiarek (chtodnic). Celem takiego urzadzenia
jest ciagle pobieranie ciepta ze zrodta dolnego i przez to utrzymywanie go w
temperaturach nizszych od temperatury otoczenia.

* Jedli temperatura zrodla dolnego jest temperatura otoczenia a celem
urzadzenia jest przekazywanie ciepta zréodhu gérnemu to takie urzadzenie
nosi nazwe pompy ciepta.

Pierwowzorem obiegéw cieplnych jest obieg Carnota sktadajacy sie z
dwdéch przemian izotermicznych i dwoch przemian izentropowych. Sprawnosé
obiegu Carnota zalezy tylko od stosunku temperatur Zrodta dolnego i zrodta
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gornego:
=1
TlCarnot Tg .

3.2 Przeplyw z pobieraniem ciepla na grzanej
Sciance

Ilosciowe zamodelowanie strumienia ciepta Ql’z pobieranego (oddawanego)
na grzanej (chtodzonej) Sciance jest ztozone i do konica nierozpoznane. Tabela
3.2 pokazuje cztery mozliwosci zmiany energii cieplnej czynnika roboczego, z
czego dwa dotycza posredniego przekazu ciepta przez powierzchnie rozdziela-
jaca, a dwa dotycza bezposredniego dostarczenia energii poprzez mieszanie i
uwalnianie energii chemicznej.

Posrednie (powierzchniowe) za Bezposrednie (objetosciowe) z

posrednictwem powierzchni mieszaniem czynnikow

rozdzielajacej

grzanie | przy pomocy spalin w kottach, komory spalania turbin
podgrzewaczach powietrza gazowych
chtodzenie | w powierzchniowych wymiennikach | Chlodzenie czynnika w stanie

ciepta typu kondensator gazowym poprzez wtrysk
zimnego czynnika w stanie
plynnym

Tablica 3.1. Sposoby doprowadzania ciepta (energii cieplnej) do czynnika roboczego

Transport energii cieplnej, a szczegodlnie tej przenoszona droga radiacyjna,
podlega nieco ogdélniejszym prawom niz transport energii niesionej z sub-
stancja czynnika roboczego (1.26)

Mier + Q1,2 + L1,2 = Mie2 (3.3)

w kanale przeplywowym z wylotem 2 — 2 i wlotem 1 — 1. Na rys 3.3
pokazano wymiennik powierzchniowy, ktérego zadaniem jest izobaryczne ogrze-
wanie wody kosztem izobarycznego chlodzenia spalin. W tym przypadku
traktujemy $cianki wymiennika A, jako catkowicie przypuszczalne dla energii
cieplnej, stad bilans energii jest dokonywany nie dla kanatu przeptywowego,
lecz dla objetosci bilansowej. Bilans ten wynosi:

Mslsl + Mylws = Mislsa + Maylya + Qotocz (34)
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Rysunek 3.3. Schemat dziatania powierzchniowego wymiennika ciepla

gdzie: 1 — [kg/s] strumien goracych spalin, 1, - strumienn wody pod-
grzewanej, 141, 150 - entalpia catkowita spalin na wlocie 1 — 1 i wylocie 2 — 2,
odpowiednio 7,3, i,4 - entalpia caltkowita wody na wlocie 3 —3 i wylocie 4 —4.

Stownie bilans ten wypowiadamy: Strumien energii oddawanej przez
spaliny jest rOwny strumieniowi energii pobranej przez wode, pom-
niejszonemu przez straty ciepta do otoczenia. 7 punktu widzenia
grzanego czynnika roboczego przepltywajacego nad grzanymi sciankami A,
miedzy wlotem 3—3 i wylotem 4 —4 ciepto pobrane g, przez czynnik roboczy,
zgodnie z ogdlnym bilansem w kanale (3.3).

qa = g3,4 = iw3 — iw4 (J//{Zg WOdy) (35)

Mimo prostego bilansu energii przekazywanej przez spaliny wodzie opis
procesu przekazywania ciepta nalezy do najtrudniejszych zadan numerycznej
termodynamiki. Do najtrudniejszych zadan praktycznych nalezy ustalenie
powierzchni wymiennika A, wystarczajacej do wymiany strumienia ciepta,
oraz ustalenia temperatury Scianek wymiennika réznych na ogét od Typaiin
1 Twody- W Zle zaprojektowanym wymienniku temperatura spalin 75 jest
mniejsza od temperatury wody na wlocie 15 < Tj, co oznacza, ze przez jakis
czas woda podgrzewa spaliny a nie odwrotnie.

Znajac strumien ciepta pobrany przez czynnik roboczy Q3,4 = Myqq
mozna probowaé dobra¢ potrzebng powierzchni¢ A, w oparciu o réwnanie
Newtona (1773)

Q34 = My Ag(T — Tyar) (3.6)

gdzie A [m?] - powierzchnia grzana, «a - Sredni wspo6tczynnik wnika-
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nia ciepta [W/m?K], T - $rednia temperatura czynnika roboczego miedzy
przekrojem 3 —3 14 —4, T4y - Srednia temperatura scianki A,. Wyjadnienie
roli integralnego wspotcezynnika wnikania o wymaga zrozumienia charakteru
wymiany ciepta miedzy ptynem a $cianka. Wspodtezynnik o wyznaczany jest
empirycznie i jego wartosci wahaja sie od 0.1 + 500 [W/m?K]| w gazach,
500+ 700 [W/m? K| w cieczach oraz 2000 <+ 10000 [W/m? K| w cieczach wrza-
cych.

3.3 Przeplyw z pobieraniem pracy na ruchomej
Sciance

Jesli rozpatrywane powyzej pojecie przekazywania ciepla w procesie
przemiany izobarycznego grzania czynnika roboczego jest skomplikowane i do
konca nierozpoznane to podobna sytuacja odnosi si¢ do pojecia przekazy-
wania pracy w procesie izentropowej kompresji czynnika roboczego. Prze-
kazywanie pracy do czynnika lub z czynnika roboczego do otoczenia za-
chodzi na ruchomych powierzchniach ($ciankach) o polu A,.

Ze wzgledu na rodzaj urzadzenia realizujacego przekazanie pracy w przemi-
anie izentropowego sprezu lub izentropowej ekspansji mamy, w pewnej analogii
do spsobéw przekazywania ciepta pokazanym w tablicy 3.2, dwa sposoby
przekazywania pracy czynnikowi roboczemu:

e bezposrednie — w ktérym praca zewnetrzna zostaje wprost przeksz-
talcona w energie wewnetrzng i energie sprezu. Taka forma ma miejsce
w silnikach i sprezarkach ttokowych oraz w strumienicach.

e posrednie — w ktorych praca zewnetrzna zostaje najpierw zamieniona
na energie kinetycznag czynnika a nastepnie poprzez odpowiednie jego
wyhamowanie w energi¢ wewnetrzna. Taka forma ma miejsce w maszy-
nach wirnikowych typu sprezarki wirnikowe, turbiny, etc.

Posrednie przekazywanie pracy, podobnie jak posrednie przekazywanie
ciepta, ma swg specyfike, ktora omoéwimy na przyktadzie dmuchawy nape-
dzanej kotem wodnym (Rys.3.4).

Réwnanie bilansu energii w objetosci bilansowej ma identyczna do (3.4)
posta¢ wynikajaca z faktu, ze strumien energii wody przekazywany przez wal
do powietrza jest rowny strumieniowi energii pobranej przez powietrze oraz
pewnym stratom przekazywanej pracy Lotocz.

mwin + mpipl - mwiw4 + mpin + Lotocz (37)
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Rysunek 3.4. Schemat dziatania powierzchniowego wymiennika pracy. Czynnik roboczy
dmuchawy (powietrze) otrzymuje energie kinetyczna na wirujacych
topatkach o powierzchni A, i konwertuje ja w sprez i energie wewnetrzna.
Czynnikiem roboczym napedzajacym koto jest woda

gdzie: hy,3, 14 - entalpia catkowita wody, 4,1, ip2 - entalpia catkowita powi-
etrza.
Z punktu widzenia czynnika roboczego podlegajacego przemianie izentropowego
sprezu w dmuchawie, ilo$¢ pracy pobrana na Sciankach ruchomych A, wynosi:

Lyg = 1y (ips — ip1) = miply (3.8)

lub na jeden kilogram (ld =lo= Llyg/mp>

ld - 1172 = ipz - ipl (39)

Pomimo iz bilans (3.7) jest zawsze prawdziwy obliczanie pracy przekazy-
wanej czynnikowi roboczemu na wirujacych topatkach o powierzchni A, jest
zadanie niezwykle trudnym i praktycznie nie jest rozwigzane.

Pytaniem gtownym jest pytanie o wielkos¢ powierzchni ruchomych A,
wystarczajacych do przekazania strumienia energii LLQ = L374 — Lotocz. Od-
powiedz na to pytanie dostarcza réwnanie Eulera (1773), ktére mowi, iz
znajac strumien pracy pobierany przez czynnik roboczy LLQ = 1myplg mozna
okresli¢ potrzebna powierzchnie A, w oparciu o nastepujace réwnanie (patrz
(1.18)):
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LL? = Lll’Ql = R1/72/ U= [mp(é’d/ — 6::2/ — Nl/ — Nz/ + ﬁM] . ”(_[, (310)

gdzie: ]%1/,2/— sita naporu wirujacej powierzchni A, na czynnik roboczy,
@ - liniowa predko$¢ unoszenia punktu wirnika, w ktorym zaczepiona jest
wypadkowa sita naporu }?1/’2/, Ce1r — Cep - Srednie predkosci w przekrojach
1" =112 — 2 przed i za lopatkami wirnika, i, - strumien masy czyn-
nika roboczego, ]\71/,]\72/ - sity naporu pochodzace od $redniego cisnienia i
pola powierzchni kanatu, Fy - sita masowa objetosci masy zawartej miedzy
przekrojem 1/ — 1'i 2/ — 2 (zwykle pomijana).?

3.4 Rodzaje obiegéw czynnika roboczego

Bedziemy zajmowaé sie obiegami, podczas ktorych nie zachodzi przejscie
fazowe czynnika roboczego. Takie obiegi wystepuja w nastepujacych maszy-
nach cieplnych:

e Silniki spalinowe

— tlokowe

% o spalaniu wybuchowym (obieg Otta)

% o spalaniu w stalym ci$nieniu (obieg Diesla, obieg Sieligera-
Sabathego)

— wirnikowe

% turbiny gazowe (obieg Braytona)
% 7 ttokami wirujacymi (Wankla)

— odrzutowe
* przeptywowe

* rakietowe
e Chlodziarka powietrzna (obieg Joule’a)

e Pompa ciepla (obieg Joule’a)

2We wzorze Eulera (3.10), w przeciwienstwie do wzoru Newtona (3.6), nie wystepuje w
sposob jawny powierzchnia wymiany pracy A, stad jej wyznaczenie przebiega zwykle w
sposob iteracyjny. Zalozenie zbyt malej powierzchni A, koniecznej do odbioru mocy kota
wodnego spowoduje, iz sprezarka bedzie sie coraz szybciej obracala az w koncu ulegnie
zniszczeniu konstrukcja najstabszego elementu uktadu.



48 Wyktad trzeci — Przeptywy Plynéw Roboczych z Cykliczng Wymiana

Obieg Otta

Realizowany jest w silniku ttokowym (Rys 3.5) w trakcie czterech suwéw
ttoka. Podczas ruch ttoka z potozenia g,,, do potozenia d,,, zwicksza si¢ ob-
jetos¢ w cylindrze i jest do niego zasysana mieszanka paliwowo-powietrzna
(linia 0-1). Podczas powrotnego suwu tloka z dp, do g, (krzywa 1-2)
mieszanka poddawana jest kompresji i sprezaniu w wyniku, czego zwigksza
si¢ temperatura do T5. Gdy ttok znajduje si¢ w punkcie ,,g,,,” zapala si¢ od
iskry mieszanka paliwowo-powietrzna i nastepuje jej szybkie spalenie (linia
2-3). W wyniku tego nastepuje gwaltowny wzrost temperatury i cisnienia.
Nastepnie, podwyzszone ci$nienie porusza tlok z pozycji g, do d,,, (linia
3-4) i wykorzystywana jest praca mechaniczna kosztem obnizenia ci$nienia
i temperatury. W d,,, (punkt 4) temperatura i ci$nienie spalin sg na tyle
niskie, iz nie moga by¢ wykorzystywane do wytwarzania pracy. Po otwarciu
zaworu wylotowego sa usuwane spaliny i nastepuje spadek ci$nienia (linia 4-
5). Podczas powtérnego ruchu ttoka z d,,, do g, (linia 5-0) zawér wylotowy
pozostaje otwarty tak, aby zostala usunicta reszta spalin. Nastepnie zostaje
zamkniety zawér wylotowy a wlotowy otwarty. Podczas suwu ttoka z g,,, do
dmp Nastepuje ponowne zassanie surowej mieszanki (linia 0-1).

.

ciénienie p

Rysunek 3.5. Wykres indykatorowy silnika spalinowego czterosuwowego z zaplonem iskro-
wym: 0 - zamkniecie zaworu wylotowego i otwarcie dolotowego, 1 - zamknie-
cie zaworu dolotowego i poczatek kompresji, 2 - zapton paliwowej mieszanki,
3 - koniec spalania, 4 - otwieranie zaworu wylotowego, 5 - koniec spadku
ci$nienia
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Obiegiem ktéry modeluje prace czterosuwowego silnika tltokowego jest
obieg Otta (1867), ktory sktada sie z dwu izentrop podzielonych dwiema
izochorami?.

Na rysunku 3.6 przedstawiono obieg Otta na diagramach pracy i ciepta.
Sktada si¢ on z nastepujacych przemian sprezystych:

1-2 — kompresja izentropowa

2-2 — izochoryczne doprowadzanie ciepta

3-4 — ekspansja adiabatyczna

4-1 — izochoryczne odprowadzanie ciepta

a b
P T A
3 <
3
9g=923
—
- g
D T ]
=3
K] » 4
]
I
g 5 / i
1
9.=G. i
Ga=d4.1 |
t * !
] 1 ]
1 .- 1 L -
uy v, v 51 S5 s

Rysunek 3.6. Wykres obiegu Otta na digramie pracy a) i diagramie ciepla b)

Jesli ciepto doprowadzane g4 = g2 3 podczas przemiany izochorycznej, zas
ciepto wyprowadzane ¢, = q41 oraz stosunek kompresji € = vy /vy = v3/v4 to
sprawnos¢ obiegu okresla nastepujaca formuta Witza:

Guw 1

Notto = —a =1- or1

(3.11)

gdzie k = ¢,/c, dla spalin traktowanych jako gaz doskonaty. Sprawnos¢
Nowo zalezy od stosunku kompresji € i wyktadnika Poissona gazu bioracego
udzial w obiegu. Dla powietrza, x = 1.4, wynosi ona od 1oy, = 0.243 dla
e = 2 do nowo = 0.602 dla ¢ = 10. Doswiadczenia wykazuja, iz istnieje

3Prototypem silnikéw ze spalaniem wybuchowym jest maszyna gazowa Lenoire’a —Otto
(1860 — 1867). Byt to silnik bezkorbowy z tzw. tlokiem swobodnym, ktéry byl napelniany
substratami przy ciSnieniu otoczenia podczas suwu pierwszego. Po wybuchu nastepowalo
rozprezenie spalin podczas reszty tego suwu. W czasie drugiego suwu nastepowalo usunie-
cie spalin na zewnatrz. Maszyna byla dwusuwowa bez wstepnego sprezenia [218].
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pewna krytyczna warto$¢ € = ey, ktorej przekroczenie powoduje szkodliwe
dla silnika ,stukanie”. Wartos¢ ey, zalezy od konstrukeji silnika i rodzaju
paliwa i np. dla benzyny waha si¢ ey = 7 + 12.

Spaliny odprowadzane z silnika maja stosunkowo wysokie cinienie okoto
0,3MPa i temperature rzedu 600°C. Tej wysokiej energii odpadowej nie
mozna juz wykorzysta¢ do wytworzenia pracy w silnikach ttokowych, co
wigzaloby sie z koniecznoscig wydhuzenia cylindra i suwu ttoka. Aby wyko-
rzystac energie spalin wylotowych nalezy na wylocie wstawi¢ niewielka turbine
gazowa, ktora bedzie wspomagata ttoczenie $wiezego powietrza (turbodotad-
owanie) [12],[74],[146].

Obieg Diesla

Silniki wtryskowe Diesla (zwane silnikami wysokopreznymi) réznia sie od
silnikéw wybuchowych Otta sposobem podawania paliwa. W silnikach wybu-
chowych uzywa si¢ mieszanki paliwowo — powietrznej, ktora po kompresji za-
pala sie od iskry a spalanie odbywa si¢ gwaltownie przy prawie niezmienionej
objetosci. W silniku wtryskowym Diesla kompresji podlega samo powietrze
z reszta spalin. Na krotko przed potozeniem zwrotnym otwiera si¢ zawoér
paliwowy, przez ktory wtryskuje sie ciekte paliwo pod wysokim cisnieniem
20 — 60 MPa, z predkoscia 200 — 400 m/s. Paliwo rozpyla sie, odparowuje
i zapala bez udzialu obcych zrodet ciepta, bowiem temperatura powietrza
przy koricu kompresji jest odpowiednio wyzsza od temperatury samozaptonu
paliwa. Proces spalania w silniku Diesla przebiega izobarycznie. Na rys 3.7.
pokazano obieg Diesla sktadajacy sie z takich przemian sprezystych jak:

1 - 2 — kompresja adiabatyczna powietrza

2 - 3 — izobaryczne doprowadzanie ciepta

3 - 4 — ekspansja adiabatyczna

4 - 1 — izochoryczne odprowadzanie ciepta (usuniecie spalin)

O sprawnosci silnika Diesla decyduje stosunek kompresji ¢ = vy /vy =
v3/v4 oraz stopien obciazenia ¢ = vs3/vy = V3/V,. Dla gazu doskonatego o
wykladniku adiabaty x sprawnosé¢ okresla wzér Diesla (1870)

7/}Dz'eselzl__zl__'_l‘ (312)

4d Kk e"

Wartos¢ stopnia obcigzenia waha sie od 1 do 3,5. Poniewaz wzrost ¢ i

zmniejszenie ¢ zwickszaja sprawnos¢ energetyczna obiegu Sieliger i Sabathi

usprawnil proces doprowadzania ciepta tak, aby poczatkowo odbywato sie
ono izochorycznie a dopiero péZniej izobarycznie [180],[369].
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Rysunek 3.7. Wykres obiegu Diesla

Obieg Braytona turbiny gazowej

W silnikach spalinowych tlokowych duza bezwtadno$¢ mechanizmu kor-
bowego jest przyczyna strat pracy mechanicznej. Silniki spalinowe wirnikowe
pracujg w wyniku ciggltego przeptywu czynnika roboczego, stad uzyskaé w
nich mozna duzg moc jednostkowg (l;2). W turbinach gazowych lepsze jest
rowniez wykorzystywanie procesu ekspansji, bowiem proces rozprezania czyn-
nika moze by¢ doprowadzony do cisnienia otoczenia, przez co temperatura
spalin odlotowych réwniez spada. Wada turbin jest to, iz z uwagi na roztoze-
nie procesu izentropowej ekspansji wzdtuz osi turbiny, topatki pierwszego i
drugiego stopnia narazone sa na dziatanie wysokich temperatur dochodza-
cych, we wspotczesnych konstrukejach, nawet do 1500°C. Obecnie na topatki
pierwszego stopnia stosowane sg specjalne stopy monokrystaliczne, zas stop-
nie drugi i trzeci sa chtodzone powietrzem.

Na rys. 3.8 pokazano zestaw aparatéw realizujacych dwie izentropowe
przemiany (sprezarka i turbina) oraz dwie izobaryczne: grzanie (komora
spalania) i chtodzenie (wymiennik ciepta lub otoczenie).

W turbinach gazowych o obiegu otwartym, paliwem jest gaz naturalny
lub syntezowany (weglowy — produkt zgazowywania) oraz paliwo cieklte. W
turbinach o obiegu zamknietym mozna stosowaé czynnik roboczy o lepszych
wlasnosciach np. niektére gazy szlachetne (Hg,Ar).

Obieg Braytona zestawu turbiny gazowej pokazano na rysunku 3.9. Sktada
sie on z nastepujacych przemian:
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Rysunek 3.8. Schemat turbiny gazowej; a) o ukladzie otwartym — brak chlodzenia czyn-
nika roboczego, bowiem spaliny wyrzucane sa do otoczenia, b) o ukladzie
zamkniety — z chlodzeniem czynnika roboczego.

1 - 2 — sprezanie izentropowe

2 - 2 — izobaryczne doprowadzanie ciepta

3 - 4 — rozprezanie izentropowe (adiabatyczne)
4 - 1 — izobaryczne odprowadzanie ciepta

a b

qg=q2-3

P#z , TA

Rysunek 3.9. Obieg Braytona: a) wykres pracy p — v, b) wykres ciepla T — s

W obiegu otwartym chtodzenie spalin 4 — 1 nastepuje w naturalnym
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otoczeniu poza obiegiem. Sprawnos¢ obiegu Braytona zalezy od stosunku
sprezania & = p;/ps 1 obliczana jest wg formuty G.B. Braytona (1876):

1
np=1-—= (3.13)

K

Rzeczywiste obiegi wspolezesnych turbin gazowych* sg bardziej skomp-
likowane: stosuje si¢ w nich, bowiem regeneracyjny podgrzew paliwa, chtodze-
nie miedzystopniowe, bezptomieniowe spalanie w sekwencyjnych komorach
spalania, wtrysk pary wodnej oraz inne zabiegi majace na celu podniesienie
sprawnosci, dyspozycyjnosci i trwatosci urzadzenia [44],[232],[325].

Silniki odrzutowe

Realizowany jest w nich obieg otwarty Braytona z tym, iz izentropowy
sprez dokonuje sie nie w skomplikowanym urzadzeniu typu sprezarka, lecz
w prostym kanale o ksztatcie dyfuzora. 7 kolei ekspansja zachodzi nie w
turbinie, lecz w prostym kanale o ksztalcie konfuzora, bowiem celem gtéwnym
jest osiggniecie duzej predkosci wzglednej wy. Aby zwiekszy¢ sprawnosé ru-
chowg stosuje sie dzi$, oprécz kompresji w dyfuzorze dodatkowy sprez w
sprezarce napedzanej turbing gazowa (Rys.3.10).

komory
spalania
sprezarka turbina

dyfuzor

Rysunek 3.10. Schemat silnika turboodrzutowego

Pierwowzorem silnika turboodrzutowego jest rura Lorina (1913) (Rys.3.11),
na ktérym zaznaczono przekroje odpowiadajace charakterystycznym czterem
przemianom.

4Wspélczesnymi turbinami stacjonarnymi o najwieckszej mocy sa:
GT26 (ABB), N, = 265MW, s =562kg/s, T, =640°C
V94.3A (Siemens), N, = 260MW, 1, = 660kg/s, Ty =581°C
501G (Westinghouse), N, = 249MW, g = 543kg/s, Ty =604°C
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komora
spalania

doprowadzenie
paliwa

|
\

Rysunek 3.11. Schemat silnika odrzutowego. Predko$é bezwzgledna na wlocie ¢ = 0.
Stad w; = —u, predkosé wzgledna jest réwna predkosci samolotu.

Poniewaz realizuje sie tu obieg Braytona pozostajg w mocy zaleznosci
tego obiegu, iz praca obiegu zostaje w tym przypadku zuzyta na wytworzenie
duzej energii kinetycznej opadajacych spalin (Rys.3.12).

Rysunek 3.12. Przemiany zachodzace w rurze Lorina; a) diagram p — v, b) diagram T — s

W przypadku silnika odrzutowego sprawnosé¢ energetyczna obiegu 1 =
lob/q2,3 nie jest tak wazna jak wazny jest stosunek pracy wykonywanej Iy 4
przez sit¢ ciagu do pracy obiegu .

= 22 = 24 (3.14)
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Prace sity ciaggu obliczmy w oparciu o réwnanie bilansu energii miedzy
wlotem 1 — 1 i wylotem 4 — 4
w2 ) ] w2
m <CpT1 + 71) + QQ,S + L174 =m (CpT4 + 74) (315)

oraz rownanie Eulera (3.10) okreslajace prace sity ciagu (czyli moc uzy-
teczng ciggu) jako:

Lig=m-lig=R-@=[m(c; —cs) +prAi — pads] - u (3.16)

Predkos¢ bezwzgledna strumienia na wlocie do kanatu wynosi ¢; = 0,
(¢ =4+ W) na wylocie zas ¢4 = wy — wy. Réwnanie Eulera dla p; = py =
DPotocz 1 Al ~ A2 ma postaé:

L1’4 = Ru = Rw1 =m (U)4 - U)l) w1 (317)

Natomiast strumien ciepta doprowadzonego Q273 pochodzi od ciepta reakcji
spalania paliwa i jest rowny:

Qz,s = 1paWa (3.18)

gdzie My, [kg/s] - masowy strumien paliwa, W, [J/kg| - wartos¢
opalowa kilograma paliwa.
Stosunek okreslony réwnaniem (3.14)

L l — 2
L _ha (wa—w)uwn (3.19)

e Tl Twi—wd) Ty

nazywamy sprawnoscig napedows silnika odrzutowego. Okazuje sig, ze ta
sprawnos¢ w duzej mierze zalezy od sprezu w dyfuzorze € = py/p;. Aby sprez
zwiekszy¢ w dyfuzor wstawia sie sprezarke (osiowa, promieniowa) potac-
zong jednym watem z jedno-, dwustopniows turbing umieszczona w dyszy
(Rys.3.10) [362].

Obieg Joule’a w ziebiarce

Powietrze jako czynnik roboczy chlodziarki jest rzadko wykorzystywane
— stosuje si¢ je w specjalnych maszynach chtodniczych np. do klimatyza-
cji samolotow. Jesli bowiem podczas rozprezania czynnika spadnie ponizej
temperatury otoczenia to mozna pobraé ciepto np. w komorze chtodniczej
(ze zrédia dolnego). Nastepnie dokonuje sie sprezu czynnika tak, aby jego
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Rysunek 3.13. Schemat chlodziarki powietrznej realizujacej obieg Joule’a

a b
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Rysunek 3.14. Wykres obiegu Joule’a; a) diagram pracy p — v, b) diagram ciepta T' — s

temperatura przewyzszata temperature otoczenia, nastepnie dokonuje sie izo-



3.4 Rodzaje obiegéw czynnika roboczego 57

barycznego chtodzenia czynnika w wysokim cisnieniu. Na Rys.3.13. pokazano
schemat chtodziarki, ktéra realizuje obieg lewobiezny Joule’a.

Obieg Joule’a sktada sie z przemian termodynamicznych:

1 - 2 — adiabatyczne sprezanie gazu ([ o)

2 - 3 — izobaryczne chtodzenie gazu o wysokim cisnieniu

3 - 4 —izentropowe rozprezanie gazu z wykonaniem pracy g4 < [ 2

4 - 1 — izobaryczne chtodzenie gazu o niskim cisnieniu.

Praca maszyny rozprezajacej I3 4 jest mniejsza od pracy sprezarki [ o stad
potrzebny jest dodatkowy silnik napedzajacy. Na rysunku 3.14 pokazano
wykresy obiegu Joule’a, wynika z niego iz o, = {12 — 3.4 28S @op = G2,3 — qa.1-
Sprawno$¢ obiegu Joule’a, zgodnie z diagramem (3.2), wynosi:

Gd  qan 1
oule = 7 = 57— = PP E— 3.20
Hout lob lob ng —1 ( )
w ktorym stosunek sprezania £ = po/p1 =ps/ps zas$ k = 1,4. Sprawnosé
energetyczna obiegu Joule’a jest wieksza od jednosci i zbliza sie do jeden,
gdy rosnie sprez i osiaga & = 11 [20],[36].
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Wyktad 4

Przeplywy z przemiang fazowg
czynnika roboczego

4.1 Praca ukryta i ciepto ukryte przemiany
fazowej — sprawny sposéb akumulowania
energii sprezystej czynnika roboczego

7 punktu widzenia sprawnosci silnika cieplnego waznym jest, aby maksy-
malnie wykorzystywac¢ mozliwosci czynnika roboczego do przenoszenia odwracal-
nej energii sprezystej z jednego miejsca w inne. Okazuje sie, ze bardzo
duza ilo$¢ energii mozna zmagazynowa¢ w odwracalnych przemianach
fazowych zaréwno tych indukowanych naprezeniowo, jak i tych wywotanych
termicznie. Podstawowymi, dla silnikow cieplnych, przemianami fazowymi

s

e wrzenie — przemiana zachodzaca podczas izobarycznego grzania czyn-
nika roboczego - ma miejsce w kottach parowych i wymiennikach ciepta,

¢ kondensacja — przemiana zachodzaca podczas izobarycznego chtodzenia
czynnika roboczego — ma miejsce w kondensatorach i skraplaczach.

Zjawiska zwigzane ze zmiang stanu czynnika mozna rozpatrywac na charak-
terystycznych wykresach: pracy p—uv iciepta T'—s (rys. 4.1). Na obu wykre-
sach istniejg charakterystyczne obszary: wody, pary suchej i pary mokrej,
oddzielone od siebie linia graniczna (linig nasycenia), ktéra sktada sie z dwoch
gatezi, lewej (x = 0) i prawej (z = 1), polaczonych ze soba w punkcie kryty-
cznym K. Powyzej punktu krytycznego lezy obszar nadkrytyczny, w ktérym
nie obserwuje sie charakterystycznych zjawisk zwigzanych z przemianami
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Rysunek 4.1. Wykres przemiany izobarycznego grzania 1 - 2 przebiegajacy przez obszar
dwufazowy. Bezwymiarowy parametr y nazywa sie stopniem suchosci i wyz-
nacza si¢ go jako stosunek masy pary do masy mieszaniny

typu wrzenie i kondensacja. Pare wodnag o parametrach nadkrytycznych
(p~ 30 MPa, t=600°C) lub, ultranadkrytycznych (p ~ 30 — 40 M Pa,
t ~ 700°C) wykorzystuje sie w wysokosprawnych obiegach parowych na
parametry nadkrytyczne. Takie parametry pary wymagaja uzycia na kon-
strukcje kottow i turbin specjalnych martenzytyczno — ferrytycznych stopéw
zaroodpornych i zarowytrzymatych.

Lewa gataz linii granicznej jest to linia wody wrzacej, dla ktérej stopien
suchosci wynosi zero (x = 0), a parametry stanu oznaczone sa dodatkowym
indeksem prim (¢, p/, v/, T", ¢,
etc.). Prawa gataz linii granicznej taczy punkty, w ktérych mieszanina wody
wrzacej 1 pary nasyconej staje sie para nasycona sucha (z = 1), a parametry
stanu oznaczone sa dodatkowymi indeksami bis (¢, p”, v, T", ", etc.). Na
lewo od linii = 0 lezy obszar cieczy (jednofazowy), pomiedzy x =01z =1
lezy obszar pary mokrej (dwufazowy) bedacy mieszanina wody wrzacej i pary
nasyconej, na prawo od linii x = 1 lezy obszar pary suchej (pary przegrzanej),
ktorej temperatura jest wyzsza od temperatury pary nasyconej przy danym
cisnieniu, zwanej temperatura nasycenia.

Izobaryczne grzanie

Na rys.4.1 pokazano przemiane 1 — 2 (izobaryczne grzanie) przecinajaca
obszar dwufazowy w punktach 1’ i 1”. Poniewaz jest to izobara to p; = ps <
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Dk, zas ze wzgledu na poziom cisnienia nazywa sie izobarg podkrytyczng. Na
wykresie pracy jest to linia prosta 1 — 2, natomiast na wykresie ciepta 7' — s
ta przemiana ma trzy charakterystyczne zakresy. Pierwszy to odcinek 1 — 1’
zwigzany z izobarycznym ogrzewaniem wody do stanu wrzenia 1’ (z = 0).
W obszarze cieczy izobara p; = py = const przebiega nieco powyzej linii
x = 0, ale tak, blisko iz w praktyce przyjmuje sie, ze te linie 1 —1"i 2z =0
niemal pokrywaja sie. Na odcinku drugim w obszarze pary mokrej izobara
pokrywa sie z odpowiednia izoterma (przemiana fazowa zachodzi przy statym
piT)ijest odcinkiem 1’ — 1” prostej poziomej.

Dopiero po wyjsciu z obszaru dwufazowego (odcinek trzeci) ciepto grzania
przeznaczane jest na podniesienie temperatury i izobara podkrytyczna 1”7 — 2
staje si¢ krzywa rosnaca.

Waznym jest réwniez to, iz na odcinku 1’ — 1”7 przemiana izobarycznego
grzania jest rOwniez przemiang izotermiczna, co przybliza obieg do najbardziej
sprawnego obiegu Carnota. Tak, wiec g o cieplo przekazywane izobarycznie
do 1 kg masy czynnika, zamienia si¢ w:

e cieplo podgrzania ¢ =i — iy = ¢, (T} — T1),

e cieplo ukryte przemiany fazowej r, =" — i’ = Ty (s" — §'),
e cieplo podgrzania qiv o =iy —i" =~ ¢, (IToy — 17).

Podobnie praca absolutna przemiany 1 — 2 dzieli si¢ na:

e prace podgrzania ly ;v = py (V' — vy),

e prace ukryta przemiany fazowej r; = py(v” — '),

e prace przegrzania [y o = py (v —v”).

Dla materialéw ptynnych ciepto ukryte przemiany fazowej jest, w prze-
ciwienstwie do ciat statych, o wiele wigksze od pracy ukrytej przemiany fa-
zowej. Przyktadowo w charakterystycznym dla wody stanie otoczenia p; =
py=p=0,1013 M Pa i Ty, = 100°C, praca ukryta i ciepto ukryte wynosza
odpowiednio !;

re=pi(v" —v') = 0,1013 - (1,6738 — 0,0010437) = 170 k.J /kg

1y = Tsat(s" — ') = 373 - (7,3564 — 1,3069) = 2257 k.J /kg

ldane dla v”,v’,s”, s' odczytujemy z tablic pary wodnej [254].
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Na rys.4.1 widaé, ze réznice entropii wlasciwej (s” —s') 1 objetosci wlasci-
wej (v —v') zmniejszaja sie ze wzrostem temperatury i ci$nienia i rownaja sie
zeru w temperaturze krytycznej. Oznacza to, iz powyzej punktu krytycznego
nie zachodzi klasyczne rozumiane przejscie fazowe pierwszego rodzaju typu
woda — para.

Izobaryczne chlodzenie.

Poniewaz rozwazania nasze dotycza przemian odwracalnych, to aby otrzy-
ma¢ proces kondensacji nalezy odwrdéci¢ przemiane i wychodzac z punktu
2 osiagna¢ w wyniku ochtadzania punkt 1. Ciecz wrzaca w punkcie 1’ nazy-
wamy wtedy kondensatem, a réznice Ty, — T przechtodzeniem kondensatu.
Poniewaz kondensat po sprezeniu trafia do ponownego izobarycznego grzania
w kotle, to z punktu widzenia oszczednosci paliwa nalezy dbac¢ o jak najm-
niejsze przechtodzenie kondensatu. Réwniez z punktu widzenia zuzycia wody
chtodzacej w skraplaczu (ok. 50 litrow na 1 litr kondensatu) niedopuszczanie
do przechtodzenia kondensatu prowadzi do oszczednosei [49].

4.2 Przeplywy z przemiang fazowg indukowang
termicznie

W bloku parowym 230 MW, elektrowni zawodowe]j o sprawnosci okofo
40% uzyskanie mocy mechanicznej Ly o = N, = 230 MW wymaga przekaza-
nia w zrodle gornym strumienia ciepta @, = 600 MW, oraz oddania nie-

skonwertowanego ciepta zrédtu dolnemu w ilosci Qg = 370 MW,. Takie
potezne strumienie ciepta przekazywane sa w profesjonalnych urzadzeniach

typu:
e kociol parowy (izobaryczne grzanie)

e skraplacz pary (izobaryczne chtodzenie)

Kociol parowy

Pare wodna o wysokich parametrach produkuje sie¢ w kottach parowych,
ktore maja ztozong budowe i gabaryty dochodzace do 30 x 30 x 150 m. Z
punktu widzenia obiegéw cieplnych i specyfiki powyzej opisanej przemiany
izobarycznego grzania, w kotle parowym wystapi¢ muszg elementy, ktorych
zadaniem bedzie:
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e izobaryczny podgrzew wody zasilajacej (1 — 1') o poczatkowym cisnie-
niu p = 8.0 + 25 MPa i temperaturze t = 200 — 290 °C. Przeptyw
ten odbywa si¢ w rurach kotta, ktorych taczna dlugo$é waha sie od
5 — 180 km, a érednica wewnetrzna wynosi 2,5 — 3,5 cm. W tak
trudnych warunkach, z uwagi na tarcie, nie mozna utrzymac statego
ci$nienia, stad tez czynnik opuszczajacy kociot ma straty cisnienia od
1—6 MPa.

e whasciwa produkcja pary w parowniku (1" — 1”) sktadajacym sie z rur
optomkowych, walczaka oraz rur opadowych (kotly na parametry nad-
krytyczne nie wymagaja walczaka).

e izobaryczny podgrzew pary do stanu pary suchej (1”7 — 2) w prze-
grzewaczu pary.

e w uktadach z tzw. wtéornym przegrzewem pary — izobaryczny podgrzew
pary wtérnej (niskoci$nieniowej) (is — i3-na rys.4.11).

Z zasobnika wegla (1) poprzez dozownik (2) i dawkujacy podajnik (3) gruz
weglowy podawany jest do miyna (4). Przy pomocy goracego powietrza do-
prowadzanego kanatem (7) wegiel w mtynie jest suszony i mielony, a nastep-
nie w postaci mieszanki pytowo — powietrznej podawane jest do palnikéw (5),
gdzie mieszane jest z zasadniczym utleniaczem (6) réwniez doprowadzanym
kanatem (7). Powietrze zasysane jest przez wentylator (9), ttoczone przez
obrotowy podgrzewacz powietrza (8) i nastepnie przewodem (7) doprowad-
zone jest do mtyna (4) oraz jako powietrze pierwotne i wtérne do palnika
(6). Mieszanka pytowo — powietrzna uzupetiona powietrzem (z niedomi-
arem w dolnej warstwie palnikéw) spala sie w postaci pochodni o dtugosci 10
— 15 m w komorze paleniskowej (10). Wszystkie Sciany komory paleniskowej
wylozone sa rurami parownika (13), w ktérych dokonuje si¢ proces wytwarza-
nia mieszaniny wodno — parowej. Coraz chtodniejsze spaliny ptyna droga
zaznaczong strzatkami, oddajac ciepto na wezownicach przegrzewacza pary
suchej (14), podgrzewacza wody (16), nastepnie przeptywaja kanatami pod-
grzewacza powietrza (8), po czym przewodem (17) dostaja sie do elektrofiltra
(18), z ktérego zasysane sa wentylatorem ciagu (19) i wydalane przez komin
(20) do atmosfery.

Zasadniczym elementem parownika kotta na parametry podkrytyczne jest
walczak (11), w ktérym nastepuje separacja wrzacej wody i mokrej pary. Za-
silanie odbywa sie przez zawér regulacyjny (22) i podgrzewacz wody (16).
Cyrkulacja wody jest naturalna dzigki réznicy ciezaréw wtasciwych stupdéw
wody w rurach opadowych (12) i mieszanki wodno — parowej w rurach wznosnych
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Rysunek 4.2. Schemat konwencjalnego kotta pylowego dwuciagowego [444]

(13). Mieszanka ta rozdziela si¢ w walczaku a uzyskana para mokra prze-
grzewa sie w przegrzewaczu (14) skad zostaje odprowadzona zasuwa (15) i
rurociggiem pary suchej do turbiny. Zuzel opada do leja zuzlowego polozonego
na dnie komory paleniskowej a z niego do komory zuzlowej (23), skad po
opryskaniu woda usuwany jest hydraulicznie do kanatu (25). Podobnie popi6t
spod podgrzewacza powietrza i odpylacza zostaje odprowadzony do kanatow
odplywowych (25).

Para przeptywajaca przez kociot zmienia swéj stan i podnosi swe parame-
try tak, ze odpowiednie punkty na wykresach rys.4.1 mozna umiejscowi¢ na
schemacie kotla rys.4.2. Stan (1) wody zasilajacej rys.4.1 posiada czynnik
na wlocie (22) do kotta (rys.4.2). Stan wrzenia 1’ osiaga czynnik w rurach
(13) i walczaku (11). Stan pary mokrej 1” osiaga czynnik na wejsciu do prze-
grzewacza (16). Przemiane 1" — 1” w parowniku (13), przemiang 1”7 — 2 w
przegrzewaczu (14) [63], [230].
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Skraplacz pary

Jesli kociot parowy modeluje gorne zrodito ciepta, w ktorym czynnik
roboczy pobiera strumien ciepta Qg to skraplacz pary modeluje dolne Zrodto
ciepta, w ktorym czynnik oddaje ciepto odpadowe Qq. Stale zrédlo zimna (o
nieskonczonej pojemnosci) w praktyce jest woda rzeczng lub woda z chtodni
kominowych. Aby schtodzi¢ i skondensowaé 1 kg pary potrzeba okoto 30 —
50 kg wody chlodzacej, ktora jest $rednio podgrzewana od 10 — 15 °C.

W skraplaczu przebiega przemiana izobarycznego chtodzenia. Pokazana
jest ona na rys.4.1 jako przemiana odwrotna do grzania czyli 2 — 1. Tak
wiec, w ogblnodci, para najpierw jest chlodzona do stanu pary mokrej 2"
nastepnie podlega wtasciwej kondensacji 2” — 2’ oraz pdzniej chtodzeniu
kondensatu 2 — 1. W praktyce, para po wyjsciu z turbiny jest juz para
mokra a poniewaz unikamy niepotrzebnego przechtodzenia kondensatu to w
skraplaczu praktycznie zachodzi tylko przemiana fazowa, czyli Qg = Qrondens =
3T0MW, = 1 (izr — ig).

Kondensat

Rysunek 4.3. Schemat kondensatora, czyli skraplacza — ma on posta¢ walca o srednicy 3
— 4 m i dlugosci kilkunastu metréw. Wewnatrz takiego walca znajduje sie
kilkanascie tysiecy miedzianych rurek o $rednicy wewnetrznej ok. 1 —1,5 cm,
ktorymi przeplywa zimna woda. Para skrapla sie na zimnych miedzianych
powierzchniach i sptywa do zbiornika kondensatu a stad do pompy. Z uwagi
na stan prézni w kondensatorze i nieszczelnosci w konstrukeji do skraplacza
przenika powietrze, ktére musi byé¢ odsysane za pomocg smoczkow.

Oproécz kondensacji pary w skraplaczu musza by¢ zachowane parame-
try pary po ekspansji, czyli cisnienie duzo nizsze od cisnienia atmosfer-
yeznego (0,003 — 0,006 M Pa) zwane potocznie préznia kondensatora. W
przeciwienstwie do ci$nienia wlotu do turbiny, niewiele wplywajacego na
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prace, nawet niewielkie podniesienie cisnienia w kondensatorze zmniejsza
prace, ktora wykonuje 1 kg pary w turbinie nawet o kilkadziesiat procent.
Przyktadowo, zwickszajac ci$nienie pary $wiezej z 12 do 22 M Pa uzyskamy
okoto 16 procentowy wzrost mocy turbiny. Taki sam wzrost mocy — przy
niezmienionym cisnieniu wlotu — uzyskamy, jesli obnizymy cisnienie w kon-
densatorze o 0,005M Pa.

Dla sprawnej pracy skraplacza duze znaczenie ma obecnos¢ powietrza
wewnatrz urzadzenia. Tylko przy catkowitym braku powietrza powierzchnie
zewnetrzng rurek omywa kondensujaca si¢ para, ktérej cisnienie nasycenia
jest réwne temperaturze panujacej w skraplaczu. Stad tez, gdy uda sie nam
za pomoca odpowiednio chtodnej wody utrzymaé temperature (woko6t rurek)
np. 29°C to ciénienie w kondensatorze réwne ciénieniu nasycenia wynosi
Psat = 0,004 M Pa. Moéwimy, iz osiggneliSmy préznie 96%. Jednakze nawet
przy dobrej szczelnosci kondensatora dostaje sie do niego 3 + 4¢g/s powi-
etrza. Cisnienie w kondensatorze podnosi sie, bowiem jest ono sumag cisnienia
nasycenia pary wodnej i ci$nienia powietrza. Duzy udziatl powietrza bedzie
prowadzil do zerwania prézni i wobec tego niezbedne jest monitorowanie
ilosci powietrza w kondensatorze oraz jego usuwanie. Do usuwanie powietrza
stosuje sie smoczki (izektory) parowe dwu — lub tréjstopniowe. W okresie
rozruchu potrzebny jest dodatkowy smoczek wiekszej mocy [398].

Elektrownie parowe buduje sie¢ w poblizu rzek, aby wode rzecznag wyko-
rzysta¢ jako dolne zrodto ciepta, czyli czynnik chtodzacy w kondensatorze.
Nie moga to by¢ male rzeki, gdyz do skroplenia 1 kg pary potrzeba, w za-
leznosci od pory roku, od 30 — 50 kg wody zimnej. Jesli w poblizu elektrowni
zlokalizowanej np. przy kopalni wegla brunatnego nie ma rzeki to realizowany
jest dodatkowy obieg wody chtodzacej, w ktérym, z daleka widoczne chtodnie
kominowe, sa gtéwnym elementem konstrukeyjnym [127], [183].

4.3 Obieg Carnota w obszarze dwufazowym

Obieg Carnota zbudowany na dwoch przemianach izotermicznych i dwéch
izentropowych, jest obiegiem maszyny cieplnej o najwyzszej termodynam-
icznej sprawnosci. Jednakze praktyczna realizacja izotermicznego grzania w
kotle i izotermicznego chtodzenia w skraplaczu nie jest mozliwa - za wyjatkiem
obszaru dwufazowego gdzie izobary pokrywaja sie z izotermami (rys.4.4). Oz-
nacza to, iz w obszarze miedzy * = 0 i £ = 1 mozna przeprowadzi¢ obieg
Carnota, w ktorym przemiana 1 — 2 odbywa sie w kotle, przemiana 2 — 3 w
turbinie, przemiana 3 — 4 w skraplaczu, zas 4 — 1 w sprezarce.

Obieg taki ma najwyzsza sprawnos¢ termodynamiczng dochodzaca do
65% co oznacza, ze 65% strumienia ciepta doprowadzonego w kotle (pole sy —
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Rysunek 4.4. Obieg Carnota w obszarze dwufazowym

1—2—3s5) moze by¢ zamienione w prace (pole 1—2—3—4), a ciepto odpadowe
wynosi tylko tyle ile ciepto skraplania (pole s —4—3—s3). Sprawno$¢ takiego
obiegu wynosi:

Qy—Qa _m[Ti(sa—s)—Ts(ss—sa)] T -Ts T, —Ty

ncarnot - Qg - mT1 (82 — 31) Tl — Tg
(4.1)

Powyzszy obieg mimo swej doskonalej sprawnosci nie znalazt zastosowa-
nia z przyczyn ekonomicznych. Po pierwsze, ekspansja pary 2 — 3 w turbinie
przebiega w obszarze pary mokrej i na wylocie stopien suchosci pary wynosi
x =0,7—0,6. Tak duza ilos¢ kropli kondensatu bedzie wywolywaé erozje
kroplowa topatek wirnika i krawedzi natarcia kierownic. Konieczne beda
uktady odsysania kondensatu zmniejszajace sprawnosé¢ turbiny.

Skraplanie w skraplaczu nalezy prowadzi¢ niecatkowicie, tylko do stanu
4, co jest zadaniem trudnym technicznie. Natomiast sprezanie czynnika od
stanu 4 do 1 wymaga olbrzymiej pracy sprezarki wiekszej okoto 120 razy od
pracy pompy pompujacej kondensat ze stanu 5 do 1 (rys.4.1a). Sprezarka,
podobnie jak turbina, pracuje w warunkach silnej degradacji materiatu.

Catkowite skroplenie, punkt 5, wymaga dodatkowego zimna (pole 4 —
s1 — S5 — b) 1 wywotuje konieczno$é doprowadzenia dodatkowego ciepta w
kotle (pole 5 — 1 — s; — s5). Musimy tu wykona¢ analize ekonomiczng:
czy koszty doprowadzenia tego dodatkowego ciepta sa mniejsze od kosztow
dodatkowej pracy sprezarki. Okazuje sie ze ciepto jest znacznie tansze od
pracy sprezarki stad mimo olbrzymiej przewagi obiegu Carnota zamieniamy
go na obieg z catkowitym skraplaniem (obieg Rankine’a).
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4.4 Sitlownia Parowa Rankine’a

Typowym obiegiem konwencjonalnej sitowni kondensacyjnej, stosowanym
w energetyce zawodowej, jest obieg Rankine’a sktadajacy sie z dwoch przemian
izobarycznych (grzanie w kotle i chtodzenie w skraplaczu) oraz dwéch przemian
izentropowych (ekspansja w turbinie i sprez w pompie). Na rys.4.5a pokazano
ustawienie czterech podstawowych aparatow, w ktérych realizowane sg cztery
podstawowe przemiany obiegu.

Przemiany obiegu Rankine’a sktadaja si¢ z opisanych uprzednio przemian
termodynamicznych:

e izobaryczne doprowadzenie ciepta obejmujace podgrzewanie wody za-
silajacej 4 — 4', parowanie wody 4" — 4” oraz przegrzanie pary 4" — 1

e izentropowe rozprezanie pary w turbinie 1 — 2s, ktore w koncowej fazie
(cze$¢ niskoprezna turbiny) przebiega w obszarze pary mokrej

e izobaryczno — izotermiczne skraplanie pary w skraplaczu 2s — 3, oraz
izobaryczne chtodzenie kondensatu 3’ — 3

e izentropowy (izochoryczny) sprez kondensatu w pompie wody zasila-
jacej 3 —4s

Obok schematu sitowni (Rys.4.5a) narysowano obieg Rankine’a na dia-
gramie pracy, ciepta i podstawowym diagramie Molliera i —s. Obieg czynnika
roboczego, ktéorym jest uszlachetniona woda, jest zamkniety. Ubytki czyn-
nika roboczego sg uzupetnianie w wymienniku mieszalnikowym usytuowanym
przed pompa. Ze wzgledu na niewielki przyrost temperatury i entalpii kon-
densatu w czasie sprezu w pompie od cisnienia ps do ciSnienia p;, we wstep-
nych rozwazaniach pomija sie przemiane 3 — 4s zachodzaca w pompie zasi-
lajacej. Zaktada sie wtedy, iz punkty 3 i 4s pokrywaja sie a podgrzew wody
w kotle 4s — 4’ odbywa sie niemal wzdluz linii granicznej x = 0. W tech-
nicznych obliczeniach rzeczywistych obiegéw uwzglednia sie przechtodzenie
kondensatu 3" — 3, prace pompowania, zmiany objetosci wiasciwej konden-
satu vz 1 vy4s, straty ciSnienia i temperatury w przewodach taczacych pompe
z elementami kotta, etc.

Sprawnos¢ obiegu Rankine’a, podobnie jak innych silnikow cieplnych,
okresla sie jako stosunek uzyskanej pracy do zaangazowanego ciepta:

lobiegu  lios —l3as o Qa1 — Qosz 01— las (4.2)
qd a1 a1 1 — 13
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Sprawnos$¢ sitowni opartych o obieg Rankine’a sigga od 30% dla sitowni
maltych mocy do 42 + 48% dla blokéw nadkrytycznych z wtérnym prze-
grzewem i wielokrotna regeneracja ciepta [49], [211], [239].

a) b)
pt K
#'s
r
§= const
KP
Pz x=0
v
¢)
T4
273

Rysunek 4.5. Obieg Rankine’a z uzyciem pary przegrzanej: a) schemat ideowy ukladu
cieplnego; b) obieg w ukladzie p — v; ¢) obieg w ukladzie T — s; d) obieg w
uktadzie ¢ — s, KP - kociol parowy ze spalinowym podgrzewaczem wody i
przegrzewczem pary, TP - turbina parowa, G - generator, S - skraplacz, PZ
- pompa wody zasilajacej
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4.5 Metody zwiekszania sprawnosci obiegu Rank-
ine’a
Sprawnos¢ silnikow cieplnych zwieksza sie stosujac zabiegi i udoskonalenia
majace na celu:

e zblizenie przemian izobarycznych do izotermicznych i tym samym uzyskanie
podobienstwa do obiegu Carnota (tzw. karnotyzacja obiegu),

e rozsuniecie skrajnych temperatur obiegu poprzez podwyzszenie tem-
peratury zrédta gérnego i obnizenie temperatury zréodla dolnego?,

e zwigkszenie pracy obiegu poprzez podwyzszenie ci$nienia pary prze-
grzanej w obszar nadkrytyczny i obnizenie ci$nienia w obszarze pary
mokrej.

,51, =const p,—const

1

s

Rysunek 4.6. Wplyw zmiany ci$nienia pary w kotle na sprawno$é obiegu Rankine’a i
parametry pary odlotowej

Na rys.4.7 pokazano wptyw podwyzszenia temperatury przegrzewu pary
suchej przy ustalonym ci$nieniu, za$ na rys.4.6 wpltyw podwyzszania ci$nienia

2 Analizujac wzér (4.1) na sprawnoéé obiegu Carnota, Lord Kelvin doszed! do wniosku
(1852), ze istnieje temperatura zrédla dolnego, w ktérej sprawnosé neqrnot = 1. Ta temper-
atura zostala nazwana temperaturg zera bezwzglednego i wynosi ona —273°C. W warunk-
ach ziemskich dolne zrédlo ciepta o temperaturze T; = 0° K jest niemozliwe do otrzymania
stad nie mozna osiagna¢ sprawnosci rownej jeden. Maszyna cieplna o sprawnosci rownej
jeden nazywana jest perpetuum mobile drugiego rodzaju.
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przy zachowaniu temperatury przegrzewu. Jesli zachowuje sie stale cisnienie
a podnosi sie temperature przegrzania (obieg z linig przerywana) to do pod-
stawowego obiegu 1-2-3-4 dotacza sie obieg dodatkowy (linia przerywana),
ktory powieksza ciepto obiegu i tym samym prace obiegu.
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Rysunek 4.7. Wplyw zmiany temperatury pary $wiezej w kotle na sprawnosé¢ obiegu Rank-
ine’a i parametry pary odlotowej

Wzrasta jednak ciepto dostarczone przez kociot w warunkach przemi-
any izobarycznej niekorzystnej z punktu widzenia obiegu Carnota. Nato-
miast poprawiajg sie parametry pary odlotowej z turbiny 2s, bowiem po
rozprezeniu w turbinie para jest nadal w obszarze pary suchej, lub, dla
mniejszych temperatur przegrzania, osiaga wiekszy stopien suchosci. Poziom,
do ktorego mozna podnies¢ temperature pary przegrzanej zalezy od zas-
tosowanych stopow zaroodpornych i zarowytrzymatych.

W przypadku ustalenia temperatury przegrzania a poddawaniu zmianie
ci$nienia w kotle, w miare jego wzrostu, rozbieznosci z obiegiem Carnota
zmniejszajg si¢, natomiast pogarszaja si¢ parametry pary odlotowej, bowiem
ekspansja pary w turbinie konczy si¢ gleboko w obszarze pary mokrej (2s)
(rys.4.6). Poniewaz praca turbiny w zakresie pary mokrej (z = 0,85 —
0,9)jest, ze wzgledu na erozje topatek turbiny, niepozadana, to wzrostowi
cisnienia czynnika roboczego winno towarzyszy¢ podniesienie temperatury
przegrzania nawet do parametrow nadkrytycznych lub supernadkrytycznych.
Mozna jednoczes$nie stosowa¢ miedzystopniowy przegrzew pary. Turbina
jest wtedy dzielona na kilka kadtubow (czesé wysoko-, srednio- i niskoprezna).
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Zamiast jednorazowego rozprezania pary dzieli sie go na kilka czesci, a
pare odlotowsa z kazdej czesci odprowadza si¢ pod niezmienionym cisnieniem
do kotta, gdzie podgrzewa sie do temperatury dowolnej, cho¢ zblizonej do
temperatury pary $wiezej i kieruje do stopnia nastepnego. Sposéb ten nie
tylko prowadzi do zwiekszenia sprawno$ci i polepszenia parametrow pary
odlotowej, ale réwniez zmniejsza straty cieplne do otoczenia [157], [275].

Wewnetrzny podgrzew (karnotyzacja zrédla gérnego)

Karnotyzacja polega na stosowaniu zabiegéw przyblizajacych obieg z przemi-
anami izobarycznymi do obiegu Carnota (z przemianami izotermicznymi).
Ten proces moze dotyczy¢ gbrnej przemiany izobarycznej (karnotyzacja zrodta
gérnego) oraz dolnej przemiany izobarycznej (karnotyzacja zrodta dolnego).
Teoretycznym mozliwym sposobem karnotyzacji zrodta gérnego jest wewnetrzny
podgrzew pary czesSci niskopreznej, przy pomocy pary pobranej z upustu
czesci wysokopreznej. Ten sposoéb wymaga duzych powierzchni wymiany
ciepta i jak dotychczas nie jest realizowany w praktyce [171], [374].

Regeneracja ciepla (karnotyzacja zrédta dolnego)

Innym powszechnie stosowanym sposobem zwiekszenia sprawnosci ener-
getycznej obiegu cieplnego elektrowni kondensacyjnej jest wprowadzenie re-
generacyjnego podgrzewania wody zasilajacej. Podgrzew ten moze odbywaé
sie za pomocg pary pobieranej w turbinie z tzw. upustu regeneracyjnego i
wprowadzonej do w wymiennika mieszalnikowego lub powierzchniowego, lub
tez za pomoca ciepta spalin opuszczajacych urzadzenie czyszczace i posi-
adajacych znaczng temperature przed wlotem do komina usytuowanego w
chtodni kominowe;j.

Na rys.4.8 pokazano uproszczony schemat obiegu z trzema upustami i
wymiennikami mieszalnikowymi.

W praktyce ilo$¢ upustéw regeneracyjnych nie przekracza 9, co pozwala
na zwiekszenie sprawnosci o 6 + 14%, zmniejszenie iloSci paliwa spalanego w
kotle, lepiej dostosowang konstrukcje niskopreznej czesci turbiny, zmniejsze-
nie ilosci pary doprowadzanej do skraplacza. Regeneracja ciepla stwarza sz-
ereg probleméw projektowo — obliczeniowych, m.in. ustalenie wtasciwej ilosci
pary odbieranych z poszczegélnych stopni, ustalenie optymalnych wartosci
temperatury i ciSnienia pary upustowej. W przypadku stosowania powierzch-
niowych wymiennikow ciepta, w ktérych podgrzewajaca para skrapla sie,
nalezy przewidzie¢ dodatkows pompe skroplin, ktéra pozwoli podnies¢ cisnie-
nie do poziomu zezwalajacego na potaczenie skroplin upustu z gtéwnym stru-
mieniem wody zasilajacej [128], [236].
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Rysunek 4.8. Schemat silowni z trzema regeneracyjnymi wymiennikami ciepla (mieszal-
nikowymi) oraz obraz obiegu na wykresie T — S. Cieplo ¢,y wyraza
ilos¢ ciepta odebranego parze i przekazanego na podgrzanie kondensatu.
Wielkosci upustéow y1, y2, y3 zwykle nie przekraczaja kilku procent w
stosunku do gléwnego strumienia masy . Na rys b) wystepuje entropia
catkowita S = ¥m;s; wynikajaca z faktu nie mozna dokona¢ wykresu dla 1
kg masy plynacego przez rézne upusty.

Elektrocieplownia parowa

W elektrowni kondensacyjnej okoto 60 — 70% ciepla otrzymanego w kotle
zostaje oddane do otoczenia (Zrédta dolnego) w postaci tzw. energii odpad-
owej. Kojarzac dwa urzadzenia, blok parowy i cieptownie, z ktérych pier-
wsze produkuje duzg ilosé¢ ciepta odpadowego, mozna ciepto pobierane przez
zrodto dolne wykorzystacé do celow grzewczych. Koncepcja skojarzenia dwoch
urzadzen jest réwniez korzystna z punktu widzenia sprawnosci cieptowni.
Przypomnijmy, iz w cieptownictwie czynnik roboczy ma niewielkie nadci$nienia
i temperatury rzedu 100 — 180°C'. Taki nosnik wytwarzany jest w kottach
wodnych, w ktérych energia spalin o wysokiej temperaturze (okoto 1700\°C')
jest przetwarzana w taka sama ilos¢ ciepta o znacznie nizszej temperaturze
100 — 180°C'. Miast energii spalin do ogrzewania wody cieplowniczej mozna
uzy¢ energii odpadowej pary, ktéra pozostaje do dyspozycji na wylocie turbiny.
Nie moze by¢ to jednak para rozprezona do podcisnienia 0,003 — 0,005 MPa i
temperatur 50 - 60°C'. Aby zapewni¢ odpowiednie temperatury nalezy albo
stosowaé turbiny przeciwprezne, albo upusty w turbinie upustowo — kon-
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densacyjnej (rys.4.9) Stosowanie turbin upustowo — kondensacyjnych ma te
zalete, iz w okresie letnim caly strumien pary (zamkniety upust) skierowany
jest do produkcji energii elektrycznej. I odwrotnie w okresie zimowym stru-
mien pary przeptywajacy przez kondensator moze by¢ zredukowany do zera
za pomocg przeston w stopniu regulowanym za upustem.
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Rysunek 4.9. Schemat ukladu cieplnego elektrocieptowni upustowo — kondensacyjnej.
Zadaniem stacji redukcyjno — schladzajacej jest zapewnienie ciaglosci w
przypadku planowanego lub nieplanowanego wylaczenia turbiny.

Sprawno$¢ energetyczna elektrocieptowni jest bardzo wysoka i waha sie
od 95 — 97%. Sprawnosci czastkowe zalezg od wielkodci strumienia mocy

mechanicznej IV, i strumienia mocy cieplnej N, w stosunku do mocy cieplnej
kotta [140], [210].

Tréj-generacja

Jednoczesne wytwarzanie energii elektrycznej i ciepta nazywane jest gospo-
darka skojarzong lub z angielskiego — kogeneracja. Pewna trudnoscia wynika-
jaca z mniejszego zapotrzebowania na ciepta wode latem jest koniecznosé reg-
ulacji upustow turbiny. Taka regulacja prowadzi do pracy turbiny z mniejsza
sprawnoscig niz praca nominalna — czesto tez nadmiar ciepta jest latem
wydalany w postaci zrzutow cieptej wody. Mozna temu zapobiec poprzez
rozbudowanie uktadu o dodatkowy czton cieptowniczy produkujacy w okresie
letnim wodeg lodowa (5 — 7°C') przeznaczona dla potrzeb klimatyzacji i chtod-
nictwa. RoOwnoczesne wytwarzanie energii elektrycznej, ciepta i chtodu nazy-
wane jest tréj-generacjg. Produkcja chtodu oparta jest na obiegu pompy
ciepta z wykorzystaniem ciepta napedowego, ktorego nosnikiem jest goraca
woda sieciowa wytwarzana w elektrocieptowni. Woda lodowa wytwarzana
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jest w absorpcyjnych bromowo — litowych wytwornicach wody lodowej (AAC)
wspolpracujacych ze szezytowymi chtodziarkami sprezarkowymi (SAC). Dz-
ieki takiemu rozwigzaniu elektrocieptownia caty rok pracuje w stanie nomi-
nalnym o najwiekszej sprawnosci, z tym iz latem czesé goracej wody sieciowej
stuzy do produkcji zimna [366].
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Rysunek 4.10. Schemat uktadu tréj-generacji. Oznaczenia: K — kociot parowy, T — turbina
parowa, WC — wymiennik cieplowniczy, C — odbiorca chtodu, H — odbiorca
ciepta, AAC — absorpcyjna centrala chlodu.

Uklady kombinowane gazowo — parowe

Jedli maksymalna temperatura spalin paliw ciektych lub gazowych siega
1800°C okresla temperature zrodta gérnego, zas temperatura wody chtodzacej
w rzece (okoto 15°C') okresla temperature zrodta dolnego to dla maksymalne;
sprawnosci obiegu nalezatoby znalezé czynnik roboczy, ktéry moze tworzyé
obieg sprawniej wymieniajacy ciepto miedzy zZrodtem gérnym a zréodtem dol-
nym. W praktyce korzystamy z dwoch czynnikéw roboczych:

e Spaliny przenoszace ciepto w zakresie temperatur 1800 - 580°C'

e Para wodna przenoszaca ciepto w zakresie 550 - 15°C

W uktadach gazowo — parowych nastepuje wzajemne powiazanie obiegéw
termodynamicznych stacjonarnej turbiny gazowej i turbiny parowej poprzez
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ciepto odpadowe spalin (tspa; = 560 — 620°C') uzywane w kotle odzyskowym
do wytworzenia pary wysokopreznej o temperaturze siggajace]j tpary = 930 —
550°C'. Zazwyczaj 10 kg spalin o temperaturze 600 - 610°C" wystarcza do
wyprodukowania 1 kg pary o temperaturze tp,,, = 535°C. Sprawno$¢ ener-
getyczna uktadu gazowo — parowego jest wysoka i dochodzi¢ moze do 60%
dla uktadéw z klasycznym blokiem parowym i do 65% dla uktadéw z nad-
krytycznym kotlem odzyskowym. Najczesciej stosowanym uktadem kombi-
nowanym gazowo — parowym jest uktad 2 4+ 2 4 1, co oznacza dwie turbiny
gazowe duzej mocy, dwa kotlty odzyskowe (jedno-, dwu-, i tréj prezne) oraz
jedna turbina parowa.

Na wykresach p — v, T'— s, lub 7 — s obieg gazowy znajduje si¢ w pewnej
nadbudowie nad obiegiem parowym. Na rys.4.11 pokazano wykres ciepta
T — S, na ktérym zaznaczono podstawowe przemiany obiegu gazowego i
parowego.

obieg turbiny
gazowej

600 +

500 +

obieg turbiny
parowej

°4s S

Rysunek 4.11. Schematyczny wykres T'— s dla obiegu kombinowanego gazowo — parowego.
Przekazywanie ciepta spalin do obiegu parowego nastepuje w dwu-
ci$nieniowym kotle odzyskowym. Wytworzenie pary $wiezej 5—1"—1" —1
nastepuje w wysokocisnieniowym obiegu kotla, za§ wytworzenie pary
wtérnie przegrzanej 2 — 2 nastepuje w niskoci$nieniowym obiegu kotla
odzyskowego.

Uktady gazowo — parowe maja wiele zalet jednak powazna przeszkoda jest
wysoka cena inwestycji i jej utrzymania. W przypadku, gdy stosujemy gaz
syntetyczny, otrzymany w wyniku gazyfikacji wegla, uzyskujemy ze spalin
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mniejszy efekt cieplny, co wyréwnuje pieciokrotnie mniejsza cene wegla w
stosunku do gazu.

W przypadku uktadow gazowo — parowych o matej mocy 1 -3 MW prze-
kazywanie ciepta spalin do pary moze nastapi¢ bezposrednio w objetosci bez
potrzeby uzywania kotta odzyskowego czy innego powierzchniowego wymi-
ennika ciepta. Proces ten polega na wtrysnigciu mokrej pary do strumienia
spalin zaraz za komorg spalania. Strumien pary wynosi od 0,1 do 0,3 stru-
mienia spalin, a mieszanina spalin i pary ma cisnienie 0,3 — 0,6 MPa i temper-
ature 500+700°C. Strumien ten doprowadzony jak do turbiny, ktéra pracuje
czedciowo jako turbina parowa a cze$ciowo jako turbina gazowa. Woda z
czesci parowej i pary zawartej w spalinach moze by¢ odzyskiwana w regen-
eracyjnym wymienniku ciepta [53], [235].

4.6 Obieg Lindego w chlodziarce

Ponizej prezentujemy lewobiezny obieg Lindego realizujacy dwie przemi-
any izobaryczne i dwie przemiany izentropowe w obszarze dwufazowym.
Dzigki temu réwniez i obieg lewobiezny moze podnie$¢ swa sprawnos¢ i
zblizy¢ sie do sprawnosci obiegu Carnota. Na rys.4.12 pokazano schemat
sprezarkowej chlodziarki, w ktorej jedna z przemian izentropowych 3 — 4/
zastapiono przemiane izentalpowa (i = const) realizowana przez zawor dtaw-
iacy. Tak wiec obieg chtodniczy sktada sie z czterech przemian:

1 — 2 sprezanie adiabatyczne,

2 — 3 izobaryczne ochtadzanie czynnika,

3 — 4 dtawienie izentalpowe,

4 — 1 izobaryczne ogrzewanie czynnika.

Do zaworu dlawiacego doprowadza sie ciecz chtodnicza (proekologiczny
freon) o wysokiej preznosci i temperaturze otoczenia T3. W zaworze nastepuje
dlawienie cieczy do cis$nienia p4 i temperatury Ty, po czym czynnik zaczyna w
komorze chtodniczej gwattownie wrze¢ pobierajac z komory ciepto od produk-
tow chlodzonych. Nastepnie czynnik przeplywa przez sprezarke zmieniajac
temperature 7} na 75 i ciSnienie py = p; na ps. Po wyjsciu ze sprezarki czyn-
nik przeptywa przez wysokocisnieniowy wymiennik, w ktorym izobarycznie
oddaje ciepto do otoczenia tak dtugo az stanie si¢ ciecza o temperaturze T3
réwnej temperaturze otoczenia [19], [161].

Bardziej zaawansowanym urzadzeniem chlodniczym jest chtodziarka ab-
sorpcyjna dziatajaca na zasadzie sprezu termicznego czynnika roboczego [310].
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Rysunek 4.12. Schemat sprezarkowej chtodziarki parowej: 1—2- sprezanie czynnika chiod-
niczego, 2 — 3— odprowadzanie ciepla (skraplanie) czynnika chlodniczego,
3 — 4- dlawienie (rozprezanie) w zaworze dlawigeym, 3 — 4’ - rozprezanie
w maszynie rozprezajgcej, 4 — 1 - doprowadzenie ciepla do czynnika chiod-
niczego (parowanie).

Rysunek 4.13. Suchy obieg Lindego na diagramie 7" — s



Wyktad 5

Przeplywy czynnika roboczego
ze spalaniem

Rodzaje spalania

Gdy zastanawiamy sie, jakie czynnosci i cechy odrdézniaja cztowieka od
innych zwierzat to zauwazamy, iz nie sg to : stadno$¢, sposdb rozmnazania,
hierarchiczno$¢, praca zorganizowana, wykorzystywanie narzedzi i sit przy-
rody, zdolnosé¢ do uczué itd. By¢ moze gtowng cecha wyrdzniajaca cztowieka
jest to, iz opanowal sztuke spalania paliw pierwotnych. Dzi$ spalanie paliw,
bedac podstawowym zrodlem energii, nie wzbudza juz strachu, chociaz wcigz
moze by¢ zrédtem nieprzewidzianych emocji.

Spalaniem nazywamy reakcje chemiczng polegajaca na szybkim ,tacze-
niu” ciatl palnych z tlenem potaczona z réwnoczesnym wydzieleniem duzych
ilodci ciepta. Ciepto reakcji chemicznej odprowadzane jest czesciowo poprzez
radiacje z obszaru reakcji (ptomienia), a czeSciowo zuzyte do podgrzania
(podniesienia temperatury) produktéw spalania.

Do procesu spalania potrzeba dwoch sktadnikéw:

e Paliwa, ktoére sktada sie z substancji palnej i balastu. W sktad sub-
stancji palnej wchodza nastepujace palne pierwiastki: wegiel C', wodor
H,, siarka S, oraz zwigzki chemiczne tych pierwiastkow np. typu:
metan C'Hy, tlenek wegla (czad) CO. W sklad balastu wchodza inne
sktadniki, ktore nie pala sie i sa wypelieniem np. popiét zawarty w
weglu kamiennym, azot N, i hel He w paliwach gazowych. Balastem
moga by¢ réwniez zwigzki chemiczne pierwiastkow substancji palnej
np. pary wodnej H5O.

e Utleniacza, ktérym jest tlen, najczesSciej w postaci powietrza lub tlenu
paliwowego.
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Mieszanie dwoch sktadnikéw paliwa i utleniacza moze odby¢ sie w przepty-
wie laminarnym lub burzliwym. Proces mieszania moze odbywaé sie wczesniej
przed strefa spalania i wtedy tempo procesu spalania zalezy tylko od kinetyki
reakcji chemicznych. Stad spalanie wstepne wymieszanej mieszanki paliwowo
— powietrznej nazywane jest spalaniem kinetycznym. Jesli mieszanie sub-
stratéw zachodzi jednoczesnie z reakcja, bowiem paliwo i utleniacz podawane
sg osobnymi kanatami, to o szybkosci procesu decyduje gtéwnie szybkosé
tworzenia si¢ mieszaniny palnej na drodze dyfuzji. Taki rodzaj spalania nosi
nazwe spalania dyfuzyjnego. Mozliwy jest takze przypadek mieszany tzw.
spalanie kinetyczno — dyfuzyjne, z ktérym spotykamy sie, na co dzien w
kuchennych palnikach gazowych.

Spalanie kinetyczne wystepuje, przyktadowo, w silnikach spalinowych o
zaptonie iskrowym, zas spalanie dyfuzyjne obserwujemy podczas palenia sie
Swiecy lub kropli paliwa ciektego.

Spalanie jest procesem trudnym do ilosciowego i jako$ciowego zamode-
lowania. Dzieje si¢ tak, gdyz mechanizm spalania nawet tak prostego paliwa,
jakim jest metan C'H; wymaga okreslenia ponad 1024 reakcji, w ktorych
biora udzial prawie 50 posrednich zwiazkéw i rodnikéow [7]. Pelna zna-
jomo$¢ proceséw chemicznych wymaga uwzglednienia réwnan bilansu dla
wszystkich 50 posrednich zwiazkow, w ktérych udzial biora réwnania reakcji
chemicznych w formie Arrheniusa!. Obliczenie takiego procesu jest mozliwe
wraz z jednoczesnym obliczaniem przeplywu mieszaniny za pomoca mod-
elu 3D i narzedzia CFD. W przypadku, gdy obliczymy komore spalania na
poziomie integralnym - 0D to interesuja nas strumienie paliwa i utleniacza
na wejsciu i strumienie spalin na wyjsciu. W tym przypadku, do obliczen
CFM w modelu algebraicznym 0D wystarcza przyblizone obliczenia stru-
mienia powietrza i przyblizone obliczenia ilosci i sktadu spalin na wylocie z
komory spalania.

Okazuje sie, ze ilosciowo dobre przyblizenie daje tzw. metoda ste-
chiometrycznego spalania, ktora rozwaza nie chemiczne ztozone paliwo
(np. C,H,), ale proste pierwiastki: wegiel C, wodér H,, siarka S, ktore
spalaja sie w wyniku prostej jednokrokowej reakcji chemicznej dajac od razu
produkt reakcji, ktérym jest; dwutlenek wegla COs, para wodna H,O i
dwutlenek siarki SO,. Takie hipotetyczne (stechiometryczne) spalanie, w
ktorym wszystek pierwiastek wegiel zwarty w paliwie spala sie na dwut-
lenek wegla C'O, wszystek wodor na HoO a cala siarka na SO, nazywamy
spalaniem zupelnym i catkowitym. Oczywiscie w rzeczywistodci wys-
tepuje tylko spalanie niezupelne (produkty posrednie i rodniki typu CO,
H,) i spalanie niecatkowite (w spalinach sa jeszcze pierwiastki substancji

LObliczenia takie sa wykonywane tylko na drodze numeryczne;.
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palnej np. zuzel zawiera 10% wegla). Poniewaz zamiarem kazdego projek-
tanta jest zbudowanie doskonatej komory spalania osiagajacej w pracy nom-
inalnej warunki zblizajace sie do warunkéw spalania zupetlnego i catkowitego
przyjeto, w obliczeniach CFM, wykorzystywa¢ model spalania stechiome-
trycznego, za$ warunki rzeczywiste osiggaé za pomocg korygowania wynikow
wspoltezynnikami strat (strata fizyczna w spalinach, strata chemiczna w spali-
nach, strata ciepta do otoczenia, strata fizyczna i chemiczna w produktach
statych).

Stechiometryczny model spalania, z uwagi na swa (chemiczng) prostote
nie daje zadnych ilosciowych danych o emisji substancji szkodliwych zanieczyszcza-
jacych srodowisko. Naleza do nich: tlenki azotu NO,, tlenki siarki SO,,
tlenek wegla C'O, emisja sadzy (CsH lub CgH) oraz kancerogenne i muta-
genne wielopierdcieniowe weglowodory aromatyczne (WWA) [54], [74], [155].

Specyfika obliczen stechiometrycznych

Bilansowanie w przeptywach podlegajacych reakcjom chemicznym ma
swoja specyfike, musi bowiem uwzgledniaé fakt, iz kazda molekuta paliwa
wchodzac w reakcje z molekutami utleniacza daje okreslong ilos¢ molekut
produktéw spalania. W praktyce chemicznej uzywa sie jednostki wickszej,
jaka jest kmol. Trzy podstawowe reakcje chemiczne [166]:

C+02 — COQ
Hjy + %OQ — Hy0 (5.1)
S + 02 — SOQ

oznaczajg kilomolowy bilans molekut:

1 kmol C' 4+ 1 kmol Oy — 1 kmol CO»
1 kmol Hy 4 5 kmol Oy — 1 kmol H>O (5.2)
1 kmol S+ 1 kmol Oy — 1 kmol SO,

Przejscie na inne jednostki niz kmole jest mozliwe poprzez wykorzystanie
mas molowych:

e paliwo my, = 2kg/kmol, mg = 32kg/kmol, mec = 12kg/kmol
e utleniacz mp, = 32kg/kmol

e produkt spalania meco, = 44kg/kmol, mp,o = 12kg/kmol, mgo, =
64kg/kmol

e gazu inertnego my, = 28kg/kmol
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W literaturze stosuje sie rozne sposoby oznaczen sktadu paliwa i spalin.
Czesto do stanu przed spalaniem uzywa sie indeksu (/) np. 7", a po spaleniu
indeksu (”). Wiekszosé paliw stalych i ciektych posiada wyznaczony udzial
masowy, ktory oznacza si¢ matymi literami:
kg C'/kg pal — udzial masowy wegla w paliwie
kg Hy/kg pal — udzial masowy wodoru
kg S/kg pal — udzial masowy siarki
kg No/kg pal — udzial masowy azotu
kg Oy/kg pal — udzial masowy tlenu paliwowego
kg popiolu/kg pal — udzial masowy popiotu

kg HyO/kg pal — udzial masowy wilgoci
Udzialy masowe oznacza sie réwniez litera Y; np. Yy,, Y, etc. Catkowity
sktad paliwa wynosi 1.

E¥ O 3 » >0

cth+s+n+o+p+w=1 (5.3)

gdzie ¢+ h + s to substancje palne, zas o +n +w + p to balast. Dla paliw
ciektych mozna na ogo6t pominaé¢ zawartos¢ siarki, azotu i popiotu. Sktad
suchych paliw gazowych okreslany jest udziatami objetosciowymi [m?/um? paliwal
sktadnikéw oznaczonymi ich symbolami chemicznymi w nawiasach prostokat-
nych z indeksem [ | - oznaczajacym paliwo i odrézniajacym sktad paliwa od
sktadu spalin. Udziaty objetosciowe w paliwie gazowym, tlenku wegla [CO] -
wodoru [Ha],, metanu [CHyl,, etanu [C2Hgl,, etylenu [CoH,l,, acetylenu
[CyHy),, tlenu [Oy] ,, dwutlenku wegla [COs] , azotu [No], wynosza w sumie
jednos¢ (w numeryce CFM wygodniejsze jest oznaczenie X; np. Xco, Xp,, etc.).

[COL, + [Ha], + [CH4], + [CoHgl, + [C2Hul, + [CoHa], + [Oo] , +

(5.4)
+ [COQ]p —|— [N2]p — 1
Spalanie weglowodoréw przebiega wg reakcji stechiometrycznej;
n n
CHy + (m + Z) 03 = mCO; + £ H;0 (5.5)

Scisle ustalajac ile kilomoli (m + %) potrzeba tlenu Oy oraz ile kilomoli
produktéw otrzymujemy.

Minimalne zapotrzebowanie na tlen do spalania zupelnego
i catkowitego.

Z wzoréw (5.2) i (5.5) wynika bezposrednio odpowiedz na pytanie ile kilo-
moli tlenu potrzeba aby spali¢ 1 kmol pierwiastka lub weglowodoru. Ustalenie
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zapotrzebowania na tlen w przypadku spalania paliwa statego lub ciektego o
sktadzie danym wzorem (5.3) nie jest sprawa trudna. Wystarczy zauwazyc¢,
ze jesli do spalenia 1 kmol, czyli 12 kg wegla potrzeba 1 kmol Os,czyli 32 kg
tlenu, do spalenia 1 kmol, czyli 2 kg wodoru potrzeba 1/ kmol O, czyli 16
kg tlenu, a do spalenia 1 kmol, czyli 32 kg siarki potrzeba 1 kmol O,, czyli
32 kg tlenu, to do spalenia paliwa, ktory zawiera ¢% wegla, h% wodoru, s%
siarki i 0% tlenu paliwowego potrzeba:

1 1 1 1 kmol O,
min — T4 —h 555 T 54 — 5.6
Mosmin = Tp¢ T 5o T 355 T 390 [ kg pal 1 (5.6)
lub uwzgledniajac mas¢ molowa tlenu:
Outl,min = MO, * NOy,min = EC + ﬁh +Ss—o0 |:]{,‘g pal] (57)

w przypadku paliw gazowych mamy:

1n0,min = 0,5 ([CO]p + [Hz]p)w [C’H4]p+<m + %) (ConH,) —~[0s), {kmol 02}

kmol pal

(5.8)
lub wykorzystujac fakt, iz udziaty molowe mieszaniny gazowej pokrywaja

sie z mieszaninami objetosciowymi masy:

(5.9)

X02 ,min — "0y min

]

um? pal

Zapotrzebowanie na powietrze

Udzial kilomolowy (objetosciowy) tlenu w powietrzu wynosi 0,21, udziat
masowy wynosi 0,23. Powietrze oznaczamy zwykle litera a (air) lub L (Luft).
Uzywajac powietrza jako utleniacza wprowadzamy duzg ilosé¢ balastu, jakim
jest azot Ny. Niech L,

[kg powietrza/kg pal] oznacza minimalne masowe zapotrzebowanie na powi-
etrze, zas Ng min =

Xomin [um3pow/um?pal] oznacza minimalne objetosciowe zapotrzebowanie
na powietrze, wtedy:

utl,min X min
Lmin = Outl ) Xa min — 92,
0,23 ’ 0,21

(5.10)
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Wspoélczynnik nadmiaru powietrza

W praktyce trudno jest uzyskaé¢ dobre wymieszanie (na poziomie moleku-
larnym) paliwa z utleniaczem. Stad, aby uzyskaé spalanie zupetne i catkowite
doprowadza sie wiecej powietrza niz wynosi minimalne zapotrzebowanie.
Stosunek ilosci rzeczywiscie doprowadzanego powietrza (X! lub L) do za-
potrzebowania minimalnego (Xgmin, Lmin) bedziemy nazywaé wspotczyn-
nikiem nadmiaru powietrza i oznacza¢ symbolem \.

X! L
a )\:

A=
)
Xa,min Lmin

(5.11)

sa one spalane przy mniejszym wspotczynniku nadmiaru powietrza. W
praktyce A wynosi:
A =0,8-+0,9 w silnikach spalinowych iskrowych
A = 1,15 w silnikach diesla
+ 5,0 w turbinach gazowych i turboodrzutowych
2 + 1,2 w paleniskach gazowych

—+ 1,6 paleniska na paliwa state z rusztem mechanicznym.

A=3,5
A=1,0
A=1,3

Pomiar rzeczywistego wspotczynnika nadmiaru powietrza jest trudny i
zwykle wyznacza sie go posrednio na podstawie sktadu spalin. Jedli udziat
objetosciowy tlenu w spalinach suchych wynosi [Os],, azotu [N, a tlenku
wegla [CO],, to wyznacza si¢ z nastepujacego wzoru empirycznego:

21
[03],,—0,5[CO],
(V2]

A_

= (5.12)
21 — 79

sp

W przypadku spalania zupetnego, [CO]SP = 0 1 powyzszy wzor upraszcza
sie.

Ilos¢ i sklad spalin.

Jak wynika z reakcji (5.1) i (5.5) po spaleniu zupelnym gazy spalinowe
zawieraja zwykle: dwutlenek wegla C'O,, pare wodna H,O, dwutlenek siarki
SO, oraz gaz inertny N, i reszte niespalonego tlenu O,. Gazy spalinowe sa
zawsze gazami wilgotnymi, gdyz zawierajg pare wodna powstaltg ze spalenia
wodoru, zawartego w paliwie oraz wilgoci, znajdujacej si¢ w paliwie i powi-
etrzu. Udzialy objetosciowe sktadnikow spalin wilgotnych oznaczamy wzo-
rami chemicznymi w nawiasach okragtych np. (COs),, = 14%, (H20),, =
1%, (02),, =2%, (Na),, = 73%.



85

Spaliny nie zawierajace pary wodnej nazywa sie spalinami suchymi i oz-
nacza klamrami np. [COy],,. Spaliny suche nie wystepuja w sposob nat-
uralny a jedynie w aparacie Orseta, stuzacym do pomiaru spalin. Dzieje
sie tak, gdyz temperatura spalin w urzadzeniach technicznych jest na tyle
wysoka, aby w spalinach wystepowala woda w postaci pary wodnej. W
przypadku pomiaréw zawartosci spalin, w kazdej pobranej prébce spalin
nastepuje spadek temperatury ponizej punktu rosy i wykroplenie pary wod-
nej. Aparat Orseta mierzy objetosciowy (kilomolowy) sktad spalin suchych,
czyli spalin po usunieciu H,O - konieczne jest wiec przeliczenie sktadu spalin
suchych na sktad spalin wilgotnych.

Postugujac sie wejsciowymi wzorami (5.1) i (5.5) ustalamy, iz ze spalenia
1 kg paliwa statego lub cieklego mamy nastepujace ilosci spalin (molowo
i masowo):

e dwutlenek wegla

kmol 44 k
n’é@:% [ mo COQ:| oy l g COy

} (5.13)

COy = ﬁc

kg pal kg pal

e pary wodnej

h w kmol Hy0O kg H,O
M0 = 5 TR { kg pal } r 0 T [ kg pal }
(5.14)

dwutlenku siarki

kmol SO kg SO
ng02:3i2 {—mo 2} LYY, =2 [g 2} (5.15)

kg pal kg pal
e tlenu
kmol O, kg O
(A —1) — —_— Y, =(A—1
o, = ( >32 { kg pal 1 + Yo, = Jo [kgpal}
(5.16)
e azotu
79 n kmol Ns
N = ) AL min + — —_ 1
ny, = 0,79 ot 55 = 57 M02min + 5g { kg pal ] (5.17)
769 kg N-:
Yy, = 0,768L" +n = E/\Outl,min +n {k; paﬂ (5.18)
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llog¢ spalin wilgotnych powstatych ze spalenia 1 kg paliwa stalego lub
ciektego jest réwna sumie ilosci obliczonych wyzej sktadnikéw:

c s h w n
=+ —+—+ —+ — + (X! — n0ymin) {

kmol sp
"= 19T 3272718 T 28

} (5.19)

kg pal

Udzialy objetosciowe [m?®/m3] sktadnikéw spalin wilgotnych oznacza sie
nawiasem okragltym:

”502 ”gog ”%120
(COz)sp = —= (SOQ)SP = , (HQO)SP = ==
Nsp Nsp Nsp

(5.20)
ng n'y
(02)5 = 2 ) (N2)s = 2
P ngy P ng,

dajacym w sumie:

(€O, + (H0),, +(802),, +(03),, + (N2),, =1 (5.21)

Ilos¢ spalin suchych n; g, otrzymanych z 1 kg paliwa jest mniejsza od iloSci
spalin wilgotnych o ilo$¢ pary wodnej zawartej w spalinach:

h —w
Nssp = Nsp — <§ + E) (522)

Udziaty objetosciowe sktadnikéw spalin suchych wynosza odpowiednio:

ng’O ng*o ng n?’v
[COQ]SP T ) [502]517 0 X [02]817 0 X [NZ]sp - n_2
5,5p 8,8p 5,8p s,8p
(5.23)

W sumie otrzymujemy:

[CO.],, + 3505, + [0a],, + [No], = 1 (5.24)

Ze spalenia 1 kmol gazu palnego otrzymujemy nastepujace liczby kilo-
moli sktadnikow spalin:

e dwutlenek wegla

kmol CO,

n/é'Oz = [COQ]p + [CO]p + [CH4]P m [CmH"]p [ kmol pal

| 629
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e para wodna

n kmol HyO
n}lng = [HQ]p+ [HzO]p+2 [CH4]p+ 5 [CmHn]p {Wlpzal} (5.26)
e azot
W= 0,790 4 [Ny], | ol Nz (5.27)
N o 7 2 kmol pal '
e tlen
kmol O,
0, = min )\ -1 P 5.28
= omin (V= 1) [ 02 (5:28)

Wartosé opatowa paliwa

Catkowita ilos¢ energii chemicznej uwalniana w trakcie procesu spalania
1 kg paliwa, okre$lana jest jako ciepto spalania. Jednakze w urzadzeniu
technicznym nie zawsze daje si¢ wykorzystac ciepto kondensacji pary wodnej
zawartej w spalinach, stad tez w praktyce interesuje nas wartos¢ opatowa
paliwa oznaczana przez W,, wyrazana w jednostkach energii na kilogram.
Wartosé opatowa W, paliwa jest wielkoscig ustalona eksperymentalnie dla
kazdego paliwa, nie mniej, poniewaz na te warto$¢ sktadaja sie wartosci
opalowe czystych pierwiastkow substancji palnych, wartos¢ W; mozna w za-
sadzie wyznaczy¢ znajac sktad paliwa, i tak si¢ czasami dzieje.

Wartos¢ opatowa paliw pomnozona przez strumien masy paliwa okresla
strumien energii chemicznej doprowadzonej w urzadzeniu (komorze spalania):

= mpaWa [J/s = W] (5.29)

Wynika stad, iz Wy uzywana jest w CFM do obliczen kottéow, komor
spalania na poziomie integralnym 0D. Natomiast w obliczeniach 3D wykony-
wanych z uzyciem CFD warto$¢ opatowa explicite nie wystepuje w réwnaniu
energii, jednakze pojawia sie tam efekt energetyczny wszystkich spalanych
pierwiastkow, ktory po scatkowaniu w obszarze winien dawa¢ wartos$é zblizong
do Wd.

Wartosci opatowe wegla wodoru i siarki wynosza odpowiednio: 33 900k.J /kg,
120 000 kJ /kg i 9 250k.J /kg. Wartosci opatowe wegla kamiennego wynosza
31—34MJ/kg, drewna suchego ~ 17M J / kg, torfu suchego 156M J/kg, wegla
brunatnego 12M J /kg. Wartosci opatowe paliw ciektych odpowiednio wynosza:
ropa 40M J/kg, mazut 41MJ/kg, alkohol 27M.J/kg, benzyna 42MJ/kg.
Wartosci opatowe paliw gazowych wynosza: gaz ziemny GZ35 ~ 780M J/kmol,
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gaz zaazotowany (No ~ 60%) tylko 400M J/kmol, gaz weglowy
okoto 350M .J/kmol, gaz czadnicowy ~ 110M J/kmol.

W literaturze przedmiotu mozna spotka¢ wiele formut empirycznych na
obliczanie wartosci opatowej. Nalezy do nich formuta zwigzkowa:

9
W, = 33900¢ + 121000 (h - g) + 10500 — 2500 (w + go) (5.30)

w ktorej Wy [kJ/kgl, za$ ¢, h, o, w, s oznaczaja odpowiednio masowe
udziaty; wegla, wodoru, tlenu, wilgoci i siarki.

Znajac objetosciowy sktad gazu palnego mozna obliczy¢ jego wartosé
opaltowg ze wzoru:

Wy = 283180 [CO] + 242000 [Hs]  + 802320 [C Hy] + 1256460 [CoH)
+1323870 [Co Hy] | + 1428780 [Co H),
(5.31)
Warto$¢ ta jest podana w kJ/kmol.

Temperatura zaptonu

Najnizszg temperature otoczenia, w ktérej moze rozpoczal sie proces
spalania nazywa sie temperatura zaptonu. Jesli temperatura zaptonu dla
drewna wynosi okoto 300°C, to nie oznacza to, iz taka temperatura powi-
etrza i paliwa musi by¢ np. wokét kominka. Zwykle podgrzewamy substraty
spalania tylko w jednym miejscu do temperatury zaptonu, a ciepto wydziela-
jace sie podczas rozpoczetego w tym miejscu spalania podgrzewa miejsce
sgsiednie i proces rozprzestrzenia sie.

Temperatura zaptonu gazu ziemnego wynosi ~ 900°C, ropy naftowe;
650°C', wodoru 800°C', koksu 600°C, wegla kamiennego 300 =+ 400°C.

Maksymalna temperatura spalania

Ustalenie rzeczywistej temperatury 7, spalin w palenisku nie jest mozliwe
w ramach CFM — mozna jedynie oszacowa¢ maksymalng temperature, jaka
mozna by uzyska¢ gdyby cate ciepto spalania wywigzujace sie w procesie
spalania stuzyltoby wytacznie do ogrzewania produktow spalania. Jesli spalanie
zachodzi w stalym cisnieniu to wtedy warto$¢ opatowa jest réwna roznicy
pomiedzy entalpia spalin i entalpig mieszaniny palnej:

Wy =gy — im (5.32)
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Entalpia mieszaniny palnej wynosi:

im - (Cp,pal + )\Lmincppow) Tm (533)

zas entalpia spalin:

sp = Cpsplsp (5.34)

gdzie: T,, - temperatura poczatkowa mieszaniny palnej, T, - poszukiwana
temperatura spalin, ¢, pai, Cppows Cp,sp - STednie ciepto wlasciwe, odpowiednio;
paliwa, powietrza i spalin. Z powyzszych wzoréw wynika:

Wd Cp.pal + )\Lminc ow
Ts — + P,p p,p Tm 5.35
P (1 + )\Lmin) Cp,pow (1 + )\Lmin) Cp.pow ( )

lub w uproszczeniu:

Wy
T,, = T 5.36
g (1 + ALmmin) Cppow " ( )

Rzeczywista warto$¢ T, przyjmuje wartos¢ maksymalng dla A = 1, stad
nalezy przeprowadzi¢ modyfikacje wzoru (5.36).

Sprawnos¢ spalania w urzadzeniu

W kottach, piecach grzewczych, komorach spalania proces spalania odbywa
sie przy prawie staltym cisnieniu, zaréwno od strony gazéw goracych jak i
od strony czynnika pobierajacego ciepto. 7 punktu widzenia obiegu ter-
modynamicznego w urzadzeniu takim nastepuje izobaryczne grzanie czyn-
nika roboczego, w wyniku czego jego entalpia wejsciowa (i) podnosi sie
znacznie i na wylocie wynosi (4,,). Jesli strumien czynnika, roboczego ogrze-
wanego w kotle wynosi m, to strumien pobranego ciepta wynosi onb =
1+ (Tyy — twe). DO Wytworzenia tego strumienia uzyto energii chemicznej dys-
ponowanego paliwa, ktéra mnozona przez strumien paliwa 1, daje dostar-
czony strumien ciepta Qdost = MpaWy.

Oczywiscie bylo oczekiwaé, ze Quost = onb bowiem entalpia fizyczna sub-
stratow (paliwa i powietrza) jest nizsza od entalpii fizycznej spalin. Nawet
gdyby tak byto, w przypadku uzycia spalin do regeneracyjnego podgrzewania
powietrza i paliwa, to istnieje szereg strat ciepta majgce miejsce w komorze
spalania (straty do otoczenia, energia opuszczajaca z balastem, niedopal
paliwa, etc.).

Parametrem okreslajacym jakos¢ urzadzenia grzewczego jest jego sprawnosé
definiowana jako:
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strumien energii uytecznej onb 1 (fwy — Twe) (5.37)

strumien energii doprowadzanej Qg MpaWa

’r]:

Zanieczyszczanie atmosfery produktami spalania

Spalanie paliw przyczynia sie do degradacji srodowiska naturalnego gtéwnie
poprzez emisje gazéw cieplarnianych C'O, i zanieczyszczen takich jak
SOy, SO3, NO,,, CO, WWA oraz weglowodoréw (metanu, etanu, benzenu,
aldehydéw — w skrocie oznaczanych jako HC'). Gléwnym zZrédlem emisji
sg pojazdy samochodowe, transport lotniczy oraz energetyka za-
wodowa, rozproszona i rozsiana. Dwutlenek wegla C'O,, choé jest gazem
nietrujacym, nie jest gazem obojetnym dla srodowiska naturalnego, ktoére
jest skomplikowanym systemem w rownowadze. Wzrost stezenia dwutlenku
wegla w atmosferze jest przyczyna tzw. efektu cieplarnianego, stad tez C'O,
nazywamy gazem cieplarnianym. Szacuje sie, ze ilos¢ dwutlenku wegla, jaka
dostaje sie¢ rocznie do atmosfery w wyniku spalania wynosi okoto 13 + 15 -
10%on. Jest to utamek okoto 0, 25% calkowitej produkeji CO, w wyniku pro-
cesOW biologicznych, nie mniej uwaza sie, ze ta dodatkowa emisja powoduje
zaburzenie réwnowagi radiacyjnej Ziemi i przyczynia si¢ do szybkiego pod-
noszenia Sredniej temperatury na Ziemi. Istnieja przestanki pozwalajace
przypuszczac, iz w ciggu 30 lat temperatura srednia na Ziemi podniesie si¢
o okoto 1°C, co wywota dziesiatki waznych zmian klimatycznych.

Spalanie niezupelne objawi sie wystepowaniem w spalinach produktéw
posrednich reakcji spalania, wérod ktorych gtéwnym jest tlenek wegla. Emisje
tlenku wegla obserwuje sie z matych komoér spalania, gdzie zdarza sie nieko-
rzystna kombinacja; zbyt krétki czas przebywania i zbyt niska tem-
peratura spalania. Tlenek wegla jest gazem bezwonnym, bezbarwnym i
silnie toksycznym. Wptyw C'O na cztowieka zalezy od koncentracji i czasu
oddziatywania — przy koncentracji 100ppm (ppm — czastki C'O na milion)
w powietrzu przez 10 godzin powoduje boéle gtowy i ograniczenie zdolnosci
myslenia. Koncentracja 300ppm przez 10 godzin powoduje wymioty i utrate
przytomnosci. Wieksza koncentracja powoduje $mier¢ (zaczadzenia).

Innym toksycznym produktem spalania sa tlenki azotu, tacznie oznaczane
przez NO,. Predkosé¢ produkeji NO, silnie wzrasta wraz z temperatura i
nabiera znaczenia powyzej 1600°K. Roczna emisja NO, w wyniku spalania
jest rzedu 10%ton, co nie przekracza naturalnej emisji NO, ocenianej na okoto
2 - 10°ton rocznie. W skali lokalnej, w regionach uprzemystowionych NO,
odgrywa wazng role w zanieczyszczeniu atmosfery, bowiem tlenki azotu w
obecnosci pary wodnej przechodza czesciowo w kwas azotowy H NOs, ktory
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nastepnie spada na ziemie w postaci kwasnych deszczéw, niszczac uprawy,
lasy i przyspieszajac korozje metali.

Emisja tlenkéw siarki w wyniku spalania oceniana jest na 200 milionow
ton rocznie. Poniewaz jest to ilos¢ poréwnywalna z iloscig zwigzkow siarki
uwalniajacych w procesach naturalnych, redukcja emisji tlenkéw siarki, zwlaszcza
w naszym kraju, staje siec waznym zagadnieniem. Dzigki dtugiemu czasowi
przebywania w atmosferze SO, moze przemieszczaé sie na znaczne odleglosci
i wywotywac choroby ptuc i uszkadzac liscie oraz powodowac¢ kwasne deszcze.

Istotnym sktadnikiem zanieczyszczen atmosfery sg réwniez emisje popi-
ohu. Popiét jest substancja mineralna wystepujaca w weglu (10 - 60 % wag-
owo) w postaci mineratéw takich jak kadmit (mineral glino — krzemowy),
krzemionka SiOs, hematyt FesOs, kalcyt CoCOs, syderyt FeCQOs, dolomit
CaCO3M gCOs, piryt FeSs, gips CaS0O42H,0. Podczas spalania powstaje
lotny popiét sktadajacy sie z drobnych frakeji 0,1 — 50um i submikronowych
ziaren (< 0, 1um) powstalych przez odparowanie i kondensacje czesci zwiazanych
substancji mineralnych. Podobnym do popiotu zanieczyszczeniem lotnym
jest sadza sktadajaca si¢ z czystego skrystalizowanego wegla. Rozmiary
czastek sadzy wynosza od 1 do 100nm, a ich ksztalt ma duzo wspélnego
z fuleronami i produktami nanotechnologii.
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Wyktad piaty — Przeptywy czynnika roboczego ze spalaniem
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U.1.3.1 Informacje wstepne

Wsréd miliondéw tysiecy rownan kazdego dnia wykorzystywanych przez
uczniow, studentéw, nauczycieli i badaczy, tatwo jest straci¢ orientacje i zgu-
bi¢ sens ich wyprowadzania. Zgnebieni przyttaczajaca iloscig oznaczen, in-
deksow, nadkreslen, gwiazdek, priméw i innych nieznanych symboli ,rodem
z puszczy afrykanskiej”, tracimy szybko konieczny dystans jaki winniSmy
mie¢ do matematyki — matematyki, ktora czesto niepotrzebnie przestania is-
tote merytoryczna naszego dziatania. Stad tez, jeszcze przed przystapieniem
do okreslenia zasad bilansowania, dobrze jest przypomnie¢ sobie, iz wszelkie
rOwnania jakie spotykamy w termomechanice kontinuum maja z sobg co$
wspolnego, a mianowicie, muszg one naleze¢ do ktéregos z trzech podsta-
wowych typow réwnan okreslanych w literaturze jako:

1) réwnania kinematyki,
2) réwnania konstytuujace i domykajace,
3) réwnania bilansu i ewolucji.

Roéwnania powyzsze okreslone sa na ,polach” czyli zmiennych zaleznych
od polozenia i czasu. Wéréd zmiennych — zmienne pierwotne (zachowawcze)
U odgrywaja zasadnicza role. Sg one traktowane jako podstawowe niewiadome
a ich ilos¢ musi by¢ réwna ilodci réwnan bilansu i ewolucji. Réwnania kine-
matyki tacza zmienne zachowawcze U ze zmiennymi kinematycznymi £. Row-
nania konstytuujace i domknigcia tacza zmienne kinematyczne £ ze stru-
mieniami F, zas rOwnania bilansu i ewolucji tacza strumienie F za zrodtami
S. Struktura logiczna trzech wyzej wymienionych typéw réwnan moze by¢
przedstawiona krotko na nastepujacym diagramie (rys. U.1).

Przedmiotem niniejszego uzupetnienia sa réwnania bilansu masy, pedu
i energii, ktore z racji swego ,,niezaleznego pochodzenia” czesto maja wtasne,
historycznie uzasadnione, nazwy. Czesto jednak jest tak, iz nadmiar szczegbotow
i lokalnych, stusznych nazw przestania strukture logiczng, ktérej rola w proce-
sie porzadkowania materiatu i procesie jego nauczania jest podstawowa. Stad
tez wiele nazw lokalnych bedziemy tu dublowaé¢ nazwami jednolitymi wzie-
tymi ze struktury logicznej. Nalezy jednak przestrzec czytelnika — zwlaszcza
tego, ktory spodziewa sie tatwego algorytmu uczenia — globalizacja czy unifi-
kacja oznaczen i poje¢ nie zastapi nigdy lokalnego procesu zrozumienia tresci
fizycznych tak bardzo réznych, gdy bilansujemy mase, ped i energie. *

'Dalsze informacje o réwnaniach kinematyki i réwnaniach konstytutywnych
mozna znalezé w uzupelnieniach Ul.4, U2.2. Powyzszy diagram moze nie by¢ od razu
jasny a jego zrozumienie moze wymagac¢ kilkukrotnego studiowania po pewnych odste-
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U zmienne | S - f(U?
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Rysunek U.1. Usytuowanie réwnan bilansu i ewolucji wérdéd innych typéw réownan wys-
tepujacych w termomechanice i klasycznej teorii pola

pach czasu. Niemniej z punktu widzenia studentéw specjalizujacych sie¢ w CFD i CSD
jego zrozumienie jest pozadane, bowiem positkujac sie tym diagramem latwo jest zrozu-
mie¢ istote Numerycznej Termomechaniki. Mozna to uczyni¢ poprzez wykazanie ja-
kich operacji ona nie uzywa i czym rozni sie od Analitycznej Termomechaniki. Ot6z,
po pierwsze, celem numerycznej termomechaniki nie jest wyprowadzanie réwnan opisu-
Jacych (wynikowych), zaznaczonych przerywanymi ramkami, poprzez ,zwijanie” wszys-
tkich trzech typéw réwnan w jedno réwnanie opisujace (np. réwnanie Naviera-Stokesa,
Plancka, Naviera-Lame, Fouriera-Kirchhoffa, etc). Rdwnania opisujgce nie sa uzywane
w CFD i CSD, stad odrebnosé¢ réwnan kinematyki, réwnan konstytuujacych i bilansu-
jacych jest, w CFD i CSD, z cala swiadomo$cia utrzymana. Po drugie, CFD i CSD
nigdy nie dokonuje zadnych, chociazby najmniejszych, uproszczen w réwnaniach kine-
matyki i rownaniach bilansu i ewolucji. Jedynymi miejscami w ktérych Numeryczna Ter-
momechanika dopuszcza uproszczenia sa réwnania konstytuujace i domykajace. Obliczaé
bez zadnych uproszczen geometrycznych, kinematycznych i bilansowych — taka
jest podstawowa dewiza Numerycznej Termomechaniki. Tym sie réznimy od Analitycznej
Termomechaniki. Protagonisci Analitycznej Mechaniki i Analitycznej Termodynamiki —
sg teoretykami, ktérzy jako jedyni orientuja sie w gaszczu zalozen, uproszczen, pominiec,
wyprostowan, zaokraglen, obcie¢, rozwiniec i dziesiatkach tysigcy innych chwytéow $miato
prowadzacych do ,bicia piany” wzordw.
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Struktura Réwnan Bilansu

Przed przystapieniem do wyprowadzania bilansu masy, pedu i energii
wprowadzimy kilka poje¢, ktérym z uwagi na pewng powtarzalnos¢ we wszys-
tkich rownaniach bilansu, nadamy sens poje¢ pierwotnych, na ktorych za-
sadzaja sie schematy logiczne i paradygmaty mys$lenia. Dzieki pojeciom
takim jak:

o wielkos$¢ zachowawcza U,
e strumien konwekcyjny F¢,
e strumien sprezysty F¢,

e strumien dyfuzyjny F”,

e 7rodlo S,

zrozumiemy, ze wszystkie réwnania bilansu zbudowane sg w oparciu o ten
sam logiczny schemat.

Zajmujemy sie ciatami ciggtymi, takimi jak powietrze, spaliny, para wodna,
woda, oleje, smary, metale, wegiel kamienny w stanie zmielonym oraz in-
nymi ptynami i ciatami roboczymi. Nie sledzimy jednak zachowania sie po-
szczegblnych atoméw wyzej opisanych substancji, gdyz nie posiadamy do
tego odpowiednich narzedzi, a otrzymane rezultaty nie mogty by by¢ szy-
bko przetozone na pozadane integralne dane tak jak np. praca wykonana
przez kilogram pary w stopniu turbiny parowej. Stad tez postugujemy sie
pojeciem czgstki kontinuum. Czastka kontinuum zawiera w sobie coraz to
inne atomy i molekuty substancji, a ich ilos¢ nie jest z gory okreslona. Nie
jest rowniez okreslony wymiar czastki kontinuum — w zaleznoéci od tego jaka
informacje chcemy uzyska¢ moze to by¢ — w tym samym kotle energetycznym
BB1150 (o objetosci 160 ty$ m?) czastka o objetoéci 0.001 mm? lub czastka
o objetoéci 0.5 m3.

Bilansowanie ,tadunkow” niesionych przez substancje takich jak masa,
ped, energia polega na zréwnowazeniu zmian w czasie zmianami w prze-
strzeni. Aby okreéli¢ zmiany w przestrzeni stosuje sie jedno z trzech
mozliwych podejsé:

e opis Eulera,
e opis Lagrange’a,

e opis Maxwella.
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Aby okresli¢ zmiany w czasie stosuje sie cztery rodzaje obserwacji:
e w punkcie nieruchomym,
e w punkcie materialnym,

e w punkcie referencjalnym,

w punkcie komponencjalnym.

Oznacza to, iz do dyspozycji mamy 3x4 = 12 mozliwych postaci bilansow — w
praktyce tylko kilka jest wykorzystywanych, a niektore dopiero si¢ rozwijaja.
W niniejszym uzupetnieniu przedstawimy sposéb wyprowadzenia bilansu w
opisie Eulera w punkcie nieruchomym. Pozostate wyprowadzenia sg podane
w Uzupetnieniu U2.3. Nasza podstawowa objetoscig, w ktérej bilansujemy
wielkosci niesione przez substancje jest objetos¢ czastki kontinuum, ktora
czesto wyobrazany sobie jako elementarny szescianik, np. dV = dxdydz =
1 mm x 1 mm x 1 mm. Ten szeScianik jest objetosciag punktu kontin-
uum. W srodku tej elementarnej czastki zaczepione sg ,$rednie” wlasnosci
substancji?, ktére nazywamy wielkosciami zachowawczymi /. 7 matematy-
cznego punktu widzenia wielkosci te moga by¢:

e skalarem (gestosé, energia wewnetrzna i kinetyczna, entropia, itd.),
e wektorem (ped, turbulentny i radiacyjny strumien energii),

e tensorem (naprezenie turbulentne Reynoldsa, strumien naprezen lep-
kich).

2Sa to wlasnoéci érednie w sensie sformulowania kontynualnego, zwanego réwniez sfor-
mutowaniem fenomenologicznym. Trzeba pamietac, ze niektére Srednie nie musza mieé
swego odpowiednika na poziomie mikroskopowym (np. takie pojecia jak energia kinety-
czna, entropia wlasciwa, ciSnienie, temperatura, etc nie istnieja w mechanice statystycznej
i kwantowej) a niektére pojecia takie jak np. energia wewnetrzna moga mie¢ inne znaczenie
na poziomie mikroskopowym, a inne na poziomie makroskopowym (fenomenologicznym).

Fenomenologiczne bilanse masy, pedu i energii mozna réwniez otrzymaé z podejsé
uwzgledniajacych mikroskopowa czy atomowa strukture materii. Najstarszym tego typu
podejsciem jest kinetyczna teoria gazéw oparta na jednym fundamentalnym réwnaniu bi-
lansu:

d— S— d—~ » 00
el di - p— Lo
p7;Q +div (MR ec) pdtQer(f 611)
gdzie @ reprezentuje dowolna mikroskopowa wielkosé fizyczna. Alternatywnym podejs-
ciem jest rozwijana ostatnio Dynamika Molekularna, latwo implementowana do analizy
numerycznej.
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Wielkosci U okreslone sa wewnatrz objetosci czastki i zaczepione w jej srodku,
stad tez nazywane sg wielkosciami intensywnymi. Zazwyczaj sg to wielkosci
odniesione do jednego kilograma masy, czyli sg gestosciami masowymi.
Natomiast gdy zostaja pomnozone przez gestosé p staja sie gestosciami ob-
jetosciowymi. Niektore z wielkosci intensywnych nie podlegaja bilansom —
przyktadem energii, ktora nie jest bilansowana jest energia radiacji — ponie-
waz nie mozna jej magazynowa¢ w substancji jest ona traktowana jako forma
wymiany energii na Scianach objetosci czastki kontinuum. Niejasny sens ma
rowniez energia cigzenia [' = zg, dla ktorej substancja nie jest siedliskiem.

»Wektor” Zmiennych Zachowawczych U

Aby podkresli¢ schemat logiczny bilansowania wspolny dla masy, pedu i
energii wszystkie zmienne bilansowane intensywne ustawiamy w tzw. wektor
zmiennych zachowawczych 3

p — gestos¢ objetosciowa masy [kg/m3],
U= pU p — gestosé objetosciowa pedu [(Ns)/m?], (U.1)
pe — gestosé objetosciowa energii [J/m?].

Poszczegolne czastki kontinuum oddziatywuja poprzez powierzchnie ogra-
niczajace ich objetosé (nazywane réwniez powierzchniami kontrolnymi). W
tych oddziatywaniach uczestnicza wielkosci zwane strumieniami F [, cos”
na sekunde i na pole powierzchni|. Strumienie zaliczamy do kategorii zmi-
ennych ekstensywnych (zaczepionych na powierzchni a nie w $rodku).
Od wielkosci strumieni wplywajacych F~ i wyptywajacych F*+ do objetosci
czastki kontinuum zalezy zmiana w czasie wielkosci U4

3Historycznie, pierwszym oznaczeniem na ,wektor” U jest literka ¥ wprowadzona przez
P1orA (1849) i uzywana przez MAXWELLA (1866). A.C. TRUESDELL (1952), z racji trzech
skladnikéw wektora U, nazywa te wielko$¢ trydentem Pioli-Maxwella.
W literaturze krajowej (J.Rutkowski, 1975, Z. Wrzesinski, 2002) w stosunku do wielkosci
zawartych w U uzywane jest pojecie ,zaséb” np.: p — objetosciowa gestosé zasobu masy,
pU — objetosciowa gestos¢ zasobu pedu, etc. Natomiast w klasycznej teorii pola wielkosci
bilansowe zawarte w U nazywa sie ,ladunkiem topologicznym?”.
W niniejszej pracy wiekszos¢ zagadnien ustawiono w kontekécie historycznym, Wprawdzie
,przedmiotem nauk $cistych nie sa ludzie lecz fakty przyrodnicze” (Marie Curie) niemniej
w naukach technicznych, jak dotad, nie opracowano innego paradygmatu dydaktycznego
jak ten w ktérym siegamy do historycznie najprostszych rozwiazan, a rozwiazania bardziej
zlozone wprowadzamy w historycznej kolejnosci. Historia naszej branzy, czy tego chcemy
czy tez nie, jest obecna w sposobie nauczania studentow.

4Strumienie, od angielskiego stowa ”Flux” oznaczamy litera ” F”.
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Jak Bilansowadé?

Wielkos¢ U moze sie zmienia¢ w dV nie tylko pod wplywem strumieni,
lecz réwniez pod wpltywem produkeji bioracej si¢ z wewnetrznych zrédet —
zaczepionych w srodku dV. Wobec tego fundamentalne rownanie bilansu ma
postaé:®

zmiana wymiana
W czasie strumienia F Produkcja S ze
wielkosci = przez +  zrodet w dV (U.2)
intensywnej powierzchnie '
wymiana U w ograniczajaca
av av

lub, schematycznie:

’ Zmiana = Wymiana + Przemiana.

Dalsze postepowanie zalezy od sprecyzowania sposobu opisu ruchu kontin-
uum (materialny, przestrzenny, referencjalny), bowiem bilanse wielkosci
intensywnych i odpowiadajacych im strumieni pol extensywnych dokonuje sie
w obszarze czastki kontinuum, ktore jest elementarng objetoscia wydzielong
z o$rodka i przestrzeni kanatu. Poniewaz czes¢ czastek kontinuum ma te
samg powierzchnie, jakg majg np. nieruchome $cianki kanatu albo ruchome
powierzchnie substancjonalne albo powierzchnie przypisane czotu fali czy
powierzchni miedzyfazowej, to wygodnie do kazdej z tych sytuacji dobraé
opis przestrzenny, materialny, referencjalny. W niniejszym rozdziale
interesuje nas opis przestrzenny w punkcie nieruchomym, bowiem:

e Gdy znamy geometrie nieruchomych $cianek kanatu to naturalnym jest
opis przestrzenny (eulerowski) zaproponowany przez Eulera (1752). W
opisie tym objetos¢ dV jest nieruchoma, zas powierzchnie boczne ja
ograniczajace nazywane sg powierzchniami kontrolnymi. Oznacza to, iz
czastka kontinuum nie zawiera na state okreslonych atoméw substancji,
bowiem materia przepltywa swobodnie przez elementarna objetosé¢ dV.

e W obliczaniu przeptywéw przez maszyny przeplywowe dominuje opis
przestrzenny (eulerowski) — w przypadku ruchomych topatek wykorzys-
tujemy ta dogodnosé, iz transformujemy caty uktad wspotrzednych tak,
aby obserwator umieszczony w nim widzial catg powierzchnie topatki

5Pojecie fundamentalnego réwnania bilansu wyprowadzil J.Maxwell w pracy: J.C.
MAXWELL, On the dynamical theory of gases, Phil. Trans. Roy. Soc. London, 157,
49-88, 1866
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Rysunek U.2. Schemat bilansu wielkosci intensywnej U = {p, p¥, pe} przypadajacej na
jednostke objetosci dV. W bilansie biorg udzial strumienie F°¢, F¢, F¥
oraz zrodla S.

jako $cianke nieruchoma. Nie dzieje sie to za darmo, musimy zszy-
waé obszary wirujace (ruchome) z nieruchomymi. Problem zszycia
obszaréw i siatek dyskretyzacyjnych Metody Objetosci Skonczonych
i Metody Elementéw Skonczonych jest oryginalnym problemem Nu-
merycznej Termomechaniki Ptyndow.

Twierdzenie o Transporcie Reynoldsa

W opisie przestrzennym zmian¢ w czasie pewnej zmiennej intensywne;j
niesionej przez 1 kg substancji przeptywajacej przez elementarng objetoscé
dx x dy x dz, o $rodku potozonym w punkcie ¥ = x;€;, obliczamy nastepujaco.
Zmiana ta jest ztozona z lokalnej zmiany wielkosci intensywnej niesionej przez
substancje oraz z wymiany substancji, jaka w ciggu niewielkiego przyrostu
czasu zaszla na powierzchniach kontrolnych®

v =[] St v+ fJomiaa  (3)
14 v v

SOSBORNE REYNOLDS, The Sub-Mechanics of Universe, Papers, (1903) Vol III, réw.
15. Roéwnanie to odkryl dla termomechaniki C. TRUESDELL (Kinematics of Vorticity,
1954). Cliford Ambrozy III Truesdell jest, byé moze, jedynym badaczem, ktéry nie bez
pewnych sukcesow studiowal dzieto Reynoldsa.
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Pierwszy czton, po prawej stronie, oznacza zmiane w czasie gestosci wielkosci
intensywnej niesionej przez 1 m? substancji chwilowo znajdujacej sie w nieru-
chomej objetosci dV', drugi czton bierze sie z faktu, iz substancja przenika
przez powierzchnie kontrolna z predkoscia U (wystepuje tu uproszczenie,
zaktadajace, iz wszystkie elementy substancji wewnatrz dV maja te sama
predko$¢ — stad predkos$¢ raz wystepuje jako zmienna intensywna, a raz
jako ekstensywna). Wektor normalny 7 orientuje powierzchnie kontrolna
na zewnatrz objetosci dV. Ten drugi czton definiuje strumienn konwekcyjny
unoszony przez substancje (wymiana substancjonalna). Rézni sie on zasad-
niczo od dwoch pozostatych strumieni F¢, F, ktére zdefiniujemy ponizej,
wynikajgcych ze sprezystej i dyfuzyjnej wymiany niesubstancjonalnej”

Analityczne Wyrazenie Bilansu

Oznaczmy literka

S - m?2

F=UT { = } (U.4)

dodatkowy strumien wymiany substancjonalnej miedzy sasiednimi punktami
plynu. Poniewaz zwigzany jest on z predkoscig substancji ¥ nazywa sie go
strumieniem konwekcyjnym.

Wprowadzmy réwniez strumienie wyrazajace wymiane niesubstancjalng
1 oznaczmy je przez

@ FeridA i @ F¥iidA [co$ na sekunde] (U.5)
av av

i nazwijmy, odpowiednio sprezysty i dyfuzyjny strumien wielkosci exten-
sywnych oddziatywujacy na powierzchni dV oraz przez

jj S dV  [co$ na sekundg] (U.6)
v

"Formuta Reynoldsa (U.3) jest kluczowa w procesie zrozumienia zasad bilansowania.
Wystepuje w niej znak d/dt bedacy matematycznym wyrazem sléw  zmiana w czasie”
oraz znak 0/0t oznaczajacy lokalna zmiane w czasie. Slowa ,unoszona przez substancje
poruszajaca sie z predkoscig ¥ oznaczono przez znak U @ ¥ ktéry nie jest zwyklym mnoze-
niem wielkosci U przez v. Jest to iloczyn diadyczny, podnoszacy rzad wektora U. Te
mnozenie jest Zrédlem nieliniowosci geometrycznej (czyli nieliniowosci wlasciwej tylko dla
réwnan kinematycznych i bilansowych). Ten sam znak iloczynu diadycznego pojawia sie
w bilansie pedu jako div (p7 ® 7). Totez wlasciwa odpowiedZ studenta na pytanie skad sie
wzial znak ® w réwnaniu pedu winna brzmieé¢: Z Twierdzenia Reynoldsa o Trans-
porcie.
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produkcje ze zrédia przemiany S. Wtedy, zamieniajac zapis stowny w
schematycznym réwnaniu bilansu (U.2) na zapis analityczny i wykorzystujac
twierdzenie o transporcie (U.3) otrzymamy ogélna postaé¢ réwnania bilansu
w opisie przestrzennym

{[f %u v+ (f (Fo+ Fyida= [ Fraaa+ ([ sav.
14 [5)% oV 14

Jest to posta¢ rownan bilansu integralna w przestrzeni. Nie jest ona zalezna
bezposrednio od tego, jaka duza bedzie objetosé czastki kontinuum. Postaé
ta nazywamy zachowawczg postacig rownan bilansu.

Dla numerycznej termomechaniki jest to postaé¢ podstawowa — jedynym
uproszczeniem, jakie wykonuje numeryka jest zastgpienie objetosci czastki
kontinuum objetoscig skonczonego elementu, na jaki dzielimy obszar obli-
czeniowy. 7 praktyki obliczen inzynierskich wiadomo, iz w jednym obszarze
(np. wnetrze kotta OP-650) wystepuja obok siebie np. objetosci skoniczone
male V, = 0.001 mm?® i duze V, = 0.5 m®. Z punktu widzenia fenomem-
ologicznego modelowania kontinuum, jest to poprawne, bowiem nigdzie w
naszym rozumowaniu nie zaktadaliSmy ze wszystkie czgstki kontinuum maja
mieé te samg objetosé.?

(U.7)

Lokalna Postaé¢ Bilansu

Wykorzystujac zaleznosé Gaussa (1821) — Ostrogradskiego (1824) méwiaca
o zamianie catki powierzchniowej na catke po objetosci:

@ (strumien) 77 dA = jjj div (strumien) dV’ (U.8)
v v

otrzymujemy z (U.7) nastepujaca lokalng!® postaé¢ réwnan bilansu:

OU + div (FC + F°) = div F” + S. (U.9)

8Strumien sprezysty, F¢ , wbrew ogélnemu schematowi (U.2), znalazt si¢ po stronie
lewej bowiem oparty jest na ciSnieniu p, ktére ma zwrot przeciwny do strumieni dy-
fuzyjnych.

9Nalezy przyznaé, ze na aktualnym etapie rozwoju wiedzy o dyskretyzacji, wlasciwa
dyskretyzacja jest sztuka. Nie mniej, trwaja intensywne prace nad procedurami automaty-
cznego zageszezania i rozgeszezania siatek dyskretyzacyjnych. Nalezy sie spodziewad, iz
w ciagu 2-3 lat takie procedury zostana dolaczone do wiodacych kodéw i tajemnica sz-
tuki dyskretyzacji zostanie odstonieta. Pionierski wklad w te dziedzine wiedzy ma prof.
LESZEK DEMKOWICZ z Austin University, ktérego procedury adaptacyjne sa rozkupywane.

10Qkreélenie ,lokalna postaé” znaczy tyle co bilans zapisany w $rodku objetoéci czastki
kontinuum posiadajacej potozenie ¥ = x;€;. W jezyku polskim stowo diwergencja znaczy
tyle co ,rozplyw”, stad strumien sprezysty zawierajacy ci$nienie, aby modgl sie znalezé
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Poszczegblne wyrazenia w réwnaniu (U.9), zaczynajac od lewej strony, oz-
naczaja:

e lokalng zmiane gestosci wielkosci intensywnej,

transport konwekcyjny poprzez powierzchni¢ ograniczajaca objetos¢,

transport sprezysty poprzez powierzchnie ograniczajaca objetosc,

transport dyfuzyjny poprzez powierzchnie ograniczajaca objetosc,

czton zrodtowy.

Mimo, iz lokalna forma réwnan sugeruje, iz bilans wykonany jest w srodku
objetosci dV to nalezy pamigtaé, ze diwergencja (rozptyw) odnosi si¢ do
wielkosci ekstensywnych (na zewnatrz), czyli do strumieni F¢, F¢, F. Stru-
mienie te zlokalizowane sa na powierzchniach odlegtych od srodka na przyktad
0 %Am, %Ay, %Az. Wielkosci, z ktorych zbudowane sg strumienie F¢, F¥
mozna pozna¢ po tym, ze nie odnoszg sie na 1 kg substancji (czyli sub-
stancja nie jest ich siedliskiem). Przyktadami sg: temperatura, ci$nienie,
naprezenie lepkie, potencjat chemiczny, strumien ciepta, strumien radiacyjnej
energii, etc..

Natomiast, wielkosci zachowawcze (bilansowane) U sa gestosciami ob-
jetosciowymi i mozna z nich przejs¢ na wielkosci wlasciwe ktére mozna
odnosi¢ na 1 kg masy substancji ptynnej i przyktadami tu sa: entropia wtas-
ciwa s [(J/ (kgK)], objeto$¢ wlasciwa v = 1/p[m3/kg], energia wewnetrzna
wlasciwa u [J/kg], kinetyczna energia whasciwa 102 [J/kg], udzial masowy
x [kg sktadnika/kg mieszaniny], energia catkowita e = u + 30

Postaé¢ Strumieni F¢, F¥

W przypadku, gdy ,wektor” U obejmuje mase, ped i energie to wtedy
poszczegblne strumienie dotyczace rownania masy, pedu i energii rowniez
nosza nazwe strumieni masy, pedu i energii. W przypadku strumienia

pod wplywem operacji ,rozplywu” zostal przeniesiony na lewa strone. Zauwazmy, ze
strumien jest obiektem matematycznym zawsze o rzad wyzszym niz wielkoSci
zachowawcze, stad w réwnaniu skalarnym winien wystapi¢ znak kropki odnoszacy sie do
iloczynu skalarnego w (U.8). Wektor normalny wystepuje z prawej strony dlatego diwer-
gencja jest brana jaka zwezenie z prawej strony nie za$ z lewej jak to podaja podreczniki
oparte na zapisie Krylowa (patrz Uzupelnienie U1.11).
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konwekcyjnego sa to konwekcyjny strumien masy, konwekcyjny stru-
mien pedu i konwekcyjny strumien energii'l:

p pu
U=S pU »; F=< pi®7T ;. (U.10)
pe pev

Zauwazmy, ze strumien jest obiektem o rzad wyzszym od wielkosci bilan-
sowanej, tzn. jesli bilansowany jest skalar to strumien jest wektorem, jesli
bilansowany jest wektor to strumien jest tensorem (drugiego rzedu).
Podobne nazwy odnosza si¢ do dyfuzyjnego strumienia. Sa to dyfuzyjny
strumien masy (zerowy), dyfuzyjny strumienn pedu i dyfuzyjny stru-
mien energii.

0
F = 7 . (U.11)
T U+q°

Sprezysty (odwracalny) Strumien F°

W ogolnej definicji strumienia sprezystego pojawia sie tylko ci$nienie.
Nie jest to przypadkowe i bierze sie z faktu, ze ci$nienie odpowiedzialne
jest za transport sprezystych wtasnosci ptynu i nie moze by¢ dotaczane do
strumienia dyfuzyjnego:

0 0
Fe={p ‘f cialo ptynne, F¢= o cialo state,  (U.12)
pi 77

gdzie F¢ — strumien sprezysty'?.

Konwekcyjny strumien energii i dyfuzyjny strumient energii wprowadzili PETER UMOV
(1874) i VITO VOLTERRA (1899). Konwekcyjny strumien energii zawiera calkowita energie
unoszenia e. Odwracalny (sprezysty) strumien zawiera tylko odwracalny strumien energii
mechanicznej. Brak jest w nim odwracalnego strumienia energii cieplnej ¢¢. Odwracalny
(sprezysty) strumien ciepla pojawia sie w przypadku modelowania plynéw z ewoluujaca
mikrostruktura pochodzaca np. od przejsé¢ fazowych. — wyprowadzenie strumienia ¢*
znajdzie czytelnik w pracy: J. BADUR, M. BANASZKIEWICZ, Model of the ideal fluid with
scalar microstructure. Transaction IFFM, 105, 115-152, 1999. Dyfuzyjny strumien energii

9

sktada si¢ z mechanicznego AT dyfuzyjnego strumienia ciepta ¢¢. Tutaj indeksy ,.c
oznaczaja strumien catkowity bedacy suma wszystkich sktadnikéw przyczyniajacych sie
do dyfuzji.

12Niniejsza praca preferuje taki niespotykany w literaturze zapis, bowiem wyraZnie
pokazuje on ze strumien konwekcyjny F°¢ nie potrzebuje réwnan konstytutywnych, a jest je-
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Strumienie dyfuzyjne wielkosci extensywnych obliczane sg tylko poprzez
pochodne przestrzenne wielkosci intensywnych — natomiast ci$nienie, mimo
iz zdefiniowane na powierzchniach kontrolnych wyrazane jest przez wielkosci
intensywne (wewnetrzne, zdefiniowane w srodku objetosci) poprzez rownanie

konstytutywne zwane réwnaniem stanu 3.

Zachowawcza Postaé¢ Bilansow

Powyzsze réwnania maja posta¢ pozadang i niejako wyjsciowg zaréwno
dla Metody Elementéw Skonczonych (MES) (U.9) jak i Metody Objetosci
Skonczonych (MOS) (U.7). Metodologia postepowania i bilansowania MES
i MOS pozostaje ta sama i wrecz identyczna z metodologig bilansowania
w objetosci czastki kontinuum. Ta identycznosé dotyczy wszystkich trzech
opiséw tj. opisu przestrzennego, materialnego i referencjalnego. W zaleznosci
od intensywnosci opisywanego zjawiska zachodzacego w danym miejscu, ob-
jetos¢ kontrolna czastki kontinuum moze by¢ ta sama jak objetos¢ elementu
w MOS i MES lub kilka, kilkanascie a nawet kilkaset razy wieksza. Z punktu
widzenia Numerycznej Termomechaniki jako dziedziny wiedzy specjalizujacej
sie w dyskretyzacji uktadow ciagltych, oznacza to, iz dyskretyzacja réwnan
rozniczkowych i ich zamiana na rownania algebraiczne w obszarze objetosci
skoniczonej (MOS) lub elementu skoniczonego (MES) dzieje sie wedlug tej
samej linii rozumowania, ktéra doprowadzita nas do réwnan bilansu'4

dynie zrédlem tzw. geometrycznej nieliniowo$ci (podzial na Geometryczna i Fizyczng
Nieliniowo$¢ wprowadzit V.V. Novozirov, 1944). Natomiast strumien F¢ potrzebuje
sprezystych, odwracalnych réwnan konstytutywnych, czesto zwanych réwnaniami stanu,
za$ strumien F” potrzebuje rownan konstytutywnych opisujacych zjawiska nieodwracalne.
Posta¢ (U.12) ma znaczenie zwlaszcza wtedy, gdy uzywany modeli kontinuum bardziej
ztozonych niz model Cauchy’ego. W literaturze przedmiotu dominuje wspodlne oznaczenie
dla (F¢+ F¢). Nie mozna ignorowaé sily tradycji, ktéra mimo, ze peta skutecznie proces
my$lenia, staje si¢ jedyna platforma do wspdlnej rozmowy miedzy uczonymi badaczami.
Nie mozna si¢ tu zgodzié¢ z Szekspirem ktory stwierdza: ,,Czymze jest nazwa? To co
zwa ré6za pod inng nazwa réwnie by pachnialo” (Romeo i Julia, Czytelnik, 1990,
thum. S. Baranczak)

130¢rodek plynny nie ma mozliwodci przenoszenia sprezystych naprezen postaciowych
(Scinajacych) stad sprezysty strumien pedu ma postaé sferycznego tensora ci$nienia p ? .
Natomiast ciala state z racji swej zwartej lub krystalicznej budowy przenosza postaciowe
naprezenia styczne, a odpowiadajacy im sprezysty strumien pedu, oznaczany najczesciej

litera o= 0,j€; ® €; =ol posiada sze$¢ niezaleznych skladowych.

MNalezy rozréznié dwa zasadniczo, fizycznie rézne zagadnienia dyskretyzacji: dyskre-
tyzacja wzgledem czasu i dyskretyzacja wzgledem przestrzeni. Wazniejsza jest
dyskretyzacja wzgledem zmiennych przestrzennych , w ktorej zamieniamy pola ciaglte
U (Z, t) wartosciami w punktach (wezlach) a operacje grad (), div (e), [[[ (o) dV aproksy-
mujemy w przestrzeni. Dwoma gtéwnymi technikami dyskretyzacji przestrzennej sa MES i
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Zapis i Oznaczenia

Zauwazmy na koniec, ze z matematycznego punktu widzenie strumienie
sa obiektem o rzad wyzszym niz wektor U/. Stad w definicjach pojawiaja
sie znaki iloczynu diadycznego Gibbsa (®), ktérego zadaniem jest podniesie-
nie rzedu rozpatrywanych obiektow. Tradycyjnie, z uwagi na szybko$¢ zapisu
tablicowego, oraz fakt, ze strumienie pedu sa tensorami, pomijamy znaczek
wektora na strumieniach ]?C, F v  stad nie pojawiajacy sie iloczyn skalarny
w (U.7) lub divergencja brana na skalarze, budzi dyskomfort u wnikliwego
studenta ,dzielagcego matematyczny wtos na czworo”.

Poprawnie wigc, aby wzia¢ dywergencje wektora strumienia konwekcyjnego,
sprezystego i dyfuzyjnego nalezato by zapisac:
Fe=Fra, FC=F‘G F'=F'd i=uyz
a wtedy réwnanie (U.9) miatoby posta¢ wyrazona przez sktadowe:

d 0 c e\ 0 v
§u+6_xi(]:i +7:¢)—a—xi7:¢ +S

lub, krétko:

Uy +f;cz +~7:zez = ‘7:21/1 +S.

W pracach pionierskich i w starszej literaturze przedmiotu mozna spotkac
szczegOlne oznaczenia dla sktadowych kartezjanskich: Fy + Fr = F,  Fj +
F, =G, F;+F; = H. Pelne wyprowadzenie i pelng dyskusje rownan
bilansu w postaci zachowawczej znajdzie czytelnik w monografii T. CHMIEL-
NIAKA Przeplywy Transsoniczne, 1994 [43]. Zauwazmy, iz réwnania lokalne
(U.9), lub catkowe (U.7) maja tzw. postaé absolutna (wolna od indekséw
bazy przestrzennej ). Jest to posta¢ wygodna nie tylko do zapisu tablicowego,
ale jest to rowniez posta¢ wyjsciowa do zapisu rownan w kazdym krzywolin-
iowym uktadzie wspétrzednych. Przyjmijmy, ze w aktualnym stanie rozwoju

MOS. Po dyskretyzacji przestrzennej rownanie bilansu staje si¢ rownaniem algebraicznym
wzgledem przestrzeni, lecz nadal pozostaja rézniczkowe wzgledem czasu. Istniejg rézne
techniki dyskretyzacji wzgledem czasu, ale w aktualnej chwili dominuja metody rézni-
cowe zamieniajace pochodne wzgledem czasu w schematy réznicowe. Osobna grupa
dyskretyzacji w czasie sa tak zwane schematy typu ,time marching”, dotyczace zagadnien
stacjonarnych, w ktorych czas jest pewnego rodzaju umownym parametrem sterujacym
rozpedzanie ptynu od stanu zerowego do stanu ustalonego. Duza przyszto$é maja czaso-
przestrzenne metody MOS i MES, w ktorych buduje sie jednolita dyskretyzacje funkcjami
rozciagajacymi w czasie i przestrzeni. Dalsze szczegdly dotyczace MES i MOS czytelnik
znajdzie w Uzupelnieniu U1.5.
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metod dyskretyzowanych siatki strukturalne uzywaja rownan wyrazonych w
uktadzie krzywoliniowym natomiast siatki niestrukturalne uzywaja kartez-
janskiego uktadu odniesienia.

U.1.3.2 Bilans masy (3D)

15 Konieczno$é dokonania takiego bilansu oznacza, ze gestosé ptynu, czyli
masa substancji znajdujaca sie w jednostce objetosci, jest w kazdym punkcie
obszaru (kanalu) przeptywowego inna. Przykladowo sucha para wodna na
wlocie do turbiny typu 200 MW ma gestos¢ p = 80 kg®/m?® a na wyjs-
ciu gestosé p = 0.01 kg/m?3. Gestosé jest pojeciem femomenologicznym
pokazujacym nasza bezradno$é wobec nieprzeliczalno$ci atoméw substancji
plynu. Zakres waznosci tego pojecia jest ograniczony umowng liczba molekut
i atoméw sktadajacych sie na czastke ptynu. Jesli uméwimy sig, ze czastke
plynu tworzy zbiorowiskowo 1 miliona molekut to w ptynie gestym czastka ta
zajmie objeto$¢ okoto V' = 1 mm?3, zad w plynie rzadkim objeto$¢ V = 1 dm?.
Gesto$é masy jest wielkoscig mierzalng dos¢ doktadnie na poziomie integral-
nym, catkowym, oznaczanym jako 0D. Mierzalno$é¢ gesto$ci masy na poziomie
lokalnym 3D teoretycznie jest mozliwa, lecz praktycznie jest sprawa bardzo
trudna (patrz uzupelnienie U1.5).

Przeplyw Substancji z Polozenia WyjsSciowego do Aktualnego

Gestosé substancji ptynnej dowolnej substancji zalezy od potozenia i czasu
czyli ptynu jest funkcjg poltozenia ¥ = z;€; i czasu t, co zapisujemy jako
p = p(%,t) [kg/m?]. Dowolna czastka plynu, posiadajaca aktualnie objetosé
dV = dx dydz, jest wypelniona chwilowo substancja wpltywajaca i wypty-
wajaca poprzez powierzchnie boczng tej objetosci zwang powierzchnig kon-
trolna. Substancja aktualnie wypelniajaca (w chwili ¢ ) objetosé¢ czastki
o polozeniu ¥ = x;6; = wé, + ye, + z€, przyplyneta do miejsca ¥ (w

157r6dla pojecia masy ging w mrocznych lochach historii nauk przyrodniczych. W
pracach KEPLERA (1590) pojawia sie rozréznienie masy bezwladnej i masy grawitacyjne;j.
Wskazano w nich, iz oprocz zjawiska grawitacyjnego okre$lonego stowem ,ciezar”, ma-
terie charakteryzuje jeszcze inna wlasnosé, mianowicie ,bezwladnos¢”, czyli opér przeciw
zmianie ruchu. Oznacza to, ze materia z ktorej sktadaja si¢ planety musi by¢ bezwladna,
natomiast cigzar moze przejawiaé si¢ jedynie w przedmiotach znajdujacych si¢ na ziemi.
W 1698 FURENTHAL udowodnil réwno$¢ masy bezwladnej i masy grawitacyjnej poprzez
poréwnanie sit:

(masa bezwladna) (przyspieszenie) = (masa wazka)(natezenie pola grawitacyjnego),

widac stad, ze jezeli obie masy sg réwne to natezenie pola grawitacyjnego jest przyspiesze-
niem. Bilans masy w postaci lokalnej w przestrzeni i czasie wprowadzit MAXWELL (1867).
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Rysunek U.3. Substancja plynna zajmujaca w aktywnej chwili ¢t objetosé dV = dxdydz
w chwili poczatkowej zajmowala objetosé¢ dVy = dX dY dZ. Wektor nor-
malny 77 do powierzchni aktualnej objetosci dV zawiazany jest z wyjSciowym
wektorem normalnym N za pomocy relacji Piola.

ktorym usadowiony jest nasz eulerowski obserwator) z miejsca wyjsciowego
X = XKEK = XEX + Yﬁy + ZEZ w ktorym byta w czasie t5. Substancja
ta w chwili ty, w potozeniu X zajmowata pewna objetos¢ dVy — na ogot
powykrzywiana i nie przypominajaca szescianika dV (rys. U.3).

Inaczej méwige, wyobrazamy sobie objetosé substancjalng wyjsciowa dVj,
stale zajmowang przez tg samg substancje, ktéra w chwili ¢ dotarta do punktu
Z a jej $cianki wyprostowaly sie tak, iz objetos¢ substancjonalna pokryta sie
z nasza nieruchoma objetoscia dV'. Jesli:

m = jff podV kgl (U.13)

jest masg substancji zawarta na poczatku ty w objetosci dVj to w chwili ¢ ta
sama masa znajduje si¢ w objetosci dV/, czyli masa substancji jest zachowana:

d  d d
Em:%jvjof Po deaijpdV:O, (U.14)
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gdzie py — ta sama ilos¢ masy lecz odniesiona do objetosci V.

Zgodnie z zasada zachowania materii Davy’ego, w zamknietej (myslowo)
objetosci zajmowanej przez m kilograméw masy, substancja nie moze pow-
stawa¢ ani ulega¢ anihilacji. Réwnanie bilansu masy jest (U.14) réwniez
réwnaniem cigglosci przeptywu bowiem funkcja p (7, ¢) winna by¢ ciggta
i nie powinna posiada¢ punktéw w ktorych wiele czastek chee przebywaé jed-
noczesnie (fala uderzeniowa) lub punktéw w ktérych zadna czastka nie chee
przebywaé (kawitacja).

Bilans Masy w Postaci Lagrange’a

Stosunek zmiany objetosci dVy/dV nie jest trudny do obliczenia, gdy
wykorzysta¢ miare zdeformowania objetosci. Jesli zdefiniujemy funkcje X =
X (Z,t) przypisujaca w kazdej chwili ¢ polozenie wyjsciowe czastki to

f:grad)? = gradx = X@V = %E)K@)é; = fKZE:K(X)é;,
K=XY 72 i=uxuy,z (U.15)

jest gradientem deformacji (mierzacym powyginanie szescianika dVj), za$
jego wyznacznik jest réwny:'6

>

j=det f. (U.16)

Gdy j = 0 zachodzi nieciaglos¢ przeptywu polegajaca na tym iz nieskoncze-
nie wiele czastek prébuje zaja¢ miejsce o potozeniu ¥ (fala uderzeniowa), gdy
j = 00 to oznacza ze zadna czastka nie chce zaja¢ miejsca o poltozeniu &
(kawitacja). Korzystajac dalej z relacji (Piola, 1848):

dVy = jdV (U.17)

mamy:
a4 jvjof po dVy = %fvﬂ ood dV. (U.18)
18Dawniej wyzmacznik ten oznaczano przez 252 ub Sb W opisie Eulera

znajomo$¢ funkcji ¥ nie jest konieczna, gdyz podstawows niewiadomg jest predkosé ¢ =
X! (£,1) | 3=const. Natomiast w opisie Lagrange’a podstawowa niewiadoma jest funkcja
przenoszenia Y (Z,t) lub Y1 (7,1).

W ogdélnosci, gdy uzywamy dwédch baz Ex i € to obiekt typu F nazywamy tensorem
dwupunktowym, aby zaznaczy¢, iz kazda z jego sktadowych nalezy do innego opisu. W
praktyce numerycznej uzywa sie jednej bazy wspolnej, w ktorej réznica miedzy indeksami
duzymi (opis Lagrange’a) a malymi (opis Eulera) zanika.
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co oznacza ze aktualna gestos¢ masy:

P = JPo, (U.19)

jest funkcja wyznacznika gradientu deformacji. Réwnanie (U.19) wyznacza
algebraiczny przepis na bilans masy w przypadku gdy znana jest wyjsciowa
gestos¢ masy. Postaé ta zalezy od gradientu deformacji (gradientu prze-
mieszczenia jakie substancja, ktora aktualnie przepltywa przez czastke T, t
przebyta od )Z' to, @ = X (%, tg) — 7, ?: grad i— :7 . Formuta (U.19) in-
formuje nas réwniez, ze gestoéé¢ jest funkcja deformacji pltynu'”. Roznica
miedzy ciatem pltynnym a ciatem stalym polega tu na tym, ze w ciatach
statych bierze si¢ pod uwage deformacje we wszystkich mozliwych kierunk-
ach, czyli deformacje objetosciowa i postaciowa. W przypadku ptynéw tylko
deformacja objeto$ciowa jest uwzgledniana i powoduje zmiane gestosci lub
objetosci wlasciwej v = 1/p.

Bilans Masy w Postaci Eulera

Lokalng posta¢ bilansu masy substancji przeptywajacej przez czastke kon-
tinuum o objetosci dV zafiksowanej w punkcie & mozna otrzymac korzystajac
z formuty transportowej Reynoldsa (U.3). Wtedy, wychodzac z (U.18) otrzy-

mujemy:
%fﬂ pdV = Hf%pdv+@§ (p¥) - dA = 0 (U.20)
14 |4 ov

lub, poniewaz catka po zafiksowanej objetos$ci czastki komutuje z lokalng
pochodng w czasie, mamy

SAJf oav + (o) -maa =0
v v

co czytamy: zmiana m kilogramow masy substancji znajdujgce; sie w obje-
tosci dV moze byc jedynie skutkiem wyplywu lub wplywu czeSci masy poprzez
powierzchnie ograniczajgcg dV .

W powyzszym réwnaniu pojawia sie definicja waznej, zwtaszcza dla sto-
sowanej termodynamiki, wielkosci, ktorg jest:

UV, =01

178cigle méwiac, jest to tylko deformacja okreslona z dokladnoscia rzedu (plerwsze
pochodne). Latwo sobie wyobrazi¢ przypadki, w ktérych deformacja zalezeé¢ bedzie nie
tylko od pierwszych pochodnych lecz réwniez od pochodnych drugich i wyzszych.
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— sktadowa normalna wektora predkosci. Nalezy, bowiem pamietac, iz to
catka z v, prowadzi do okreslenia strumienia masy m, nie zas catka z catego
wektora predkosci v jak to zazwyczaj odpowiadaja studenci. Gdy przepltyw
jest ustalony 0ym = 0 oraz gdy brzeg 0V sktada si¢ z jednego wlotu o
powierzchni A; i jednego wylotu o powierzchni As, tzn. 0V = A; U A, to
powyzsza catka redukuje sie do:

m = ff pu,dA = 1y = jf pundA = 1y, [kg/s].
A Az

W tym przypadku dyfuzyjne strumienie masy i zrédta masy (U.9) sa réwne
zeru. Zastepujac catke powierzchniowa caltka objetosciowg mamy lokalng
postac bilansu masy

0 S
T p + div (pv) = 0. (U.21)

Jest to lokalne rownanie bilansu masy kontinuum o gestosci p (Z, t) i pred-
kosci ¢ (Z, t) (na $ciankach objetosci kontrolnej!). Réwnanie to nie zalezy od
wlasnosci fizycznych ptynu takich jak lepkos$¢, pojemnosé cieplna, $cisliwosé,
objetosciowy modut Younga i dotyczy kontinuum $cisliwego (czyli kazdego
rzeczywistego kontinuum) w przeplywie nieustalonym.

Postaci Szczegdélne Bilansu Masy

Réwnanie (U.21) jest réwnaniem skalarnym. We wspéhrzednych kartez-
janskich przyjmuje prostg posta¢. Gdy & = x;6; = x€, +yé, +z€., U = v€; =
uey + vé, + wey, it =z, y, z to (U.21) wynika

0 0 0 0 0 0

" o (pvi) = %" o (pu) + a—y(Pv) t 35 (pw) = 0. (U.22)

W literaturze stosowana jest rowniez niezachowawcza forma bilansu masy.
Niezachowawczos¢ bierze sie stad, iz forma ta wykorzystuje pochodna mate-
rialna (lagrange’owska) wzgledem czasu d/dt i pochodng eulerowska (div (e))
wzgledem przestrzeni. Ten dychotomiczny zapis otrzymamy, jesli wykonamy
operacje rozbieznosci ' w (U.21):

Owp + (grad p) - U+ pdivd = 0. (U.23)

180Obliczenie dywergencji wymaga najpierw obliczenia gradientu (p7) ® V, a nastepnie
dokonania zwezenia produktu:
div (pv) = (pv) -V = C12[(pV) i ®&] = C12[(pvj) i & ® & + (pvj) €j;i ® &

] =
= (pvj) ;€ - €& = (pvj) ; bij-
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Zgodnie z definicja pochodnej substancjonalnej ( Euler, 1757):

d 0 .
E - a p|f:const + (gradp) v,

mamy nastepujaca standardowa postac:

d
T + pdivid =0 lub p+ pdivd =0 (U.24)

spotykana w monografiach i podrecznikach ([5], [8], [10], [15], [22], [29], [47],
[49], [50], [60], [64], [65], [84], [93], [98], [116], [162], [191], [225], [226], [227],
[244], [250], [251], [321], [337], [338], [344], [359], [373]).

Mamy nastepujace przypadki szczegolne:
e przeplyw stacjonarny (ustalony w czasie):

0
8.1’i

(0) = = (pu) + 8% () + = (pw) =0, (U.25)

e przeplyw plynu niescisliwego (plyn hipotetyczny) p = const

., 0 0 0 s,
dive = P (v;) = B (u) + ay (v) + P (w) = 0. (U.26)

Roéwnanie bilansu masy w przyblizeniu jednowymiarowym 1D omawiamy w
uzupehieniu U1.12; zas w U1.7 wyprowadzamy je w wersji zerowymiarowego

0D.
U.1.3.3 Bilans pedu (3D)
Druga Zasada Dynamiki Newtona

19 Ped czastki kontinuum okreslamy uzywajac formuly Burdina (1327)
mowiacej, iz jest to wielko$¢ proporcjonalna do masy i predkosci: p = mu.

Operator Cp o oznacza tu kontrakcje, czyli iloczyn skalarny miedzy pierwszym (1) i
drugim (2) wektorem bazowym. W przypadku wspélrzednych kartezjanskich pochodna
bazy €;; = 0, za$§ w przypadku krzywoliniowym nalezy do rézniczkowania bazy €; uzy¢
wspolczynnikow Lame’go.

Podobnie bedziemy obliczaé¢ dywergencje w przypadku, gdy strumieniem jest tensor
dowolnego rzedu. Z numerycznego punktu widzenia znajomo$é obliczania dywergencji
nie jest potrzebna, bowiem podstawowa dla numeryki forma rownania bilansu masy to
(U.20), w ktoérej wystepuje calkowanie po powierzchni objetosci.

190dkrycia, iz wszystko co sie porusza niesie ,pewien niematerialny tadunek” zapewni-
ajacy kontynuacje ruchu dokonal franciszkanin W. OckHAM (1301). Nazwal go ,jiloscia
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Zmiang pedu w czasie dla czastki o stalej masie okresla przyspieszenie ﬁ =
mv = ma. Druga Zasada Dynamiki Newtona, wypowiedziana dla izolowanej
czastki ptynu o masie m ma postac:

d d

RN = =\ d—»\_ —»__’
p_Ep—E(mv)—m%v—ma—f,

gdzie f = mb jest sila cigzenia grawitacyjnego, zas @ = v przyspieszeniem.
Natomiast w przypadku nie izolowanej czastki kontinuum oddziatywujacej z

sgsiadami, réwnanie te nalezy uzupeti¢ o site powierzchniowa pochodzaca
od przekazywanego pedu na sposob sprezysty i lepki.

Masa jednej czastki ptynu okreslona jest jako catka z gestosci masy w obszarze
dV = dxdydz
m = ij pdxdydz  [kg] (U.27)
v

ruchu” i stwierdzit iz tadunek ten ma cechy wektora oraz zachowuje si¢ w trakcie zderzen
dwdch i wiecej cial. J. BURDIN (1327) stwierdzil, iz ,jilo$¢ ruchu” jest proporcjonalna do
ciezaru ciala i jego predkosci, zas G. GALLILEUSZ stwierdzil, ze ,ilo$¢ ruchu” jest propor-
cjonalna do iloczynu masy i wektora predkoéci, oraz nadal temu tadunkowi nazwe ,ped”.
Bilans pedu dla dwoch zderzajacych si¢ obiektéw przeprowadzony przed i po zderzeniu
znany byl GASSENDIEMU (1633).
Mechanika Newtonowska ciatl sztywnych opiera sie na trzech nastepujacych prawach
ruchu (Natanson, 1890):
I. Kazde cialo trwa w spoczynku lub w ruchu jednostajnym po linii prostej, dopdki sity
przylozone nie zmusza ciala do zmiany jego stanu.
II. Zmiana ruchu jest proporcjonalna do przylozonej sity poruszajacej i odbywa si¢ w
kierunku lini prostej wzdtuz ktérej sita jest przytozona.
ITII. Przeciwdzialanie jest zawsze rowne i przeciwne dziataniu tj. wzajemne dziatania
dwdch cial sg zawsze réwne sobie 1 posiadaja kierunki przeciwne.
Pelne przeniesienie trzech praw mechaniki cial sztywnych do mechaniki kontinuéw odksz-
talcalnych nie jest sprawa prosta i od wielu lat budzi kontrowersje. Dotyczy to nie tylko
drugiej zasady w wersji kontynualnej — réwnanie (U.27) - (U.31), ale réwniez pierwszej
i trzeciej zasady w wersji kontynualnej. Przyktadowo: 1 Zasada przez zaskakujaco duza
ilo$¢ uczonych badaczy jest traktowana jako szczegélny przypadek II Zasady - gdy brak
juz sil. L. Cooper laureat nagrody Nobla z 1967 r. pisze m.in. w swojej ksigzce ,Istota i
Struktura Fizyki”, (str. 50, PWN, 1975): , Pierwsze prawo ruchu jest zatem konsekwencja
prawa drugiego, przypadkiem szczegbélnym, w ktorym sita jest réwna zeru. Newton jednak
te prawa podal oddzielnie ...” Te calkowicie bledna interpretacje I-go prawa mechaniki,
ktéra zatruwane sa nasze dzieci w szkolach podstawowych, prébowano przez wiele lat
rowniez blednie przenie$é¢ na grunt mechaniki kontinuéw odksztalcalnych. Pelna dyskusja
wszystkich kontrowersyji wymaga oddzielnej pracy, a pewne informacje czytelnik moze
znalez¢é w pracach autora.
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stad ped:

p=mi= | [[[ pav | 5= [[[ prav (U.28)
\% 14

i jego zmiana w czasie — obliczona z wykorzystaniem pochodnej substancjal-

nej wynosi?’:

_%ﬁ_%fff(pﬁ) dv_jjj%(pm av + {J [(p) @ 7] 7dA (U.29)
\% |4 oV

-

Strumienie Pedu w Kontinuum Czastek

Strumienie pedu pochodzace od oddziatywan z sasiadami stanowia o tym,
co rozni bilans pedu izolowanej czastki o masie m od bilansu pedu czagstki
otoczonej tymi samymi lub zmieniajacymi sie sagsiadami. Strumienie te, zgod-
nie z (U.2), winny mie¢ postac¢?!

Foasioa = (f T 71 dA (U.30)
ov

oraz zrodla

f=mb= [{] pbav, (U.31)
14

20Bilans ten méwil o zachowaniu pedu, czyli dotyczyt szczegélnego przypadku II Zasady
Dynamiki gdy brak jest sit a ped jest staly. Bilans pedu wprowadzit NEWTON w 1687 w
dziele ,,Podstawy Matematycznej Filozofii Przyrody” i uzupelnit w drugim wydaniu w 1713.
Pojecie ,sity” jako obiektu wektorowego wystepujacego w réwnaniu bilansu pedu pochodzi
ze starozytnosci — bowiem juz wtedy znano szczegdlng postaé I Zasady Dynamiki w formie
prawa ,,Sily dzialajace na cialo w réwnowadze sa réwne zeru” (statyka, ARYSTOTELES).

Jednym z zalozen modelu kontinuum Cauchy’ego jest stalo$¢ wektora predkosci
wewnatrz objetosci czastki. Te zalozenie pozwala raz zaczepi¢ wektor (p¥) w $rodku ob-
jetosci jako wielkos$¢ intensywna a innym razem ten sam wektor traktowaé jako strumien
masy i zaczepi¢ na powierzchni kontrolnej. Jesli zrezygnujemy z zalozenia jednorodnosci
wektora predkosci wewnatrz dV i np. zalozymy liniowy jego rozklad to mozemy wtedy
sprowadzi¢ érednia do §rodka + wektor wirowosci (tzw. kontinuum Cosseratéw (1909)).

21]. Caucny, Recherches sur 'equilibre st se mouvement des corpes solides ou fluides,
elastiques ou non elastiques, Bull. Soc. Philomath. 177-181, (1823). Zgoda uczonych
badaczy, aby przyjaé ten zwiazek jak obowiazujacy zostala osiagnieta dosé niedawno, okoto
40 lat temu. W latach 1823-1970 kazdego dnia ukazywaly sie prace watpiace w zasadno$c¢
zwiazku (U.30), poniewaz nie mozna go zweryfikowaé rozstrzygnieciem eksperymentalnym.
Zauwazmy, iz znaczenie tej, do dzi§ waznej hipotezy jest wazne nie tylko dla czastki otoc-
zonej innymi czastkami, ale w pierwszym rzedzie dla czastki, ktéra dotyka écianki kanalu
z ktorej to Scianki przekazywana jest do wnetrza plynu sila.



U.1 Uzupelnienia Wyktadu Pierwszego 115

gdzie ?: Ti€i ®€; = —p ? LT = (—péij + 7'{3) €; ® €; jest diada naprezen
Cauchy’ego lub catkowitym niesubstancjonalnym strumieniem pedu, zas wek-
tor b = —ge, = —9.81¢, jest przyspieszeniem ziemskim okreslajacym site
cigzenia.

Addytywny Splitting Strumienia Pedu

Strumien pedu Cauchy’ego ? dzielimy myslowo (gdyz takie sa mozli-
wosci eksperymentalne) na czesé, ktéra mozna okresli¢ za pomoca zmiennych
intensywnych (czesé sprezysta) i cze$é dyfuzyjna, ktéra mozna wyrazié¢ przy
pomocy gradientéw przestrzennych zmiennych intensywnych albo kombinacji
innych strumieni dyfuzyjnych (w tym przypadku: naprezenia lepkie, nieod-
wracalne).??

T——P+7 . (U.32)

Czesé sprezysta ;, w przypadku pltynéw, ktére nie moga przenosic sprezystych
naprezen $cinania jest diadg kulista ci$nienia?®, w przypadku ciata statego P
jest pelna diada naprezen sprezystych:

o D 1= poii€; @ €5 fluid
P= (U.33)
o= 0ij€; ®€;  solid .
Bedziemy dalej uzywali diady cisnienia p ? W miejsce F, nie mniej,
wyprowadzone tu rownanie pedu obowigzuje zaréwno dla ciat stalych jak
i cial ptynnych.

o oeonlVoadorototrans

22Multiplikatywny splitting strumienia pedumapostaé T=T T T T T T , gdzie
indeksy e, v, d, r, t, trans, odnosza sie do, odpowiednio, sprezystego, lepkiego, dy-
fuzyjnego, radiacyjnego, turbulentnego i transpirowanego sposobu transportu pedu w kon-
tinuum ptynnym. Niestety, zwolennikéw multiplikatywnego splittingu cisnienia p = pep,
miast addytywnego p = p. + p, przybywa z kazdym dniem. Wiekszo$¢ z tych zwolennikdw
idzie za przystowiowa moda nie liczac sie a argumentem iz eksperyment dostarcza nam
stalych addytywnych. Uzywaja Oni kontrargumentu, iz za 300 lub wiecej lat eksperymen-
tatorzy posiada techniki multiplikatywnej identyfikacji stalych konstytutywnych modelu.

Tylko modele matematyczne uzgodnione i dopasowane do aktualnych narzedzi badacza-
wezych Eksperymentalnej Termomechaniki maja sens praktyczny. Wszystkie pozostale
stuza, jak stusznie zauwazyli studenci, tzw. ”biciu piany wzoréw” czyli dziatalnosci
pozbawionej pragmatycznych celéw.

237Znak minus bierze sie stad, iz sprezysty strumien pedu — w przypadku plynu - jest
ci$nieniem skierowanym zawsze do Srodka czastki i Sciskajacym substancje.
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Czesé dyfuzyjna (lepka) 7 jest nieodwracalnym strumieniem naprezen
sktadajacym sie z naprezen lepkich, dyfuzyjnych, turbulentnych, transpiracji,
radiacji i innych majacych znaczenie w szczegdlnych warunkach?*.

Bilans Pedu Kontinuum

Majac wielkosci bilansowane (U.29), strumienie (U.32) i zrédta (U.31) za-
piszemy réwnanie bilansu w postaci przedstawionej przez Cauchy’ego (1811)

ma = fsqsiad + fa

%Hf (p7) av = {§ T 7da+ [[[ pbav. (U.34)
v A% |4

Zaktadajac, ze bilans masy jest juz spetniony

czyli

%ﬂ pdV =0, (U.35)
1%

to z (U.34) otrzymamy tzw. pierwsze réwnanie Cauchy’ego®

ij%m\/ = |JJ div 7 av + [[] pbav. (U.36)
v v 0

lub lokalnie jako:

pa = divT + pb, (U.37)

—C
2Indeks ¢ w T oznacza calkowity (sumaryczny) tensor nieodwracalnych naprezen.
ZPoniewaz w trakcie wyprowadzania tego réwnania pedu (U.36) nie zaktadaliémy nic o

— T

symetrii strumienia pola ? , to drugie réwnanie Cauchy’ego wprowadza warunek 7= T .
Strumien pedu Cauchy’ego jest obiektem mniej znanym na gruncie termomechaniki ciat
plynnych, a bardziej na gruncie termomechaniki cial statych. Osborne Reynolds w 1895
r. wprowadzil analogiczny strumien i oznaczyt go litera P

C

p=pl -7 =—T,

>
stad P jest, od czasu do czasu, nazywany w literaturze tensorem strumienia pedu
Reynoldsa — zawiera on w sobie réwniez turbulentne naprezenia Reynoldsa, najczesciej

A
oznaczane R . Bilans pedu w oznaczneiach Reynoldsa ma wigc postac:

pc‘i—i—div?) = pg
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gdzie przyspieszenie a jest okreslone pochodna substancjalng (lagrange’owska,
materialna)

o d 0
a=17= E U= & '17+ (grad 17) U= ((9tvi + Ui,jvj) 6_; (USS)
Réwnanie (U.37) we wspétrzednych kartezjanskich przyjmuje postaé:
(%i 8vi 0 ..
v | = =T +pb;, i,j==x,v, 2 U.39
p((%"‘axj%) Oz, it P L)=T,Y, 2 ( )

lub krotko, stosujac przecinki zamiast znakéw pochodnych:
p(Viy +viv) = T+ pbiy, i,j =1, y, 2. (U.40)

Posta¢ (U.37) przypomina swoja postacia I zasade Dynamiki Newtona dla

czastki materialnej, gdzie ﬁ@siad = [{[ div T dv jest ekstra sita powierzch-
niowa od oddziatywania czastki z sgsiadami. Jest to postaé¢ niezachowawcza,
mato przydatna do celéw numerycznych. Strumien pedu Cauchy’ego, dopdki
nie podamy sposobu powigzania go z polem cisnienia i naprezeniami lepkimi,
ma ogblng posta¢ bez zadnych uproszczen fizycznych. Zauwazmy, iz row-
nanie pedu jest nieliniowe ze wzgledu na nieznany wektor predkosci v. Mamy
tu do czynienia z nieliniowo$cig geometryczng pochodzaca z pochodnej
substancjonalnej (U.38), ktéra nalezy odréznia¢ od nieliniowosci fizycznej

zawartej w réwnaniach konstytutywnych na strumien Cauchy’ego T'.

Zachowawcza postaé bilansu pedu

Zachowawczg postac¢ bilansu pedu otrzymamy korzystajac z twierdzenia
o transporcie (U.29) oraz dekompozycji T na cze$¢ sprezysta i lepka (U.32):

I omav s ffpTraa= 7 naas [[f bav.
Vv v ov 14

dalej

ﬂf%(pﬁ)dvﬂﬁs (pred+pT)ada= {7 qaa+ [[[ phav.
v oV ov v

(U.42)
Jest to podstawowa, wyjsciowa dla Metody Elementow Skonczonych i Metody
Objetosci Skonczonych, forma bilansu pedu obowigzujaca w elementarnej
objetosci czastki kontinuum. Poszczegdlne cztony w réwnaniu bilansu pedu
N0Szg Nazwe:
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(p?) — objetosciowa gestosé pedu,

pzT ® U = (pvv;) € & € —  konwekcyjny strumien pedu,

p I péw € ® ej — sprezysty strumien pedu,

T4 R +rd 4. =75 se;®@e;  —  catkowity dyfuzyjny strumien pedu,
p b — objetosciowa gestosé sit masowych.

Lokalne rownanie bilansu pedu ma postac:

% (p¥) + div (p17® T+ p ?) =divT + ob, (U.43)

a we wspoOtrzednych kartezjanskich:

)
—Tijwpbi] &, ij=xy 2 (U44)

0
(pvi) + oz, (pvivj + pdij) = o,

ot
Powyzsze réwnie jest réwnaniem wektorowym (bo ped jest wielkoscia wek-
torowa !) stad zapisujac sktadowe na poszczegdlne osi z, y, z (U = ué, +
V€, + WE,) otrzymamy:

) ) ) ) o . .. d a .

G (P (k) (pun) 5 (pue) = 2 (22,45 ()45 ()b
(U.45)

) 9 ) ) 9, .. d o

gt (PO g5 (o)t g (v + p)+ o (prw) = 5 (i) + gy Tt 55 () pby,
(U.46)

) P ) ) o 9,0, .

T (Pw)JF% (Pwu)+a—y (PUW)JF& (pww +p) = O (sz)+a—y (sz)JF& (75.)+pby.
(U.47)

Jest to posta¢ bilansu pedu najczesciej spotykana w literaturze. Inne
komplementarne wyprowadzenia tych réwnan znajdzie czytelnik w mono-
grafiach: M. BROSzKO [22], T. CHMIELNIAK [43], J. ELSNER [81], R. GRY-
BOS [106], W.J. PROSNAK [286], R. PUZYREWSKI & J. SAWICKI [293], Cz.
WITOSZYNSKI [426].

Warunki brzegowe i poczatkowe

Roéwnania bilansu pedu naleza do najdtuzszych réwnan termomechaniki.
Stuza one do obliczania wektora predkosci (ptyn) lub wektora przemieszcze-
nia (ciato state). Réwnania te uzupelniane sa przez warunki brzegowe i
poczatkowe, ktore w ogdlnosci, dzielimy na dwa podstawowe typy:
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e odnoszace sie do brzegu 0V, na ktérym U = Z/{‘BVM sa zadane (tzw.
Przemieszczeniowo-predkosciowe warunki brzegowe)

e odnoszace si¢ do brzegu OVx na ktérym strumienie F¢ + F¥ = .7-"|gi
sa zadane (tzw. naprezeniowe warunki brzegowe).

Waznym jest dla stabilnych rozwiazan CFD oby predkosciowe i napreze-
niowe warunki nie pokrywaty sie i byty zadane na réznych powierzchniach
kanatu obliczeniowego. Przyktadowo, poprawnym jest aby okresli¢ predkosé
na wlocie i cidnienia statyczne na wylocie. Natomiast gdy na jednym wlocie
podajemy zaréwno predkosci jak i ciSnienia to mozna sie spodziewad iz nie
wszystkie solwery CFD beda w stanie tak postawione zagadnienie rozwigzac.

Praktycznie, do celow numerycznych nalezy zna¢ tylko postaé catkowsa
(U.42) bilansu pedu. Dodajmy, iz rownania (U.42) maja postaé¢ niezalezna
od uktadu wspoétrzednych (cylindryczny, sferyczny, krzywoliniowy?0).

Postaci Szczegoélne Bilansu Pedu

Z rownania bilansu pedu wynikaja natychmiast przypadki szczegdlne takie
jak:

e przeplyw stacjonarny
div (p17® T+p ?) —div T +pb, (U.48)

e przeplyw pelzajacy (zagadnienie geometrycznie liniowe)

% (p¥) + div (p ]) =div T +pb, (U.49)

26Krzywoliniowy uktad wspéhrzednych &, 7, ¢ jest uzywany w CFD dla krzywoliniowych
siatek strukturalnych. Rewindykacji klasycznego sposobu Lame’go obliczania sktadowych
réwnania (U.43) w dowolnym uktadzie wspélrzednych, bez koniecznodci uzywania sym-
boli Christoffela (1867), skladowych ko- i kontrawariantnych oraz sztuki podnoszenia i
opuszczania indekséw, podano w pracy:

J. BADUR, T. OCHRYMIUK, Numeryczne modelowanie turbulentnego spalania gazow z
uwzglednieniem zredukowanej i pelnej kinetyki reakcji chemicznych. Zesz. Nauk. IMP,
491, 1-165, 1998.

Okazuje sig, iz caly wysilek geometryzatoréw mechaniki z chwila pojawienia
sie narzedzia obliczeniowego typu komputer stracilo sens — a my powracamy do
wczesniejszych, bardziej zalgorytmizowanych i tatwych do implementacji sposobéw
obliczania sktadowych krzywoliniowych. Wielcy geometryzatorzy Termomechaniki Kon-
tinuum z pozycji postepowych (lata 1890-1915) przeszli na pozycje ,wielkich hamul-
cowych” (lata 1970-1990).
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e przeplyw plynu nielepkiego (?c: 0 , Réwnania Eulera, 1757)

o, , T W
5 (p¥) + div <pv QU+ p I> = pb, (U.50)

e statyka (v =0)
div (p 7) = gradp = pb~ (fluid). (U.51)

Przypomnijmy, iz temu ostatniemu réwnaniu, w sprezystosci cial stalych,

gdy P= o odpowiada réwnanie statyki
div o= pb (solid). (U.52)

Natomiast przeptyw pelzajacy jest geometryczng linearyzacja rownania
pedu, bowiem dalsza nieliniowo$é¢ tego réwnania moze byé¢ powodowana je-
dynie nieliniowoscig fizyczna, czyli poprzez rownanie konstytutywne. Pamie-
tajmy: Numeryczna Termomechanika (CFD, CSD) nie uzywa zad-
nych postaci szczeg6lnych !!!

Postaé Cauchy’ego

W klasycznej literaturze przedmiotu uzywane sa czesciej rownania bi-
lansu pedu w ostaci Cauchy’ego (U.37). Posta¢ (U.37) rézni si¢ od postaci
zachowawczej (U.43) tym, iz zaklada ona wczedniejsze spelnienie réwna-
nia ciagtosci masy (U.21). Postaé¢ zachowawcza nie wymaga wczesniejszego
spelnienia bilansu masy, stad wprowadzajac bilans masy do postaci zacho-
wawczej (U.43) i uzywajac pochodnej lagrange’owskiej wzgledem czasu, mamy
kolejno

(0up) T+ pOy + el (p7) + p (grad §) 5+ dliv(p T ) = div 7° +pb. (U.53)

Po wykorzystaniu réwnania bilansu masy (U.21) i definicji pochodnej sub-
stancjonalnej (materialnej, lagrange’owskiej) otrzymujemy:
d «—C g
paﬁ#— gradp = div 7 +pb. (U.54)
W literaturze przedmiotu postaciag standardowa bilansu pedu jest postaé
ktadziona na przyspieszenie:

4
dt

<y

a=

b 1 1 —C
=b——gradp+ —div 7 . (U.55)
p p

Patrz wyprowadzenia w: [5], [8], [10], [15], [22], [29], [47], [49], [50], [60], [64],
65, [84], [93], [98], [116], [162], [191], [225], [226], [227], [244], [250], [251],
321], 337, [338], [344], [359], [373].
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Postaci Wektora Przyspieszenia

W literaturze spotykanych jest wiele form wektora przyspieszenia, z ktorych

dwie maja najwieksze historyczne znaczenie®’;
0 o
pr + grad (V) v Euler, 1757
=9 0 72
aﬁ—i— grad (7> — U x (rot¥) Gromeko, 1870 — Lamb, 1888.

(U.56)

Réwnania Naviera-Stokesa

2 W literaturze przedmiotu, zwigzanej z Analityczng (Otéwkowa?®) Ter-
momechanikg Ptynéw, réwnania Naviera-Stokesa uchodzg za synonim wszech-
poteznosci teorii i matematyki®C.

2"Dekompozycje

1
a= 00+ grad(iﬂ'z) + (rot ¥) x ¥

wprowadzil po raz pierwszy Lagrange w pracy: J.L. LAGRANGE, Memoire sur la theorie
du mouvement des fluides, Neuv. Mem. Acad. Berlin, 151-198, 1781.

28C.L.NAVIER, Memorie sur les lois du mouvement des fluids, Mem. Acad. Sci. Inst.
France, 6, 386-440, 1822. G.G. STOKES, On the theories of internal friction of fluids in
motion and of the equilibrium and motion of elastic solids, Trans. Cambridge Phil. Soc.
8, 287-319, 1845.

PKolokwialna nazwa naszej branzy (Komputerowa TermoMechanika) bierze si¢ od pod-
stawowego narzedzia badawczego, ktérym jest komputer, stad, odwzajemniajac zlosliwosé
i pogarde, uzywa sie w $rodowisku pejoratywnego okreslenia Oléwkowa Termomechanika
wskazujacego, iz podstawowym narzedziem badawczym jest oléwek. W niniejszej pracy
uzywamy nazw ,,Numeryczna Termomechanika” i ,, Analityczna Termomechanika”, ktére
to nazwy budza mniej emocji.

30Trzeba przyznaé, ze pod wzgledem rachunkowym wyprowadzenie réwnania pedu w
predkosciach przedstawia pewna trudnosé. Przyktadem jest blad rachunkowy, ktoéry
wkradt sie do monografii LANDAUA i LIFSZYCA , Hydrodynamika”, PWN, 1994. Str 67,
wzér (15.6). Réwnania N-S dla tensora naprezen lepkich w postaci:

>

T2 d+(C-2/3m) (0w d)T

winna mieé¢ nastepujaca kompletna postac:
pU ¢ + gradi v = —gradp + nV>7 + (¢ — 2/3n) grad (div @) + ndiv (gradTﬁ) ()
Zrédlo bledu rachunkowego tkwi w zasadach rachunku tensorowego, ktére méwig, iz réw-

nania wyprowadzone we wspélrzednych kartezjanskich nie mogg by¢ nastepnie zapisane
w sposéb absolutny, bowiem tylko cze$ciowo pokrywaja sie z ogdlnym wyprowadzeniem.
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Nawet damy, aby doda¢ sobie tajemniczego uroku, toczg rozmowy o
konieczno$ci uzycia ,,Naviera-Stokesa” tam gdzie nie staje (wiedzy) inzynierom.

Przypominamy, ze réwnania Naviera-Stokesa sg rownaniem pedu wyrazonym
poprzez wektor predkosci i jego pochodne (przestrzenne i czasowe) — mozna
je otrzymac dopiero, gdy okreslimy réwnania konstytutywne i rownania kine-
matyczne dla ptynu Newtonowskiego (patrz U1.4).3! Odpowiadaja one row-
naniom opisujacym pokazanym na rys.U.1 CFD nigdy nie uzywal, nie uzywa
i nigdy nie bedzie uzywac¢ rownan Naviera-Stokesa. Nazwa ,réwnanie Naviera
— Stokesa” jest historyczng pozostatoscig skutecznie blokujaca zmiane paradyg-
matow myslenia.

Niestety, we wspotczesnej literaturze i praktyce codziennej wystepuja
dwa naduzycia pojecia ,rownania Naviera-Stokesa”:

1. Nazywanie réwnaniami Naviera-Stokesa catego uktadu rownan bilansu
masy, pedu i energii.

2. Nazywanie rownania bilansu pedu w ktérym obecny jest turbulentny
strumient pedu skrotem ,RANS” (Reynolds Averaged Navier Stokes).
Przypomnijmy, iz w okresleniu ,RANS” tkwig co najmniej cztery
karygodne niescistosci

e Osborne Reynolds (1895) stosowal usrednianie objetosciowe i
nigdy nie uzywal usredniania czasowego.

e O. Reynolds (1895) nie wyprowadza swego réwnania na bilans
pedu z rownan Naviera - Stokesa lecz z ogblnego bilansu pedu
przy uzyciu catkowitego strumienia pedu Cauchy’ego oznac-

zonego literkg P = p;;€; ® €; = —T;;€; ® €.

W literaturze anglosaskiej dos¢ czesto uzywana jest posta¢ réwnania pedu
zaproponowana przez O. Reynoldsa:

0 o .
5 (p?) + div <p17® T+ p) = pb, (U.57)
lub we wspotrzednych kartezjanskich:
0 0
57 (PYi) + 5= (pvivs + pis) = pbi, (U.58)
J

Réwnanie (*) w Numerycznej Termodynamice nie jest nigdy uzywane, stad bledy w tym
rownaniu, nas nie dotycza i sa tylko czeécia historii.

310dpowiednikiem réwnan N-S, ale dla bilansu energii jest réwnanie Fouriera-Kirchhoffa
wyrazajace rownie energii w funkcji pola temperatury.
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gdzie p;; = poy; — 7; = —Ti; jest strumieniem pedu o znaku przeciwnym do

strumienia pedu Cauchy’ego T5;.

e O. Reynolds (1895) nie udrednial réwnania pedu lecz jedynie dokonat
rozdzielenia (splittingu) na dwa poduktady: éredni (mean) i wzgledny
(relative). Aby te poduklady mogly z soba wymienia¢ ped wprowadza

on posrednika (mediating fields) - turbulentny strumien pedu R=
"

(p’ VR ) . Podobny posrednik — turbulentny strumien energii q7 jest

dla splitingu réwnania energii.

e O. Reynolds (1895) rozdziela réwnanie energii kinetycznej ruchu wzgled-
nego na dwie rowne czesci: $redniq energie kinetyczng ruchu wzglednego
1 wzgledng energie kinetyczng ruchu wzglednego zgodnie z:

1- - 1- - 1- =Y
§v’~v’:<§’-v’)+(§’-v’).

Ta pierwsza czeSé¢ energii kinetycznej, wspolczednie jest oznaczana literg k
i nazywana jest energia kinetyczna turbulencji. Rownanie energii kine-
tycznej ruchu wzglednego rozdziela sie na dwa rownia z ktérych pierwsze
(ewolucja k stuzy jako réwnanie ewolucji na k, za$ drugie stuzy jako réwnie
okreslajace poczatek turbulencji. 32

Postaé¢ Crocco-Vazonyi

33 Uzywajac réwnania Gibbsa du = T'ds — pdv lub @ = T'5 — pv, ktére
dla dowolnej $ciezki na powierzchni u = (s, v) spelnia warunek

gradu = T'grads — pgradwv, (U.59)
bedziemy mogli wyeliminowaé cisnienie z bilansu pedu w zamian za wprowadze-
nie do gry entropii wlasciwej s. Definiujac entalpie wtasciwa jako i = u + pv,

przeksztalcajac powyzsza relacje mamy:

T grad s = gradi —vgradp . (U.60)

32W koncepcji Reynoldsa, poczatek turbulencji wyznaczalo kryterium energetyczne
a nie jaka$ liczba Re). Réwnanie na (1/2¢"-%")’ nazywa Reynolds ,discriminating equation”
(str 557) i jego zadaniem jest zastapienie szczegdlnego warunku Re>2300 - (Reynolds
uzywal tej liczby juz wczes$niej (1883) oznaczajac ja litera K przyznajac jej autorstwo
Darcy i Prony.

33L. Crocco, Una nuova funzione di corrente per lo studio del moto rotazionale dei
gas, Rend Lincei, 6%, t23, 115-124 (1936)

A. VAzONYI, On rotational gas flows, Q. Appl. Math. 3, 29-37, 1945
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Poprzez eliminacje grad p z rownania pedu i uzycie reprezentacji Gromeko-
Lamba (U.56) dla wektora przyspieszenia, mamy réwnanie bilansu pedu
w postaci:

~2
v —C
8t17+c3xﬁzTgrads—grad(ijL?jng)—i—vdiVT , (U.61)
ktore czytamy jako: w kazdym ustalonym przeptywie nielepkiego ptynu wirowosé
W =rot ¥ i zmienne termodynamiczne sq zwigzane relacjg Crocco-Vazonyi:

& x 0 =Tgrads — grad (i.) , (U.62)
gdzie i, = i + U2 /2 + zg jest entalpia calkowita.

Inne rownanie otrzymamy biorac rotacje z nielepkiej czesci rownania pedu
(U.50) i zapisujac:
W = rot v,
d e = e - 1
T (grad&d) v + Jddive = rotb + b4 (grad p x gradp) .
Réwnanie to nazywane jest rownaniem Friedmana. Gdy pole sit masowych
ma potencjat b = —grad (zg), a gesto$¢ czynnika jest funkcja tylko cisnienia

<grad p = g—ﬁ grad p) to cztony po prawej stronie powyzszego rownania zanikaja:

iﬁ — (grad ) v + @dive =0,

dt

a rOwnanie to mozna interpretowac jako pewien bilans w stosunku do wektora

wirowosci & — Jesli w danym momencie czasu wirowosc jest réwna zeru to

pole przeplywu pozostaje bezwirowe w kazdym nastepnym moemencie [43].
Natomiast wprowadzajac zaleznosci termodynamiczne otrzymujemy ek-

wiwalentng postaé¢ réwnania wirowosci:

d (@Y 1 J
il (f> = —gradT x grad s + “erad 7. (U.63)
dt \ p P P

Roéwnanie te nazywane jest rownaniem Vazonyi.

Bilans Momentu Pedu

34 7 zalozenie jednorodnosci pola predkosci w elementarnej objetoéci
czastki kontinuum i z drugiego prawa Cauchy’ego (tzn ”bilansu momentu

34Zapostulowany przez L. EULER, Formulae generals pro translatione quacunque cor-
porum origidorum, Novi Comm. Acad. Sci. Petrop. 20, 189-207, 1775.
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pedu”) wynika natychmiast, ze diada naprezen lepkich jest symetryczna
7= <?C> . Warunek ten jest spelniany tozsamosciowo, gdy definiujemy
naprezenia lepkie poprzez symetryczne diady, np. predkosci deformacji, di-
ade gradientu predkosci dyfuzji, stezenia, etc. Warunek symetrycznosci stru-
mienia pedu Cauchy’ego T=T 1z uwagi na (U.32) przechodzi réwniez na

- T

naprezenia sprezyste P=P .

Bilans pedu w ukladzie obracajacym sie

Ta forma bilansu pedu jest wazna w urzadzeniach przeptywowych od-
bierajacych lub przekazujacych prace czynnikowi roboczemu na sciankach
ruchomych wirujacych z predkosciag katowsa O=0(t (1), silnie zmienng w czasie
rozruchéw, regulacji i odstawien a stata w trakcie pracy nominalnej. Kanat

przeptywowy wiruje wtedy z predkosciag katowsg 2 = ’Q‘ wokoét statej osi
obrotu ég = 3/ ‘Q’, tak ze Q () = Q(t)éq.

Znalezienie formy bilansu pedu w uktadzie wirujacym (w ogdlnosci —
nieinercjalnym) polega na znalezieniu postaci przyspieszenia oraz strumieni
pedu. Przypomnijmy, iz wektor przyspieszenia w uktadzie poruszajacym sie,
okreslonym wektorem potozenia X, i obracajacym sie z predkoscia katowa
O znajdujemy analogicznie do rutynowych, dla mechaniki ciala sztywnego,
operacji (rys. U.4)3.

Wychodzac ze zwigzku:

= Xo(t) + X (1), (U.64)
mamy najpierw wektor predkosci
i L% Lg = L 4Gk X =T V405X (U6D)
V=C=—0 = — —X = — = .
at” — dt” " at O dt|x 0

sktadajacy sie z predkosci unoszenia U= 170 +Ox X i predkosci wzglednej

35Zgodnie z tradycja mechaniki dotyczacej cial sztywnych, wielkoéci w ukladzie obra-
cajacym bedziemy oznaczac literami duzymi. Nie maja one tu nic wspolnego z Truesdel-
lowskim systemem oznaczen przyjmowanych dla opisu Lagrange’a, w ktorym litery duze
oznaczaja wspOlrzedne materialne.
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c\
[l
<

Rysunek U.4. Schemat zwigzania ukladu nieruchomego {z,y, z} 2z wirujacym i
przemieszczajacym sie ukladem odniesienia {X, Y, Z}. Wirowanie opisane

jest wektorem obrotu ) (t), za$ przemieszczenie poczatku ukladu

odniesienia wektorem Xy (t).

V. Nastepnie, w podobny sposob obliczamy wektor przyspieszenia

. d d- d = = = d = -
i=01=—v=—W+— V+OAxV+|—= Q) xX+
t dt dt|x dt|x
J (U.66)
—l—(ﬁx)?)x)?jtflx — )Z'—l—ﬁx)?)
dt|x
i definiujemy go ostatecznie jako:
iy Araix V4 (4 6)xXadx (3xX). Uen
b's

W maszynach wirnikowych uktad wirujacy nie doznaje przemieszczen (na
ogél) stad Xo=Vy=Ay =0oraz T = X co pozwala uwolni¢ sie” od
koniecznoéci uzywania duzych liter. Dekompozycje predkosci (U.65) za-
pisujemy wtedy jako:

T=QOxT+0 =0+ (U.68)

sume: predkosci unoszenia u = Ox7i predkosci wzglednej, oznaczane]
tradycyjnie w krajowej literaturze, literkg « (w miejsce duzej litery V). Ta
dekompozycja, tatwa do narysowania w charakterystycznych przekrojach nosi
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nazwe trdjkata predkosci. Od narysowania trojkata predkosci rozpoczyna
sie¢ proces analizy i projektowania wirnikoéw maszyn przeptywowych. W przy-
padku statego potozenia osi obrotu, wektor predkosci unoszenia  jest sty-
czny do toru ruchomych powierzchni i prostopadty do osi obrotu. Wektor
predkosci wzglednej ptynu « w kanale ,wydtuzonym” jest w przyblizeniu
rownolegty do Scianek wirujacych.

—;

Podstawiajac v w do (U.67) otrzymujemy:

.0 e
a—§w+ (grad o) w+{ (_tQ) xx+Q><(Q><x)}—
:aw—i_gfict-

(U.69)

Pierwszy czton to przyspieszenie wzgledne a@,, = w, drugi czton w klam-

d
dt|x
rze sklada sie z: przyspieszenia Coriolisa (1840), przyspieszenia Eulera
(1790) i przyspieszenia odsrodkowego (Gallileusz, 1621). Wszystkie te
przyspieszenia po zsumowaniu stanowig fikcyjne przyspieszenie grawitacyjne,

a pomnozone przez gesto$é¢ daja gestosé fikcyjnej sity cigzenia.

Definicja sity ciezkosci b oraz sit wymiany pedu div ?, jesli postugujemy
sie zapisem absolutnym, wolnym od indeksow, nie zmienia sie, bowiem:

g: bzé; = bMEM oraz ? T 6z & 6] = TMKEM & EK (U?O)

jak réwniez operacje gradientu grad, (e) = grady (e) i divergencji div, (o) =
divx (e). Zachodzi réwniez przeniesienie diady predkosci deformacji, ktéra
ma te same wartosci bez wzgledu na to czy oparta jest na wektorze predkosci
catkowitej ¥ czy wektorze predkosci wzglednej w:

o 1 1 - . o
dw)= 3 (grad17—|— gradTU) = 3 (gradu? + gradTw) =dxmEx @ Enxi =d(w)
(U.71)
Natomiast dla diady wirowosci takie przejscie nie zachodzi®
1 N T = — — . —
Wi = 5 (grad 7 — grad” ) =y — (20 x ) x 7. (U72)

Zazwyczaj nie rozrézniamy predkosci deformacji E(v) opartej o v od predkosci

deformacji E(w) opartej o w. Jednak w przypadku diady wirowosci takie

36J.BADUR, Can the Zaremba relaxation model be considered correct, Archives of Ter-
modynamics, 15, 111-124, 1994.



128 Uzupeienia

odréznienie jest konieczne i oznacza, ze 8(,,) #+ B(w). Fakt ten oznacza, iz np.
okreslajac domkniecie Baldwina-Lomaxa na wartos¢ turbulentnej lepkosci

pe=1(50) (U.73)

po przejsciu do uktadu wirujacego liczymy sie z tym, ze lepkos¢ turbulentna
zaleze¢ bedzie od predkosci wirowania.

Taka sytuacja nie jest dopuszczana w przypadku réwnan stanu lub
rownan konstytutywnych, ktére nie zaleza od tego czy material wiruje czy
tez nie. Zezwala to na opuszczenia znakéw (x) mate lub (X) duze?”.

Ostateczna forma bilansu pedu odnoszaca si¢ do przeptywu w wirujacym
kanale ma postac:

S d _ . = o
ply, = p%p(w =div T +p (b — bfict> , (U.74)
lub w formie zachowawczej:

% (pi) + div (pw ® T+ p ?) = div (‘?) +p (5— gfict) , (U.79)

gdzie fikcyjne sity cigzenia zdefiniowane sa formuta (U.69) jako:
. A I NS
brict = 200 X W + EQ xx+Q><(Q><:v).

W literaturze przedmiotu liczba Rossby okresla udziat sity Coriolisa p?ﬁ X W
w calej sile bezwladnosci [52],[81],[399).

W mechanice teoretycznej wykazuje sie ([194],[388]), ze przyspieszenie
dosrodkowe w uktadzie wirujacym posiada potencjat oznaczony przez I,
ktory zezwala zapisacé

L 1~ |
(3 x (Q X f) — 0?7 — —grad (592 52) — —grad (5 ﬁQ) — _oradTl,

Powyzsze wyrazenie pozwala na zapis bilansu pedu w nastepujacej formie
zachowawczej (Q = const) :

3"Wiecej uwag na temat dopuszczalnej postaci réwnan domkniecia dla fenomenolog-
icznych modeli turbulencji mozna znalezé w pracy:

M. KArcz, J. BADUR, Numeryczna implementacja modelu racjonalnej turbulencji,
Zeszyty Naukowe IMP PAN 531/1490/2003, str 1-34, 2004
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8 — —C - —

= (pi) + div |pd @@ + (p +I1,) ]] = div <T ) +p<b—29 X w)
(U.76)

Na podstawie réwnania Vazonyi (U.63) wyprowadza si¢ réwnanie rézniczkowe

dla wirowosci w wirujacym uktadzie wzglednym.

Jesli okresli¢ w,, = rotw # W = rotd to ma ono postac [43]:

% wy, = (grad wy,) W—w,, divw+2 <grad Q) @—21G div wW+rot b+grad Tx grad s,
gdzie zgodnie z (U.70) nie wprowadzamy odrebnych oznaczen na operacje di-
wergencji, gradientu i rotacji w nieruchomym i ruchomym uktadzie odniesienia.
Przyjecie grads = 0 (przeplyw izentropowy s= const) i rot b =0 (za-
chowawcze pole sit) prowadzi do nastepujacego uproszczonego rownania wirowosci
w uktadzie wirujacym:

d
dt
7 prawej strony rozpatrywanego rownania wynika, ze w ogélnym przypadku,
przeptyw wzgledny nie moze byc przeptywem bezwirowym. Wynikajg z tego
wazne, dla modelowania przeptywéw w maszynach wirnikowych, nastepstwa

o ktorych szczegbétowo dane mozna znalezc w monografiach: CHMIELNIAKA
[43],[44], GUNDLACHA [112], PUZYREWSKIEGO ([293]), MILLERA ([232]).

Wy — (grad wy,) W+ w,, divd = 2 (grad Q) W — 2w div 0.

U.1.3.4 Bilans energii (3D)
Formy Energii

Przechodzimy do bilansu energii — najtrudniejszego elementu termomechaniki.
Trudnos$¢ wyprowadzenia lokalnego bilansu energii w postaci zachowawczej
bierze sie stad, iz Pierwsza Zasada Termodynamiki — pierwowzor lokalnego
bilansu energii — formulowana byta w przesztoéci w sposéb integralny w
czasie i przestrzeni. Przejscie do bilansu lokalnego moze by¢ dokonane
w dwoéch krokach — najpierw poprzez osiggniecie formy I Zasady Termody-
namiki lokalnej w czasie lecz i integralnej w przestrzeni a nastepnie formy
lokalnej w czasie i lokalnej w przestrzeni.

Zaktadamy, iz substancja jest nosnikiem kilku form energii, jednak in-
teresowa¢ nas bedzie bilans tylko tych form, ktére moga podlega¢ konwersji
w inne uzyteczne formy energii. Nalezy do nich energia kinetyczna (tutaj
bedzie odr6zniana od energii mechanicznej) niesiona przez substancje, oraz
energia wewnetrzna zmagazynowana sprezyscie w substancji dzigki odksz-
talceniom sprezystym, jakimi sa zmiana objetosci wtasciwej (odksztalcenie
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makroskopowe) i zmiana entropii wlasciwej (odksztatcenie mikroskopowe).
W ogélnosci moga wystepowaé rowniez inne mody energii sprezystej np. w
mieszaninach — zmiana stezen.

Poniewaz rozwazamy przeptyw w grawitacyjnym polu cigzenia, dodatkowo
nalezy bra¢ pod uwage energie ciazenia, ktorej siedliskiem nie jest sub-
stancja, lecz blizej nieokreslony nosnik pola ciezkosci. Innym waznym ele-
mentem bilansowanej energii jest bilans energii zwigzanej, kt6ry ma miejsce,
gdy czynnik pobiera i przeistacza energie cieplng. Kazde pobierania i przeis-
taczanie ciepla (energii na sposob ciepta) odbywa sie z zyskiem dla energii
zwiazanej. Zaktadamy, iz suma wszystkich bilanséw energii (kinetycznej,
wewnetrznej, ciazenia, zwigzanej) przedstawionych w formie zachowawczej,
po zsumowaniu réwniez bedzie miata forme zachowawcza. Bilans taki nazy-
wa¢ bedziemy bilansem energii calkowitej lub krétko bilansem energii®®.

Literatura dotyczaca lokalnego bilansu energii i jego zwigzku z Pier-
wsza Zasada termodynamiki jest obfita i tatwo dostepna. Wzorujemy sig
tu na nastepujacych monografiach: J. RUTKOWSKI [314], S. WISNIEWSKI
[430],[429], J. SzARGUT [360],[364], B. STEFANOWSKI [341], S. SIENIUTYCZ
[328], S. OCHEDUSZKO [253], J. MIKIELEWICZ [226], J. MADEJSKI [197],

38W wyprowadzeniu réwnan energii wzorujemy sie na pracy J. RUTKOWSKIEGO, Pod-
stawy Bilansowania Masy, Pedu i Energii, Wyd. P. Warsz. 1976, w ktérej koncepcja
zsumowania wszystkich form energii zostala zaproponowana i uzasadniona. Dodajmy, ze
praca prof. Rutkowskiego jest réwniez pionierskim, na skale europejska, opracowaniem
referencjalnego opisu Maxwella. Referencjalny opis kontinuum z roku na rok nabiera
znaczenia i zaczyna pojawiaé sie¢ nie tylko w analitycznych opracowaniach, ale w prak-
tycznych obliczeniach ukltadéw zawierajacych sprzezenie typu CFD + CSD. Punkt wyjs-
ciowy naszej pracy nie rézni sie od wyjsciowego zalozenia Rutkowskiego i zaklada brak
zrodet w bilansie energii calkowitej. Przypomnijmy, ze Rutkowski definiuje wymiane ene-
rgii jako zmiane zapasu energii poprzez strumienie natomiast przemiane energii jako zmi-
ane energii poprzez zréodla. Uwaza on, ze ,poszczegblne rodzaje energii musza tworzyé
zbidr wielkoéci wzajemnie przeksztatcanych”. Dlatego, w odniesieniu do energii catkowitej
suma wszystkich czlonéw przemiany musi byé réwna zeru (s, = 0), a zmiana zawartosci
energii moze polegaé jedynie na wymianie (wklady strumieni). W my$l takiego zaloze-
nia bilans energii calkowitej winien zawiera¢ jedynie pochodne substancjalne okreslajace
zmiane zasobu oraz rozbieznodci strumieni (wymiana). W niniejszej pracy przyjmujemy,
ze energia dysypowana podlega przemianie energii w jaka$ inng forme energii stad nie
musi explicite wystepowaé¢ w bilansie energii. Pewna réznica jest to, ze rozpatrujemy
tutaj nie trzy (energia kinetyczna, wewnetrzna, ciazenia) ale cztery typy bilanséw ene-
rgii (energia kinetyczna, wewnetrzna, zwigzana, cigzenia). Ta réznica bierze sie stad iz
nie dopuszczamy do wystepowania dyfuzyjnej wymiany niesubstancjonalnej w réwnaniu
bilansu energii wewnetrznej, bowiem bilans energii wewnetrznej zakladamy w postaci za-
proponowanej przez Rankine’a i Gibbsa. Uwazamy rowniez, iz siedliskiem energii cigzenia
jest blizej nie sprecyzowane ,pole”. Uwazamy réwniez, ze cieplo jest wielkoscig dajaca
sie magazynowacé sprezyécie, stad nie potrzeba zakladaé, iz ,,przechodzi ono od wymiany
bezposrednio do przemiany”. Wynikiem tego zalozenia jest r6wnanie energii zwigzanej
zaproponowane przez W. Natansona (1890).
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R. DoMARsKI [70], T. CHMIELNIAK [42]-[44].

Status bilansu energii, z uwagi na wieloaspektowos¢ konwersji energii z
jednych form w inne, nie do konca jest klarowny. Przyktadowo wsrod dwéch
gtownych postaci energii jakimi sg: energia wewnetrzna catkowicie sprezyscie
odwracalna) i energia dysypowa Raylegha (catkowicie nieodwracalna) tylko
ta pierwsza posiada wtasny bilans. Ten niejasny status podkreslaja rowniez
metody wariacyjne termomechaniki, ktére wykorzystuja w sposob jawny en-
ergie dysypowana Raylegha.

Nie do konca znany jest wltasciwy numeryczny sposéb wykorzystania
rOwnania energii — wprawdzie w wiekszosci przypadkéw z réwnania energii
okresla si¢ pole temperatury, jednak czasami (np. w aeroakustyce) réwnanie
energii ma role podrzedna réwnania defniujacego zaleznosci miedzy gtownymi
strumieniami.

Zaproponowany przez Natansona podzial paradygmatow myslenia na me-
chanicyzm (od réwnania bilansu pedu) i energetyzm (od réwnania bilansu
energii) nie zawsze jest uznawany przez mechanikow. Prébuja oni mianowicie,
odmowié bilansowi energii odrebnego statusu i przedstawiaja bilanse energii
jako automatycznie spetnione tozsamosci w opisie ruchu zwanego cieptem.

Bilans energii kinetycznej

39 Pomno6zmy skalarnie bilans pedu (U.43) przez wektor predkosci o

a > — —C .
{& <p v)—i— div (,017@17—1—]) I) =div 7 —|—pb} - . (U.77)
Poniewaz
d 0
Z2=9o(Zi) @ .
i (8tv> U (U.78)
oraz
(div ?C> 7= div (‘?c 5) _ 7 grad 7, (U.79)

39Pojecie pedu samo w sobie nie wystarcza do scharakteryzowania w pelni ruchu. Ilogé
pracy potrzebna do zatrzymania ciala jest wielkoscia skalarna, ktéra jest przejawem ene-
rgii ruchu zwana energia kinetyczna. Niedlugo po odkryciu przez Newtona praw ruchu,
LEIBNITZ (1695) zdefiniowal site zywa — viv viva jako iloczyn masy i kwadratu wektora
predkosci. Pézniej T. YOUNG w 1802 zdefiniowal energie kinetyczng jako potowa wis
viva. Szczegdlna postaé bilansu energii kinetycznej znano jako zachowanie energii podczas
zderzen dwéch i wiecej cial (GASSENDI 1630). Bilans energii kinetycznej dla cial szty-
wnych zaproponowal LAGRANGE (1808) i Poisson (1809). Bilans energii kinetycznej dla
kontinuum Cauchy’ego zaproponowal UMov(1878), dla kontinuum Cosseratéw — COSSER-
ATOWIE (1896), Appel (1903).
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to po przeksztatceniach otrzymujemy:

a 172 /172 —C —C —
g (p?)—l—div (p717+p17) = div (7’ 17>—|—{— T -grad v+ ppov +pb-“v}.

(U.80)
Jest to bilans energii kinetycznej w postaci zachowawczej. Podczas mnoze-
nia (U.77) wykorzystano relacje (U.24) oraz informacje iz objetosé whasciwa
v [m3 /kg] jest odwrotnoscia gestosci:

(p ?) cgrad ¥ =pdivi = ppv, v=p " (U.81)

Roéwnanie (U.80) méwi, ze na zmiane w czasie energii kinetycznej odnie-
sionej do jednostki objetosci: d; (1/2 pv?) sktada sig: konwekcyjne przenosze-
nie energii kinetycznej poprzez substancje przeptywajaca przez granice ob-
jetosci: div [(1/2p¥?) ¥], praca ci$nienia dzialajacego na powierzchni¢ obje-
tosci odniesiona do jednostki objetosci i czasu: div (p¥), praca sit lepkosci

—C —

odniesiona do jednostki objetosci i czasu: div [7‘ v| , oraz praca sit ma-
sowych odniesiona do jednostki objetosci i czasu: (pg - U). Ponadto, czes$¢
energii kinetycznej przeksztalca sie sprezyscie (odwracalnie) w energie we-

«—C «—C <«

wnetrzna pdivd = ppdv/dt a cze$¢ nieodwracalnie: 7 -grad? =T - (,
czyli ulega dyssypacji.

Bilans energii cigzenia

Zauwazmy, iz bilans energii potencjalnej ciazenia I' = zg w przypadku
dziatania zachowawczych sit masowych, 9,b = 0, ma postac:

0 : _ T oo
5 (pI') + div (pI'Y) = —pb - U, (U.82)
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gdzie pI'¥7 jest gestoscig konwekeyjnego strumienia energii cigzenia®®, zag pl; U

praca sit masowych odniesiona do jednostki objetosci i czasu (moc sit ma-
sowych). Powyzsze réwnanie pozwala na eliminacje pracy sit masowych z
rownania energii. Czton Zrodtowy odpowiada za konwersje energii ciazenia
w energie kinetyczna (U.80) i jest szczegdlnie wazny w sitowniach wodnych.

Bilans energii zwigzanej

4 Postulujemy, za Natansonem (1890) bilans energii zwiazanej w postaci:

d .
T Py = div Js + pos | , (U.83)

-

w ktorym: T — temperatura absolutna, s — entropia wtasciwa ptynu, J, —
dyfuzyjny strumien entropii, o5 — zZrédta produkeji entropii pochodzace np.
wskutek spalania lub innej reakcji egzo — lub endotermicznej. Réwnanie to

4OPojecie energii potencjalnej ciazenia pojawia sie w pracach JANA BERNOULLIEGO
(1760) w jego ,zasadzie zachowania sil zywych i ukrytych”. LAGRANGE w swojej
»Mecanique Analytique” (1788) zasade Bernoulliego okresla jako T+V = const, gdzie
T- semi-vis-viva, V-funkcja potencjalu. CARNOT (1803) nazywa potencjal V' force vive
latente” (ukryta sila zywa). J.W. RANKINE (1855) nazywa ja energia potencjalna.
Konwersja energii kinetycznej w potencjalna obserwowana jest podczas rzutu pionowego
ciala w polu sily cigzenia ziemskiego. Jesli siedliskiem energii kinetycznej jest cialo o
masie m to nie wiadomo gdzie miesci sie energia potencjalna sil cigzenia. Mozemy ilo$-
ciowo opisa¢ efekty grawitacji, lecz tak naprawde jej nie rozumiemy. Rzeczy umieszczone
w polu sity grawitacji zaczynaja sie porusza¢ mimo, ze nie widaé¢ czegokolwiek co by je
popychalto. To czysta magia” — tak okresla sytuacje B.K. RIDLEY (Time, Space and
Things, 1978).

4 Bilans energii zwiazanej i bilans energii wewnetrznej w literaturze i nauce fran-
cuskiej 19-go wieku i czedciowo wieku dwudziestego nazywane byly drugim i pierwszym
prawem Carnota. (energia zwigzana nazywana jest przez Carnota —  kalorykiem”).
Up6r Francuzoéw przy swoim Carnocie jest poniekad stuszny, bowiem prawa te wygloszone
wprawdzie tylko stownie majg do dzi§ prawdziwa postacé:

e suma zmian energii wewnetrznej czynnika roboczego w pelnym cyklu
jest réwna zeru (I prawo Carnota)

e suma zmian energii zwigzanej (kaloryka) w pelnym cyklu jest réwna zeru
(IT prawo Carnota).

Pojecie cieplik (kaloryk) jest réwniez uzywane w pisSmiennictwie polskim. Pojecie ,cieplik”
uzywane bylo w odniesieniu do energii cieplnej zawartej w entalpii. Pojecie to pojawia sie
w pracach Czestawa Witoszynskiego publikowanych w latach 1900-1905 w Lwowskim Cza-
sopismie Technicznym. W tych pracach widoczny jest wptyw Christleina, Fluegla, Stodoli,
Browna i Boveri’ego. Nazwe ,cieplik” stosuja réwniez CHRZANOWSKI [56], STEFANOWSKI
[342], SZAWLOWSKI [367], SZEWALSKI [371].
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przedstawiamy jako:

pTs = TdivJ, + pTo,, (U.84)

zas

Tdiv J, = div (Tf) —gradT - J.. (U.85)

Bilans energii wewnetrznej

42 Energia wewnetrzna u  [J/kg] czy tez objetoéciowa gesto$¢ energii
pu [J/m?] jest forma energii sprezystej (odwracalnej) niesionej przez sub-
stancje. Zawiera ona energie kinetyczng wszystkich mozliwych form ruchu
molekularnego ukrytych dla poziomu fenomenologicznego. Jesli ptyn nie
podlega dysocjacji ani jonizacji to jego energia wewnetrzna sktada sie na ogot
z trzech ruchéw molekularnych: postepowego, rotacyjnego oraz drgajacego.
Te formy ruchu konwertujg w prace, ciepto, energie chemiczna, etc..

Pierwowzorem réwnania bilansu energii wewnetrznej w postaci integral-
nej w czasie i przestrzeni jest Pierwsze Réwnanie Termodynamiki Carnota®?
stwierdzajaca, ze energia wewnetrzna czynnika roboczego po przejsciu przez
zmiany w cyklu przemian w obiegu urzadzenia przeptywowego nie ulega
zmianie

Kluczowym dla bilansu energii catkowitej jest bilans energii wewnetrznej,
niesiony przez jeden kilogram substancji. Zatozymy, iz ten bilans ma postaé
réownania Gibbsa (1876)%:

—

pu = p% (u) = 0 (pu)+div (puv) = p (—po + T'$), (U.86)

42Pojecie energii wewnetrznej zostalo wprowadzone przez J Rankine’a (1840) w pracy
W.J.RANKINE, On the general law of the transformation of energy, Phil. Mag. 5, 106-117
(1853).

43S, CARNOT, Reflextions sur la Puissance Motrice du Feu et sur les Machines Propres
a Developper cett Puissance, Ann Ecole Norm.2, 393-457 (1824)

44W uzupemieniu U2.3. bedziemy przedstawiaé rézne formy energii wewnetrznej zwane
ogoélnie ,kalorycznymi réwnaniami stanu”. Najpopularniejszym réwnaniem kalorycznym
plynu doskonatego jest u = ¢, T.

45J. GiBBS, On the equilibrium of heterogeneous substances, Trans. Conn. Acad. Arts
Sci. 3, 108-248, 343-534, (1875/1877). Nie powolujemy sie tu na konkretny wzér, bowiem
réwnania typu:

de = 0dn — pdv + podms  (plyn)

de = 0dn + I adzi a/p + padm, (cialo stale)

spotykamy wielokrotnie w pracy Gibbsa. Wyjasnienie oznaczen Gibbsa mozna znalezé
w Uzupelnieniu U2.13. Niestety, w zadnej z prac cytowanej w bibliografii [1] - [456] nie
znaleziono $ladu kontynuacji tego podejécia.
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gdzie u = u (v, s) jest energiag wewnetrzng wlasciwa’®. Bilans ten ma podsta-
wowe znaczenie, gdy rozwazamy przemiany odwracalne, bowiem, w przy-
padku pomijania dyssypacji energii wywotywanej nieodwracalnymi zjawiskami,
bilans energii catkowitej mozna uproscic tylko do rownania energii wewnetrznej
i odpowiadajacej mu diagraméw p — v (pracy kompensowanej) i T'— s (ciepta
kompensowanego).”

Sumaryczne Bilanse Energii

7 fenomenologicznego punktu widzenia materia kontinuum ptynnego jest
siedliskiem energii tacznej (catkowitej) stanowiacej zesp6t czterech powyzej
wymienionych rodzajéw energii a mianowicie;

e energii kinetycznej

e energii cigzenia

e energii wewnetrznej

e energii zwigzanej
7 uwagi na typ procesu przemiany energii, energie te mozemy sktadaé¢ z
soba w dowolny sposob, w zaleznosci od tego, jaka forma konwersji energii
dominuje w przeptywie. Zakladamy, zgodnie z obserwowang w przyrodzie
zasadg moéwiacag o nie powstawaniu energii z niczego, ze catkowita produkcja

energii pozostaje réwna zeru, mimo iz jej wymiana (poprzez strumienie) z
otoczeniem odbywa si¢ réznymi sposobami.

46W roku 1873 J. Gibbs w oparciu o rezultaty eksperymentéw T. Andrewsa podal
réwnanie stanu w postaci u (s, v) dla dwutlenku wegla w stanie gazowym, cieklym i stalym.
Postaé¢ ta zaproponowana byla przez Jamesa Thomsona (1871) (starszego brata Lorda
Kelvina).

4TW réwnaniu (U.86) uzyto tozsamodci, ktéra niezaleznie od tego czy pewna wielko$é
jest skalarem, wektorem lub tensorem np: ad@ = o€, a= o; ;U ® €; mozna pokazaé ze
zachodzi (J. BADUR,B. H. SuN, Remarks on the structure of evolution equation, Appl.
Math. Mech.16, 747-7574, (1995)):

d 5] : o
P o (par) + div (pad) ;

ClH 0 5 . 5 L d<—>_a — . A
pia—a(pa)—l—dlv(pa@)v).p% a—a(pOZ)—Fle(pa@’U).
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Bilans energii mechanicznej

Powstaje on ze zlozenia bilansu energii kinetycznej (U.80) i energii ciaze-
nia (U.82). Zlozenie tych dwdch bilanséw nie jest przypadkowe, bowiem ener-
gia cigzenia moze podlegaé¢ konwersji (poprzez czton pl; -¥) jedynie z energia
kinetyczna. Tego typu konwersja ma podstawowe znaczenie w turbinach
wodnych, w ktérych praca otrzymana jest w dwoch etapach; najpierw en-
ergia ciazenia wody znajdujacej sie 5-700 m nad turbina, zamienia sie¢ w
energie kinetyczng, ktéra nastepnie zostaje przekazana ruchomym $ciankom
wirnika. Tego typu konwersja jest konwersja odwracalng i polega na pracy
sity ciezkosci pg -v. Laczny bilans energii kinetycznej (U.80) i energii ciazenia
(U.82) nazywamy bilansem energii mechanicznej:

0 72 ) 7? . . [oc )\ oc . ,
e (p7 + pF) +div (p (7 + F) v) = div (7’ v) — 7 -grad v+pp 0.

(U.87)
Czton pp v oznacza odwracalng konwersje energii kinetycznej w energie we-
wnetrzng zas czton 7 -.grad U nieodwracalng konwersje energii kinetycznej
w energie cieplng.

Bilans energii cieplnej

Powstaje on ze ztozenia bilansu energii wewnetrznej (sprezystej) (U.86)
z energig zwiazang (U.84). Ten bilans ma podstawowe znaczenie dla usunie-
cia entropii wlasciwej z procedury bilansowania energii, bowiem bilans energii
wewnetrznej w formie integralnej w przestrzeni i lokalnej w czasie przyj-
muje posta¢ ,drugiego rownania termodynamiki’: T'ds = dq, co pozwala
wprowadzi¢ do bilansu ciepto przemiany zamiast zmiennej ktora jest entropia
wlasciwa. Bilans energii wewnetrznej (U.86) ma podstawowe znaczenie w
procesie projektowania i obliczania obiegéw cieplnych w formie integralnej,
bowiem doskonale opisuje przemiany odwracalne uktadéw przeptywowych
oraz ma dobra wizualizacje na diagramie pracy (p — v) i ciepta (T — s).

Przypomnijmy, ze oba bilanse (U.86) i (U.84), maja postaé¢ bardziej
zwigzang z opisem Lagrange’a (w ktérym $ledzimy 1 kg substancji przeptly-
wajacy pomiedzy wlotem i wylotem) niz opisem Eulera (w ktérym dokonu-
jemy chwilowego bilansu wzgledem obserwatora jednocze$nie dokonujacych
bilanséw na wlocie i wylocie). W przypadku bilansu energii wewnetrznej
uzycie pochodnych substancjonalnych, czyli Lagrange’owskich jest zasadne,
bowiem rozpatrujemy zmiany w kilogramie masy poruszajacym sie z pred-
koscig ptynu. Takie podejscie wspétgra réwniez z drugim (U.84), integralnym
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bilansem energii zwigzanej, zwanym réwnaniem Carnota-Clausiusa, w wersji
integralnej w przestrzeni, w ktorym rozpatruje si¢ zagadnienie przejmowania
ciepta 1 kg masy w ruchu. Przypomnijmy, ze réwnanie Carnota-Clausiusa®
mowi, ze ciepto pobrane do jednostki masy ptynu wywoluje nastepujace
przemiany: zmian¢ energii wewnetrznej, prace przemiany i ciepto stracone

0q = du — pdv + dqs, (U.88)
co przy pomocy pochodnej substancjalnej wyrazamy jako:
q=1u—pv+ qstr- (U89)

Wyraz @ oznacza szybkosé zmiany energii wewnetrznej 1 kg (czyli wlasciwej)
poruszajacego si¢ ptynu, ¢ — szybkos¢ doptywu ciepta do powierzchni 1 kg
ptynu od innych, otaczajacych go mas (w podejsciu integralnym od Scianek
diabatycznych), pv predkosé pracy wewnetrznej oraz qg, szybko$¢ ciepla tra-
conego w wyniku nicodwracalnej konwersji pracy tarcia [y, w ciepto. O ile
wielko$¢ Iy, ma duze znaczenie w bilansie energii mechanicznej, bo powoduje
albo straty cisnienia albo straty energii kinetycznej to ¢, ma niewielki wptyw
(za wyjatkiem kilku urzadzen) na wzrost temperatury ptynu.

Ztozenie rownania (U.86) i (U.84) prowadzi do nastepujacego bilansu ene-
rgii cieplne;j:

piv = p(—po +T's)

+ pTSZTdiVj;+TUS

[pu — p(—pi +T&) — pTé + Tdiv J, + To,) .

Poniewaz o, = (?C -.grad ¥ + J, - grad T> oraz J,T = q° to ostatecznie

uzyskujemy:

pt = div (7°)+ T -grad ¥ — ppo. (U.90)

Jest to bilans energii cieplnej. Wystepuja w nim dwa cztony konwersji
energii wewnetrznej u z energia kinetyczna: pierwszy, w ktorym konwersja

C —

.. . , . —C — —
energii zachodzi w sposéb nieodwracalny ( 7 -gradv =7 - ) oraz na kon-

wersji w sposob sprezysty (pv).1?

48 Jest ono wyprowadzone w Uzupetnieniu U1.10
4YRoéwnanie (U.90) w tej postaci ale z wykorzystaniem strumienia pedu Cauchy’ego
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Bilans energii catkowitej

Mozemy taki bilans uzyska¢ albo poprzez zsumowanie wszystkich czterech
bilansow czastkowych albo poprzez zsumowanie bilansu energii mechanicznej
(U.87) i bilansu energii cieplnej (U.90).

Nalezy pamietaé, ze bilans energii catkowitej ,ukrywa” charakter kon-
wersji, jaka zachodzi pomiedzy energia mechaniczng i cieplna jak réowniez
pomiedzy wszystkimi innymi formami energii. Stad tez w niektorych urzadzeni-
ach przeptywowych wygodniej jest stosowac nie sumaryczny, lecz czastkowy
bilans energii. Itak w urzadzeniach typu: turbina wodna, pompa hydrauliczna,
w ktorych to urzadzeniach zachodzi odwracalna konwersja

{energia cigzenia} < {energia kinetyczna },

podstawowa role odgrywa bilans energii mechanicznej (U.87). W urzadzeni-
ach typu silnik cieplny, wentylator, sprezarka, gdzie zachodzi gtéwnie odwra-
calna konwersja energii

{energia wewnetrzna} < {energia kinetyczna},

podstawowa role odgrywa zarowno bilans energii cieplnej jak i bilans energii
mechaniczne;j.

Sumaryczny bilans energii otrzymujemy w nastepujacy sposéb: sumujemy
rownania energii kinetycznej, cigzenia, energii zwigzanej i energii
wewnetrznej odpowiednio stronami. Wszystkie te rownania maja postac
zachowawcza, stad tez wynik sumowania ma postaé¢ zachowawcza.

Zauwazmy iz szereg czlonéw upraszcza sie. W réw. (U.86) wystepuje
czton —ppv a w réwnaniu (U.80) czton ppv. W réw. (U.86) czton (pT'$) , a

w row. (U.84) (—pT'$). Skraca sie réwniez czton (pl; 17) w réw. (U.80) i

>

T=—p ? + 7 wyprowadzil i dokonal dyskusji C. Neumann, ma ono nastepujaca postac:

d > >
pd—t: —divi+ T - d (U.91)

C. NEUMANN, Ueber die Bewegung der Wérme in compressiblen oder auch incompress-
iblen Flissigheiten, Ber. Verh. Ges. Wiss. Leipzig, t46, 1-24, (1894). Specjalne przy-
padki nielepkiego i niedcisliwego ptynu omawial FOURIER [1833, eq.(3)] i male ruchy ptynu
lepkiego R. KIRCHHOFF [1868, §1].
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czton (—pl;- 17) w row. (U.82). Ostatecznie otrzymujemy:

9 u—|—6—2—|—z +di u—|—17—2—|—]2+z U] =
ot |” o T VP 9 T, T

—C

= div <J;T—i— . 17) — (7’ ~g1r8udjS - grad T) + plos.

(U.92)

Podstawiamy za zerowe zZrodta energii

pSe = —D + po, = — (?C grad U + J. - gradT) + pTo, =0, (U.93)

gdzie D = (?c .erad 7 + J, - grad T) [W/m?] jest objetosciows gestoscia ene-
rgii dysypowanej Rayleigha.

Korzystajac z domkniecia zaproponowanego™ przez Clausiusa (1854) i
Jaumanna (1911), taczacego catkowity strumien ciepla ze strumieniem
entropii fsT = ¢, mamy ostatecznie nastepujacg zachowawcza postaé bi-
lansu energii catkowite;j:

0 v? , vr p . o (e O
—lplut+—+zg )| +div |plut+—=—+=+2g9| v :d1v<q—|—7' v).
ot 2 2 p

Catkowa posta¢ bilansu energii jest nastepujaca:

J§1 g o (v 5 o) v
+g§f{ (u+——|—];+zg) ]-ﬁdA: (U.95)
—@( ‘T U)-fidA.

Powyzsza posta¢ bilansu energii catkowitej ma dwie wazne cechy:

e Jest to posta¢ zachowawcza preferowana przez MOS i MES.

50R.CLAUSIUS, Uber eine veriinderte Form des zweiten Hauptsatzes der mechanischen
Warmetheorie, Ann. Physik 93, 481-506, 1854

G. JAUMANN, Geschlossenes System physikalischer und chemischer Differential gesetze,
Sitzsber. Akad. Wiss. Wien (I1a), 120, 385-530, 1911,
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e Jest to postaé¢ spojna z integralnym bilansem energii 0D. Spojnosé ta
wynika nie tylko z podobienstwa sktadowych strumienia konwekcyjnego
w sformutowaniach 3D i 0D, ale z obecnos$ci strat energii w postaci ene-
rgii dysypowanej Rayleigha, zwiazanej ze stratami energii okreslonymi
w modelu 0D formuta:

AE,, = ﬂ Dav  [J/s]. (U.96)
\%

W ten sposob zdefiniowane straty energii zawierajg nie tylko straty na wskutek
tarcia lepkiego, ale réwniez straty na skutek przewodzenie ciepta, dyfuzji
sktadnikow, cisnienia lepkiego, etc..

W przypadku przeplywu stacjonarnego postac catkowa przyjmuje forme
wygodna do obliczert inzynierskich (0D). Jesli nazwiemy przez

—2

: 0

zc:u+z—)—|——+zg (U.97)
P 2

entalpie catkowita (patrz réwnanie (U.62) wystepujaca jako suma energii
wewnetrznej, przettaczania |, kinetycznej i cigzenia to réwnanie (U.95)
przyjmie postac:

ff (i iaa = ff (74 75 -7 aa, (U.98)

ktora czytamy jako: Catkowita wymiana energii za pomocg: strumienia kon-
wekcyjnego 1 sprezystego (picU), strumienia mechanicznego (?C U), stru-
mienia cieplnego (q¢) zachodzgca na powierzchniach bocznych elementarnej
objetosci AV jest rowna zeru.

Inaczej méwiac, wymiana energii catkowitej (lacznej) musi byé¢ skom-
pensowana. Z braku zrédet i warunku stacjonarnosci wynika, iz strumien
energii wptywajacej musi sie rownacé strumieniowi energii wyptywa-
jacej. Proporcje miedzy poszczegdlnymi rodzajami energii, ktore na jednej
powierzchni sa doprowadzane a na innej odprowadzane nie musza by¢ za-
chowane, poniewaz wewnatrz objetosci kontrolnej moga zachodzi¢ zaréwno
odwracalne jak i nieodwracalne konwersje jednych form energii w inne.

Objetos$¢ kontrolna — pomysélana wewnatrz kanatu, daleko do Scianek, na
catej swej powierzchni posiada strumienie, poprzez ktore zachodzi konwek-
cyjna i niesubstancjalna wymiana energii z innymi sasiadujacymi objetos-
ciami. Niektére z objetosci kontrolnych stykaé sie beda z wlotem a inne
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z wylotem urzadzenia przeptywowego, pewne objetosci beda stykac si¢ z
grzanymi Sciankami, na ktorych zadany jest strumien ciepta ¢¢ a niektore z
ruchomymi $ciankami, na ktérych istnieje zadany strumien energii mechan-

icznej (?17) = (—p ?—f— ?c) v. Wobec tego nasza elementarna objetosé
kontrolna dV jest pierwowzorem calego urzadzenia przepltywowego,
w ktérym istnieja $cianki grzane (diabatyczne) i $cianki ruchome (diavity-
czne).

Réwnanie (U.95) lub (U.98) bedzie punktem wyjscia réwniez dla duzej
objetosci kontrolnej zawierajacej catg maszyng przeptywowa w ktorej na
powierzchniach wlotu i wylotu zadane sa strumienie konwekcyjno-sprezyste
pi.U, za$ na innych, z uwagi na zerowa predkosé, sa rowne zeru. Na powierzch-
niach wlotu i wylotu zwykle pomija sie do$¢ male strumienie ¢° i <?C> .
Najczesciej urzadzenie posiada sztywng zaizolowana obudowe o powierzchni
Awa, na ktérej nie nastepuje przekazywanie ani ciepta ani pracy.®* Sa to
Scianki adiabatyczne (heatless) oraz Scianki nieruchome (workless). Urzadze-
nie posiada réwniez Scianki o powierzchni A,, na ktérej przekazywane jest
cieplo oraz Scianki ruchome A, (diavityczne), na ktorych przekazywana jest
energia kinetyczna.

Postaé¢ numeryczna bilansu energii

Numeryczna TermoMechanika Plynow uzywa bilansu energii catkowitej
bedacej suma bilansu energii kinetycznej, wewnetrznej i zwiazanej.
Oznacza to, iz praca sit cigzenia pg - U nie jest wyrazona poprzez potencjat
ciazenia I' i pozostaje jako zrédlo energii. Sumujac (U.80), (U.84) i (U.86)
otrzymujemy:

9, (pe) + div [p (e + 7/—3) 5} — div (qﬂ 7 U) +pb - 7, (U.99)

gdzie energia catkowita wlasciwa e = u +1/20%  [J/kg] .
Roéwnanie bilansu energii w uktadzie wirujacym z predkoscia katowa Q)
wymaga, aby do silty masowej b wystepujacej w (U.99) dodaé fikcyjne sity

5INie dotyczy to radiacji przed ktéra nie da sie ostonié §cianek wewnetrznych stad
radiacyjna wymiana ciepta odbywa sie na calej powierzchni objetosci kontrolnej, poprzez
wszystkie powierzchnie, réwniez powierzchnie wlotu i wylotu. Przypominamy, iz z punktu
widzenia radiacyjnego transportu ciepla powierzchnie dzielg sie tylko na powierzchnie

wczarne” szare” i ,biale”.
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unoszenia okreslone przez (U.69). Wtedy
pb-T = p [—grad (zg) — 2Q x @ + grad I, - 0, (U.100)

a wtedy, zauwazajac dodatkowo, ze przyspieszenie Coriolisa nie wykonuje
pracy w uktadzie wirujagcym O x u7> -w = 0, oraz wykorzystujac relacje

+uT2+ J2+p 5
U+ —+z29g— —+=|d| =
P o Ty,

— div (cfwr 7¢ w) .

typu (U.82) mamy:

w? w2
P u+7+zg—?

9 + div

(U.101)
Wystepujaca tu pod znakiem diwergencji funkcja
w? u2 P
o = — - — 4= U.102
i u+ 5 + zg 5 - ; ( )

nosi nazwe rotaplii catkowitej i jest analogem entalpi catkowitej w przepty-
wie bezwglednym ([45],[113]).

Postaci Szczegdlne

We wspéhrzednych kartezjaniskich bilans energii catkowitej (U.95) ma

postac:
9 L2 2 I +
o P\ T T T [P\ T, TR
—l—2 u—l—U—z—l—]—?—l—z v —1—2 u+g—2—|—£+z w| =
dy P 2 p I 9. |° 2 p g N

:g(qc—l-T Ut TS v+ Tow) + = (¢ + T u+ To,u 4 Tow) +
x TT Ty Tz Y yx vy yz

ox dy
a C C (& C
—1—5 (qz + T U+ TV + Tzzw) .
(U.103)
Szczegdlne postaci bilansu energii to:

e stacjonarnosé

—)2 c
div [/) <u n % + Py zg) 17] — div (q%r 7 77) , (U.104)
P
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e plyn nieruchomy — dyfuzyjny przepltyw ciepta

pgu = div (q), (U.105)
ot
e plyn nieruchomy - radiacyjny przeptyw ciepta
0
PRt = div (¢7%) . (U.106)

Postaé niezachowawcza

W literaturze ([30], [81], [96], [143], [197], [253]) stosowana jest nastepu-
jaca niezachowawcza postaé¢ bilansu energii wewnetrznej u, ktéra jest iden-
tyczna z bilansem energii cieplnej (U.90):

d g >
P U= div (¢) + (—p I+ 7') - grad v. (U.107)
Otrzymujemy ja wychodzac z zapostulowanego nastepujacego réwnania ene-

rgii catkowitej e, = u + 1/20% + I':

d

T-ee = Oi(pec) + div(pe.t) = div(J..) (U.108)

p
w ktorym calkowity strumien energii jest zapostulowany w postaci wektora
Umova-Volterry

Jee=G+ 7T T (U.109)
Postaé¢ niezachowawcza (U.107) otrzymamy po odjeciu (nie po zsumowaniu
jak w (U.92)) od wyjsciowego réwnania (U.83) réwnanie energii kinetycznej
(U.80) i energii ciazenia (U.82) przy wykorzystaniu formuly na catkowity
strumien dyfuzyjny (U.109), czyli:

Ou(pw) + div(put) = div (7°) + (=p T+ 7*) - grad @ (U.110)

Pierwszy czton w réw. (U.110) przedstawia zmiane w czasie energii wewnetrznej
odniesionej do jednostki objetosci: 0;(pu), drugi diwergencje gestosci kon-
wekcyjnego strumienia energii wewnetrznej: div(pud), nastepne cztony diw-
ergencje (rozbieznosé) dyfuzyjnego strumienia ciepta: div (¢*), odwracalny
przyrost pracy zmiany objetosci odniesiony do jednostki objetosci i czasu:
(p ?) - grad v = pdiv v, oraz nieodwracalny przyrost energii wewnetrznej

wynikajacy z dysypacji energii kinetycznej na wskutek dziatania strumienia
—C —C

lepkiego odniesiony do jednostki objetosci i czasu: 7 -gradv =7 - 2:
7,;°d;;. W literaturze mozna réwniez spotka¢ réwnanie energii (U.99) ktadzione
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nie na ennergie catkowita pe, a na entalpie catkowity pi. = p <e + %) . Aby
to otrzymaé nalezy dodaé i odjaé¢ od (U.99) pochodna 9;p. Pamietajac, ze
Oyp = Oy (p%) mamy:

+ div

p, 2 .
p u~|——+§+zg vl =
P (U.111)

= i (¢
—at v |q v .

Poniewaz, zgodnie z tym co powiedziano w stopce 52, zachodzi tozsamos¢:

d . g, . ) S
praic = = (pic) + v (pici) p

to (U.111) wyraza sie przy pomocy pochodnej substancjalnej jako:

d P V2 dp ) - =
= 242 = = ¢ cul. 112
P <u+p+2—|—zg> at—irdlv <q—|—7 v) (U.112)

O jeszcze jednym bilansie

Przedstawione w niniejszym uzupehieniu podejscie do wyprowadzenia i
uzasadnienia rownan opisujacych model matematyczny jest zwiezte i prag-
matyczne. Pragniemy, bowiem przedstawi¢ model w sposob tatwo prowadzacy
do algorytmizacji i numerycznej implementacji. 7 tych pragmatycznych
powodéw usuneliSmy z rozwazan jeden wazny bilans dotyczacy wielkosci
fizycznej zwanej entropia i najczesciej oznaczanej litera s [kJ/kgK]. W nu-
merycznej termomechanice zaréwno cial statych jak i cial ptynnych lokalny
bilans entropii w objetosci kontrolnej, odniesiony juz do gestosci objetos-
ciowej (ps) [kJ/m*0K], nie wystepuje w roli réwnania nalezacego do ukladu
réwnan opisujacych (U9). Przyczyne tego stanu rzeczy nalezy doszukiwaé
sie¢ w fakcie, iz, jak dotychczas, entropia wewnetrzna nie jest wielkoscig

fizycznie mierzalng bowiem nie skonstruowano jeszcze entropomierza 2.

52Pewna dyskusje o mozliwoéci pomiaru entropii resztkowej (nieodwracalnej) w de-
formowanym ciele stalym podlegajacym przejsciom fazowym austenit-martenzyt, mozna
znalez¢ w pracach : J. BADUR, T. BRECZKO, Modelling of the martensitic transforma-
tion in steels of 18.8 type, Proc of SPAS, vol 4, pp 34-63, Saint-Petersburg, 2000, J.
BADUR, Termodynamika materialéw z pamiecig ksztaltu, Seminarium PTMTS Gdansk,
Opr. Wewn. IMP no 521/2000, str 1-49, 2000.
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Jesli przedstawimy bilans entropii w tej samej formie zachowawczej wtas-
ciwej réwniez dla innych wielkosci fizycznych :

%(w) + div (psﬁ +J ) = div (f> + p(Crever + Tirrever)

to powstaje problem wyrazenia warunkéw brzegowych i poczatkowych na
niemierzalng wielkos¢ s. Wyrazenie warunkéw brzegowych na entropie jest
w sposob posredni mozliwe, gdy znamy cisnienie i temperature — wystarczy
wtedy uzy¢ réwnania stanu s = f(p,T) patrz réow. (U.149).

Trzeba jednak pamietac, iz w momencie, gdy wprowadzamy do gry row-
nanie bilansu entropii, inne réwnanie, mianowicie réwnanie bilansu energii
staje si¢ pewnego rodzaju tozsamoscig -— bowiem nie mozna wyznaczac¢ nieza-
leznie temperatury z réwnania energii i entropii z réwnania bilansu entropii
wiedzac, iz zwiazane sa one réwnaniem stanu typu s = f(p, T) lub typu réw.
(U.149). Stad tez przyjeto sie w praktyce numerycznej pomijaé lokalny bi-
lans entropii w uktadzie rownan opisujacych, a gtéwnym réwnaniem stuza-
cym do wyliczenia pola s (Z,t) lub T (Z, t) jest réwnanie bilansu energii wtas-
ciwej.?

Przyczyna tego stanu rzeczy sa wzgledy praktyczne, pewnego rodzaju
tradycja i tatwos¢ konfrontacji wynikéw modelu z pomiarami temperatury.

Zdarzaja sie jednak pewne szczegblne sytuacje, w ktorych rownanie bi-
lansu entropii wystepuje zamiast rownania energii. Taka sytuacje mamy w
Numerycznej Akustyce Plynow, gdzie entropia wlasciwa i jej bilans nalezg do
grupy réwnan opisujacych. Réwniez, gdy patrzymy na nieco starsze i czasami
pionierskie sformutowania CFD (Numerycznej Termomechaniki Ptynow) to
mozna zauwazy¢, ze nie zawsze temperatura jest podstawowa (tzw. pry-
malng) niewiadoma w réwnaniu energii i czasami w charakterze niewiadome;j
w réwnaniu energii wystepuje albo energia wtasciwa albo entropia wtasciwa.

53W przekonaniu autora winno byé akurat odwrotnie. Podstawowym réwnaniem wyz-
naczajacym temperature winien by¢ bilans entropii za$ bilans energii winien ograniczaé
swa wazno$¢ do tozsamosci wyznaczajacej nieuchronna degradacje energii. O zasadno$ci
takiej opinii $wiadczy prosty eksperyment myslowy. Zalézmy za Kirchhoffem na moment
(lub dluzej), iz entropia i temperatura sa wielkoSciami tensorowymi opisywanymi przez
szes¢ skladowych tensora symetrycznego. W zwiazku, z czym réwnanie stanu miedzy
entropia i temperatura mialoby charakter tensorowy podobny do réwnan miedzy napreze-
niem i odksztalceniem w ciele stalym. Réwniez bilans entropii skladalby sie z sze$ciu
rownan kladzionych na poszczegdlne sktadowe tensora entropii wlasciwej. W plynie, taki
tensor -— podobnie jak ci$nienie -— stawalby sie tensorem kulistym z tylko jedna istotna
sktadowa. Natomiast bilans energii nadal pozostawalby réwnaniem skalarny, bowiem en-
ergia jest skalarem, mimo iz w jej konwersji uczestnicza wielkosci wektorialne i tensorowe.
W takim przypadki nie mozna by bylo obliczy¢ tensora temperatury z jednego réwna-
nia skalarnego energii — wida¢ stad, iz, w ogdlnym przypadku, rola réwnania energii jest
podrzedna.
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Parametry i wielkosci uzyte w powyzszym rownaniu bilansu entropii wyma-
gaja wyjasnien i szerszego wprowadzenia. Trzeba réwniez da¢ odpowiedzi na
liczne pytania typu: dlaczego bilansujemy (w modelu 3D) entropie wlasciwa
skoro poézniej tego bilansu nie wykorzystujemy praktycznie 7. Jakie byty
powody tego, iz wprowadzono taki bilans do termodynamiki oraz czy ten
bilans ma zwiazek z wczesniejsza forma integralna (zerowymiarowa)?. Czy
bilans ten wymyslono dla zjawisk catkowicie odwracalnych, czy, przeciwnie,
dla zjawisk catkowicie nieodwracalnych? Czy bilans entropii moze by¢ zasta-
piony bilansem jakiej$ innej wielkosci fizycznej?.

Autor niniejszego skryptu pragnie da¢ w miare uczciwa, pozbawiong matem-
atycznych rozwazan, odpowiedz na te pytania zadawane kazdego roku przez
nowy rocznik studentéw. Niestety najkrotsza i najprostsza odpowiedz jaka
autor opracowal zawiera sie na 42 stronach Uzupelnienia U2.2.5* By¢
moze jest to zbyt krotka a przez to zbyt uproszczona odpowiedz, totez dal-
sze odpowiedzi na kolejne pytania trzeba uzyska¢ w oparciu o literatur-
owe studia. Prezentacja problemu oparta jest na naturalnej historii poje-
cia entropia i poje¢ towarzyszacych. Punktem wyjscia jest obowiazujace w
dziewietnastym wieku sformutowanie zerowymiarowe bilansu entropii, ktore
dla kanatu ogrzewanego (z jednym wlotem i wylotem) ma nastepujaca postacé
Carnota-Clausiusa:

mis, + @ + 5"1,257,3” = M9 S9
Th o
w ktérym 517296n > 0 jest wcigz dodatnia produkcja entropii. Okazuje
sie, iz réwnanie zerowymiarowe bilansu entropii ma, w przeciwienstwie do

swego trojwymiarowego odpowiednika, wiele interesujacych zastosowan (pa-
trz U2.2).

U.1.3.5 Tabela Zbiorcza i Podsumowanie

W niniejszym uzupetieniu wyktadu pierwszego przedstawiono trzy pod-
stawowe bilanse termomechaniki kontinuum jaki sa bilanse masy, pedu i ene-
rgii. Sg one podstawowe dlatego, iz wykorzystywane sg zar6wno w procesie

54 Przypomina sie tu pewne zdarzenie z zycie Profesora Kestina. Pewnego razu, gdzies
okoto roku 1980-go, zwrdécit sie do Niego utytutowany Prof. Albert Green, wybitny badacz
termodynamiki oérodkow ciaglych, z prosba o najkrotsze, wyjasnienie co termodynamika
klasyczna rozumie przez pojecie entropii. Prof. Kestin chetnie si¢ zgodzil pod warunk-
iem, iz Prof. Green zaméwi sobie hotel na dwa tygodnie i przez caly ten czas bedzie
do dyspozycji wyjasniajacego. Naoczny swiadek dyskusji Kestin-Green, ktéra toczyla
sie w Brown University, profesor Z. Bilicki méwil o codziennym spadku entuzjazmu, z
jakim Green stuchal Kestina az w koncu po czterech dniach ciaglych rozmoéw prof. Green
stwierdzil, iz juz nic nie rozumie i wyjechal do rodzimego Oxfordu.
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Bilans energii
— Kkinetycznej >
(U1.3.75) Bilans energii
—— mechanicznej >
Bilans energii (U1.3.82)
— ciazenia >
(U1.3.77)
\ 4 Bilans energii
CFD |4 — calkowitej
A (U1.3.89)
Bilans energii
| wewnetrznej >
(U1.3.81) Bilans energii
—{ cieplnej >
Bilans energii (U1.3.85)
—| zwigzanej >
(U1.3.79)

Rysunek U.5. Struktura bilanséw energii na poziomie loklnym 3D

numerycznego jak i analitycznego modelowania wszystkich ptynéw roboczych,
niezaleznie od tego czy ptyn ulega przej$ciu fazowemu, zachodzi w nim reakcja
chemiczna, dyfuzja sktadnikéw czy turbulentny transport masy, pedu i ene-
rgii. Ich podstawowos¢ wyraza sie réwniez w ten sposob, iz forma tych row-
nan jest jedna, niezalezna od rodzaju ptynu (kontinuum). Bilanse masy,
pedu i energii sg dobrze znane i wielokrotnie omawiane w literaturze, totez
w podsumowaniu zwracamy uwage na oryginalne elementy opracowane przez
autora:

Po pierwsze Tradycyjna prezentacja rownan bilansu miata zwykle na celu
przygotowanie czytelnika do analitycznego rozwiazywania problemow, stad
tez ukltad materiatu wiekszo$ci podrecznikow polegal na prezentacji od up-
roszczonych szczegbétowych réwnan do réwnan bilansu w postaci podsta-
wowej, wyjSciowej. Poniewaz Numeryczna Termomechanika Ptynéw (CFD)
uzywa tylko jednej najogélniejszej formy réwnan bilansu (patrz Tabela U.2) i
nigdy nie stosuje réwnan uproszczonych, prezentacje rownan bilansu mozna
by byto zakonczyé¢ podajac jednym tchem trzy réwnania (U.21), (U.43) i
(U.99). Aby wykorzysta¢ wiedze czytelnika oparta na paradygmacie od
szczegohu do ogdhu, w niniejszym opracowaniu przyjeto odwrotny kierunek
postepowania — od podstawowe]j wyjsciowej dla CFD formy do szczegdétowych
form uzywanych przez Analityczng Termomechanike Pltynow.
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. Predkosci Wymiana (na powierzchniach ) Produkcja
Bilans Zmiany +
K .
Poprzez Poprzez onwersja
strumienie strumienie
konwekcyjne substancjon-
alne
. o ( v? . v? N G s _ .

Energii — | p—= div [ p—v = div (T v) - (T -grad v) + pU-v
i .| Ot 2 2

metycznej

0 0 -
E ii — (pI" — (pI't = — —pb- U
inergii 5 (L) 5 (PLY) pb -
ciazenia
. 0 0 . .
Energii |~ (pu) | (pud) | = — p(Ts) — p(p0)
. ot ot

wewnetrznej

Energii 0T - = | div (Tf) _7 . grad T + To,
zewenetrznej

— — —Cc o
Gdzie uzyto oznaczen: T=—-p I + 7 , JsT =¢%, ppo =p-dive

Tablica U.2. Tabela zbiorcza réwnan czterech form energii

Po drugie CFD korzysta z zachowawczej postaci rownan bilansu, dlatego
ta postac jest w niniejszym opracowaniu stawiana na pierwszym planie. Pod-
kreslono rowniez jednolitos¢ struktury wszystkich réwnan bilansu, zaréwno
poprzez syntetyczny zapis jak i jednolite nazewnictwo.

Po trzecie Poniewaz CFD nie stosuje zadnych uproszczen w postaciach
rownan bilansu i réwnan kinematycznych a jedynym miejscem gdzie uzytkownik
moze upraszczaé (jesli wie dlaczego) i zaktadaé sa réwnania konstytutywne

i domkniegcia, to bardzo wyraznie wyseparowano element réwnan konstytu-
tywnych (jest opracowany w Uzupehieniu Ul.4). Podkreslono réwniez, iz
bilans pedu w postaci Naviera-Stokesa i bilans energii w postaci Fouriera-
Kirchhoffa nigdy nie sa uzywane w CFD, bowiem CFD, ze swojej natury, nie
korzysta z réwnan opisujacych (Diagram U.2 )

Po czwarte Opracowano i przedstawiono cztery bilanse réznych form ene-
rgii i pokazano sposob sprowadzenia tych czterech form do bilansu energii cal-
kowitej. Takie podejscie ma na celu uzyskanie pelnej tacznosci bilansu energii
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w modelu 3D z Pierwsza Zasada Termodynamiki sformutowang pierwotnie
w jezyku modeli zero-wymiarowych. Taka tacznosé uzyskujemy przechodzac
z sformutowania lokalnego 3D do bilanséw zero-wymiarowych w przestrzeni.
Podobnie, réwnania bilanséw masy i pedu sa podane w formie ktora zezwala
na uzyskanie, po scatkowaniu w objetosci urzadzenia, przejscie od modeli 3D
(CFD) do modeli 0D (CFM). To przejscie pokazano w wyktadzie pierwszym
oraz szczegotowo w Uzupehieniach U1.7, U1.8, U1.10.

Po piate Wprowadzono jednolity zapis obowiazujacy aktualnie w Unii Fu-
ropejskiej. Preferuje on zapis absolutny (bezindeksowy) bowiem zezwala on
na tatwe przejscie do krzywoliniowej siatki dyskretyzacyjnej stosowanej dla
siatek strukturalnych (dopasowanych do ksztattu kanatu, osiowosymetrycznych,
etc.). Dla uzupelnienia, podano postaci réwnan w uktadzie kartezjanskim,
ktory jest wystarczajacy do zastosowan w niestrukturalnych siatkach dyskre-
tyzacyjnych. Wprowadzenie do zapisu absolutnego opartego na rachunku
Gibbsa znajduje sie w Uzupetnieniu U1.11.
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Janusz Badur

Pie¢ wykladéw ze wspodlczesnej termomechaniki
plynéw

(skrypt dla studentéw 1ZK)

U.14

Roéwnania konstytutywne i modelowanie cech fizycznych
oraz domknie¢ plynu roboczego

Gléwne przeszkody — W ktérych miejscach potrzebne sa rownania konstytuty-
wne — Zakres stosowalnosci statych fizycznych — Réwnania opisujace domkniecia — Zakres
prezentacji — Zatozenia — Molekularny strumien pedu — Pierwowzér Newtona — Di-
ada predkosci deformacji — Trojwymiarowy model ptynu Newtona — Lepkosé molekularna
— Ciecz nieécidliwa — Modele nie-Newtonowskie — Plyn Maxwella — Ptyn Kelvina-Voigta
— Turbulentny strumien pedu — Domkniecia na turbulentna lepko$é ptynu — Dom-
kniecia na turbulentny strumien pedu — Standardowy model — Molekularny strumien
ciepta — Przewodzenie molekularne — Model Fouriera — Liczba Prandtla — Turbulentny
strumien ciepta — Turbulentny analog modelu Fouriera — Domkniecia na turbulentny
strumien ciepta — Radiacyjny strumien ciepla — Uproszczony model radiacji P1 —
Roéwnania konstytutywne stanu sprezystego — Sprezysty strumien pedu — Réwnania
stanu — Cztery gtéwne przemiany — Réwnanie Clapeyrona — Réwnanie stanu gazu doskon-
alego — Odwracalne cykle przemian — Eksperymentalny pomiar réwnan stanu — Material
hipersprezysty — Material hyposprezysty — Uklad klasycznych réwnan opisujacych —
Réwnanie Naviera-Stokesa — Réwnanie Fouriera-Kirchhoffa — Kryteria podobienstwa
przeplywdéw — Liczby kryterialne — Odwracalny i nieodwracalny potencjal — Znacze-

nie energii wewnetrznej — Znaczenie funkcji dysypacyjnej Rayleigha.

U.1.4.1 Gléwne Przeszkody

Bedace przedmiotem naszego zainteresowania najpopularniejsze plyny
robocze (woda, powietrze spaliny, oleje) opisywane sa tymi samymi réw-
naniami bilansu (masy, pedu i energii) i tymi samymi réwnaniami kinematy-
cznymi. Miejscem, w ktorym wystepuje odroznienie np. wody od powietrza,
sg réwnania okreslajace ich fizyczne wlasnosci. Rownania te nazywane sg
roOwnaniami konstytutywnymi. 7 matematycznego punktu widzenia réw-
nania konstytutywne sg najczesciej rownaniami algebraicznymi taczacymi
strumienie F z zmiennymi kinematycznymi € (patrz Rys.U.1). Fakt , ze
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najpopularniejsze w praktyce ciala robocze maja identyczne réwnania
bilansu i identyczne réwnania kinematyczne zostal zauwazony przez
tworcow komercyjnych kodéw obliczeniowych CFD i CSD juz stosunkowo
dawno. Postanowili oni budowaé¢ swe narzedzia obliczeniowe w ten sposob,
aby blok réwnan konstytutywnych byl wymienny i tatwo definiowany
od nowa przez uzytkownikéw. Stad tez wiekszosé firm produkujacych pro-
gramy obliczeniowe skupia sie na dyskretyzacji réwnan kinematycznych ( na
siatkach strukturalnych, niestrukturalnych, ruchomych, deformujacych sie,
adaptujacych, etc.) oraz najlepszego calkowania w przestrzeni i w cza-
sie réwnan bilansu pozostawiajac rozwédj réwnan konstytutywnych
uzytkownikom.

Ptyny robocze, grzewcze i chtodnicze, réznigc sie jedynie wlasnosciami
fizycznymi, posiadaja roznag lepkosé, przewodzenie cieplne, rozne state sprezyste
typu wspotezynnik rozszerzalnosci cieplnej, pojemnosé cieplng przy statej ob-
jetosci i stalym cisnieniu, objetosciowy modut sprezystosci, etc. Te wlasnosci
nie odkryto od razu — powstaly one w procesie ksztattowania si¢ wiedzy o
zjawiskach, ktéry wspomagany byt coraz to bardziej doktadnymi metodami
pomiarowymi. Wielkie znaczenie tych, a nie innych wtasnosci bierze sie z
faktu, ze wazne sa tylko te wielkosci, ktore maja potwierdzenie zaréwno
w modelach matematycznych jak i odpowiadajacych im metodach pomi-
arowych 5.

Wyzej wymienione mierzalne wielkosci pojawiaja sie w modelu anality-
cznym w réwnaniach konstytuujacych materiat, nazywanych w skrécie row-
naniami konstytutywnymi. Réwnania te dziela si¢ na:

e réwnania konstytuujace strumien sprezysty JF¢,
e rownania konstytuujace strumien dyfuzyjny F”,

e réwnania konstytuujace zrodla S,

Strumien dyfuzyjny F* dzieli si¢ tradycyjnie na strumien dyfuzyjnosci
molekularnej, radiacyjnej, transpiracji oraz strumieni turbulentny F°.
O ile na poszczegdlne strumienie mozna potozy¢ rownania konstytu-
tywne to turbulentny strumien wymaga domkniec¢, ktére oddaja
charakter procesu turbulencji niezaleznie od tego czy ptynem roboczym
jest woda czy powietrze. Stad, oprocz rownan konstytutywnych konieczne
jest okreslenie:

55Slowo ,odpowiadajacych” uzyto tu nie dla literackiej stylistyki lecz po to, aby
podkresli¢, ze stale modeli trojwymiarowych wymagaja tréjwymiarowych metod pomi-
arowych. Przyktadem stosowania nieodpowiednich metod pomiarowych jest wyznaczanie
wspdblczynnika lepkosci w wiskometrze o objetosci QO[cmg] i pézniejsze stosowanie tej lep-
kosci do objetosci skonczonej lub elementu skoinczonego o wymiarach 20[um3].
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e réwnan domykajgcych na turbulentny strumien F°.

Modelowanie réwnan konstytutywnych i znajdowanie stalych modelu oraz
modelowanie domkni¢¢ i kalibracja statych w modelach domknigé to dwie
najtrudniejsze czeSci Numerycznej Termomechaniki Ptynow. Wymagaja one
ciggtego kontaktu z Eksperymentalng Termomechanika Ptynéw w celu kom-
promisowych uzgodnien: co wlasciwie liczymy i co wlasciwie mierzymy.
Niestety, nie ma takiej ,sity sprawczej”, ktéra by byla w stanie posadzié
do jednego stotu wspoélnych rozméw eksperymentatora i numeryka. Stad
Numeryczng Termomechanike przepetniajg modele z najrozniejszymi nigdy
nie kalibrowanymi statymi fizycznymi. Prawda jest, iz Numeryczna Ter-
momechanika dopuszcza wiele takich modeli, ktore nigdy nie beda skali-
browane i poddane eksperymentalnej weryfikacji z uwagi na ich abstrak-
cyjny charakter nie liczacy sie z pomiarowymi mozliwosciami nawet najlepiej
wyposazonych laboratoriow. Jest karygodnym, aby numerycy nie liczyli sie
z mozliwosciami pomiarowymi i tworzyli wirtualne rzeczywistosci.

7 drugiej za$ strony prawda jest, iz setki tysiecy ton protokotéw pomi-
arowych dokonywanych w abstrakcyjnych warunkach laboratoryjnych, doty-
czacych pomiaru wysublimowanych zjawisk nie wystepujacych w praktyce
maszyn i urzadzen przeptywowych i nie majacych swego odniesienia w mod-
elach numerycznych, nigdy nie bedzie®® wykorzystane do kalibracji statych
konstytutywnych i stalych w domknieciach. Sytuacja jest patowa i z pewnos-
cia najblizsze dziesieé lat jej nie zmieni. Polega ona, przyktadowo, na tym, iz
numeryk pragnac, wykorzysta¢ formuty na lepkos¢ siega do sredniowiecznej
formuty Sutherlanda (1871) pomijajac milczeniem wyniki setki wspolezes-
nych badan eksperymentalnych i vice versa, eksperymentator pragnac uporzad-
kowaé¢ wyniki badan nad lepko$cig siega po wzory ,wytrychy” z siedem-
nastego wieku, ignorujac caly wspotezesny dorobek badaczy zajmujacych sie
modelowaniem zjawisk lepkosci. Jest karygodnym, aby eksperymentatorzy
urabiali surowy materiatl doswiadczenia za pomocg zmurszalych pojec sie-
gajacych rodem 18-go wieku.

Tak wiec, prawdopodobnie, gtéwne przeszkody leza w kompletnym braku

56Stowo nigdy ma wymiar dostosowany do dtugosci zycia cztowieka i w praktyce oznacza
okolo 50 lat. Wiekszos¢ badaczy pisze swe dziela dla przyszloéci i, cytujac ich stowa,
mozna powiedzie¢, ze dopiero za 200-300 lat ludzkos¢ bedzie w stanie zrozumie¢ ich dzieto.
Tymczasem, codzienna praktyka mdwi, ze nie siegamy wstecz do prac starszych niz 5-10
lat. W horyzoncie czasowym prac badawczych, globalizacji i pragmatyzmie tkwi gtéwna
réznica miedzy Europa i Ameryka. Przesztywniala Europa wciaz kazdego dnia tworzy setki
ton opracowan wypelniajacych kilometry kwadratowe pélek bibliotecznych, bowiem dla
Europejskiego badacza wynikiem jego pracy badawczej jest publikacja. W pragmatycznej
Ameryce wynikiem pracy badawczej jest to co inni od niego kupuja — tylko czasem jest to
publikacja.
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organizacji badan naukowych.

W ktérych miejscach potrzebne sa ré6wnania konstytutywne

Zauwazmy, iz w réwnaniach bilansu

{[J %u v+ [[ (F+ 7y adA = ffFaaa+ [[[ sav,  (U113)
4 ov ov Vv

zapisanych dla elementarnej objetosci kontrolnej lub nieco wickszego obszaru
Objetosci Skonczonej (MOS) lub Elementu Skoniczonego (MES), podsta-
wowymi niewiadomymi sg wielkosci sktadajace si¢ na wektor zmiennych
zachowawczych U = {p, pv, pe}.

W trojwymiarowym przypadku, jest to pie¢ niewiadomych dla znalezienia,
ktorych dysponujemy piecioma réwnaniami bilansu. Poniewaz ilo$¢ row-
nan musi sie zgadaé¢ z iloscig niewiadomych, to z matematycznego punktu
widzenia, potrzebne sg rownania konstytuujace strumienie F¢, F" oraz zrodta
S w funkcji niewiadomej U i gradU oraz O,U°".

Roéwnania definiujgce strumienie sprezyste i dyfuzyjne F¢, F* oraz zrodta
S nazywane sg rownaniami konstytutywnymi. Okreslaja one rodzaj sub-
stancji (np. mokre powietrze, sucha para, thusta §mietana, zasiarczone spaliny,
zapowietrzony olej, destylowana woda), z ktérej zbudowane jest nasze kon-
tinuum ptynne. Zadaniem tych réwnan jest zamodelowanie fizycznych cech
rzeczywistego ptynu. Czynimy przy tym milczace zatozenie, ze cechy ptynu
ustalone na gdzie indziej przeprowadzonych eksperymentach beda wtasciwe
dla przeptywu, ktory dopiero obliczamy. Modelujemy rzeczywiste mikroskopowe
cechy fizyczne ptynu w postaci makroskopowych ,wytrychéw modelowych”
typu: lepkosc, state termosprezyste, przewodzenie cieplne, radiacja. Opisanie
rzeczywistych wlasnosci fizycznych ptynéw (czynnikéw roboczych) takich jak:
woda kotlowa o pH = 7, zjonizowane spaliny, przepracowany olej, nier-
afinowana ropa naftowa, zdemineralizowana para wodna, zanieczyszczony
gaz ziemny, zapylone powietrze, jest zbyt trudne i dzi§ jeszcze praktycznie
niemozliwe. Stad, z koniecznosci, uzywa si¢ fenomenologicznych rownan kon-
stytutywnych, ktére sa zgrubnym przyblizeniem fizycznego zachowania
sie ptynu. Tak, wiec rownania konstytutywne moga by¢ Zzrédtem odchylen od
pomierzonej rzeczywistosci i nawet przy Scistym rozwigzaniu rownan bilansu

5TTzw. materialy proste, ktére sa wystarczajace aby wypetni¢é model Continuum
Cauchy’ego nie wymagaja wyzszego rzedu pochodnych. Materialy, dla ktoérych opisa-
nia potrzebne sa drugie pochodne przestrzenne i czasowe nazywamy materiatami drugiego
rzedu (nieproste, stlabo nielokalne, gradientowe) i sg szczegdlnym przypadkiem modeli
nielokalnych w czasie i przestrzeni.
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% zachowawczych 2 brzegowe i poczatkowe
radU,o,,U — .réwnania kinematyczng
g ' jednakowe dla wszystkich

l ptynow

Fe=F*U) — réwnania konstytutywne

okreslajace fizyczne wtasnosci
F'=F"(gradu,oU,U) plynu oraz domkniecia
S=SU) okreslajace proces

l

— réwnania bilansu
o +div(F°+F®*)+divF' +S + warunki brzegowe
1 ‘ + warunki poczatkowe
l na U lub strumienie — F® + F"

S — zrddha zalezne od typu zjawisk
zachodzacych w kontinuum

Rysunek U.6. Diagram Tontiego (1971) okreslajacy pierwotny cykl Termomechaniki Ply-
néow

moga powodowaé odchylki od 5 — 50% w skali integralnej i od 10 — 1000%
w skali lokalnej®®.

58Trzeba pamietaé, ze ten sam pltyn w réznych warunkach przeptywu moze ukazywaé
rézne swe wlasnoéci, np. przewodnictwo cieplne pltynu bedzie stabo zauwazalne w warunk-
ach przeplywu adiabatycznego. Rowniez lepkosé, objawiajaca sie na Sciankach urzadzenia
przeplywowego w warunkach olbrzymich gradientéw i obecnoéci fazy stalej moze by¢ inna
od lepkosci w objetosci, daleko od $écianki. Dzieje sie tak, gdyz faza stala wywoluje op-
eracyjna anizotropi¢ ptynu, ktéra objawia si¢ poprzez kilka wspélczynnikéw lepkosci. W
pracy J .BADUR, M. BANASZKIEWICZ, Kapilarne wlasnosci przeplywéw z odparowaniem
rozpreznym w fenomenologicznym modelu Ginzburga-Landaua, Zesz. Nauk. IMP PAN,
485/1444/97, 1-91, 1997 pokazano, ze anizotropowa warstwa plynu dzielacego dwie r6zne
fazy ma w ogdlnosci 5 roznych wspotczynnikow lepkosci. Obecnosé tych wspélczynnikow,
nawet przy liniowej relacji konstytutywnej zmienia catkowicie wyrazenie na naprezenia
Scinania lepkiego na powierzchni Scianki urzadzenia.
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Zakres Stosowalnosci Statych Fizycznych

Wspotezynniki fizyczne wystepujace w tych rownaniach takie jak wspotezyn-
nik lepkosci molekularnej, wspoétczynnik przewodnictwa cieplnego, wyktad-
nik adiabaty, stata gazowa, izotermiczny modut objetosciowej sprezystosci
okreéla siec w eksperymentach laboratoryjnych. Milczaco zaktada sie® i
wierzy, ze te cechy moga by¢ przeniesione ze skali laboratoryjnej do rzeczy-
wistych warunkéw. Zaktada sie rowniez, iz wspotczynniki okreslajace sprezys-
tos¢ gazu i cieczy, pomierzone w warunkach termodynamicznej rownowagi,
beda dobrze okreslaty sprezystosé rzeczywistego ptynu znajdujacego si¢ daleko
od termodynamicznej rownowagi i poddanego duzym gradientom i efektom
krzyzowym.

Roéwnania opisujace domkniecia

Oproécz réwnan bilansu masy, pedu i energii, istnieja réwniez innego
rodzaju réwnania, ktore sa rownaniami ewolucji zjawisk wewnetrznych ptynu,
umownie nazywanych mikrostruktura ptynu. Sa to takie zjawiska jak: tur-
bulencja, przejscia fazowe, reakcje chemiczne, spalanie. Roéwnania
ewolucji rowniez zapisujemy w postaci zachowawczej stad obok podstawowych
strumieni F°¢ i F¥ pojawiaja sie dodatkowe strumienie sprezyste i dyfuzyjne
zwigzane z ewolucja przemian wewnetrznych ptynu roboczego. Te dodatkowe
strumienie rownan ewolucyjnych réwniez musza by¢ wyrazane poprzez pod-
stawowe niewiadome modelu w proponowanych zaleznosci. Te zaleznosci
nie bedziemy nazywaé juz rownaniami konstytutywnymi, lecz réwnaniami
domkniecia.

Bierze sie to stad, iz wspotezynnikow rownan domknieé nie mozna ustali¢
w eksperymencie tak jak ustala sie state fizyczne materiatu. Przyktad-
owo, nie mozna eksperymentalnie pomierzy¢ statych ptynu odpowiedzialnych
za rozwdéj turbulentnego transportu pedu, bowiem state rownan domknieé
majg niejako operacyjny charakter zwigzany bardziej z charakterem prze-
pltywu niz z cecha fizyczna materiatu. Stad te same state modelu turbulencji
mozna stosowa¢ do powietrza i do wody. Stale w domknieciach okreslamy
poprzez dopasowanie rozwigzania do rzeczywistego przeptywu i nie mozna
ich bezkarnie przenosi¢ do innego rzeczywistego przeptywu opartego o inng

59Profesor Robert Szewalski, pionier i weteran nauki o turbinach w naszym kraju,
wielokrotnie podkreslal role zatozen w procesie myslenia i zdobywania wiedzy o urzadzeniu
przeptywowym. Uwazal On, ze je$li nic nie wiemy o zjawisku zachodzacym w urzadze-
niu, nalezy prace rozpocza¢ od wymyslania zalozen ktore staja sie miejscem lokalizacji
naszej niewiedzy. Ktoregos dnia rozmowe z autorem profesor zakonczyl nastepujaca puenta
,<Kazde zalozenie to przyznanie sie do niewiedzy — im wiecej mamy zalozen w
modelu tym mniej rzeczywistosci w wynikach”
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geometrie i inne warunki brzegowe. Ta obiektywna trudnos¢ jest gtéwna
przeszkodg, dla ktorej uzywanie modeli turbulencji czy przejsé fa-
zowych jest swego rodzaju pilnie strzezong sztuka.

Zakres prezentacji

W niniejszym rozdziale ograniczymy sie do pisania podstawowych na-
jezesciej stosowanych réwnan konstytutywnych i domknie¢. Bedziemy omaw-
iali nastepujace strumienie:

e strumien masy:

— konwekeyjny strumien masy J,, = (p7),
e strumien pedu:

— konwekcyjny strumieni pedu (pv ® ¥),
— sprezysty strumien pedu ]3: D ?,

— lepki (molekularny) strumien pedu T,
— turbulentny strumien pedu ?{,

e strumien energii
— konwekcyjny strumien energii pev,

—

. . 7’ .o g HC
mechaniczny strumien energii (p I -7 )U,

molekularny strumien ciepta ¢,
— turbulentny strumien ciepta ¢*,

— radiacyjny strumien ciepta ¢,

Pozostate wystepujace w literaturze strumienie wymagaja szczegdtowej
analizy — niektore fakty zwiazane z dyfuzyjnymi i turbulentnymi strumieni-
ami masy mozna znalez¢ rowniez w dalszych rozdziatach.

Zalozenia

Ograniczymy sie do omdwienia prostych (jesli nie prymitywnych) modeli
konstytutywnych cieczy i gazdéw. Ograniczymy sie do algebraicznych row-
nan konstytutywnych, pomijajac wtasnosci fizyczne modelowane przez
konstytutywne réwnania rozniczkowe i konstytutywne rownania catkowe. Nie
bedziemy sie tu zajmowacé ostatnim elementem grupy réwnan
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e Rownania Bilansu,
e Rownania Konstytutywne,
e Roéwnania Kinematyk:,

ktérym sa réwnania kinematyki. Dla prostych modeli materiatéw Réw-
nania Kinematyk: nie sa skomplikowane i zazwyczaj sprowadzaja sie do
definicji dwoch wielkosci:

e Predkosci deformacji: d= 1 (grad v + gradTﬁ) =2 (0®V+VRD)=
d;;€; @ €],

e Gradientu temperatury ¢ = gradT = VT = Té;.

Na inne wielkosci, spoéroéd gradlUd oraz 04, zazwyczaj nie ktadziemy spec-
jalnych oznaczen, co jest powaznym bledem metodycznym i skutecznym
hamulcem rozwoju kodéw komercyjnych. Szczegdlnie w sytuacji, w ktorej
uzytkownik sam wstawia wlasne réwnania konstytutywne i wltasne dom
kniecia. Bowiem, w instrukcji obstugi winno by¢ zaznaczone, z jakich zmi-
ennych mozemy konstruowaé¢ réwnania konstytutywne®

U.1.4.2 Molekularny strumien pedu T

Wystepujacy w bilansie pedu réw.(U.43) calkowity strumien naprezen
lepkich sktada sie, na ogét, z molekularnego, turbulentnego, dyfuzyjnego
1 innych mniej waznych strumieni

—C D¢ —d
T =T+ R+ T + inne. (U.114)

Te inne strumienie mogg pochodzi¢ od transpiracji, radiacji, przemian fa-
zowych, itd. Litera R w oznaczeniu strumienia naprezen turbulentnych bierze
si¢ od nazwiska pioniera i odkrywcy Osborne’a Reynoldsa® (1895). Litera
T oznaczajaca lepki strumieni pedu pochodzi od Newtona (1726) (przypadek
jednowymiarowy) i Stokesa (1845) (przypadek tréjwymiarowy).

60Problem ten staje sie szczegdlnie drazliwy, gdy chcemy budowaé réwnania konstytuty-
wne np. materiatéw gradientowych, czy nieliniowych domknieé anizotropowej turbulencji,
gdzie potrzebny jest np. spin
1 T

- 1
w= §(grad17—gradT17) :§(q®V—V®ﬁ):wijé}®é'j:—w

610. REYNOLDS, On the dynamical theory of incompressible viscous fluids and the
determination of criterion, Phil. Trans. Roy. Soc. London, A186, 123-164, 1895
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Pierwowz6r Newtona

62 Strumieri pedu 7= Ti¢; ® e;, i,j = Y, z, okresla naprezenia lep-
kie, ktérych obserwowalnym pierwowzorem jest sita oporu powstajaca na
plytce przesuwanej po cieczy. Sita ta zwieksza sie gdy zwieksza sie gradient
predkosci na Sciance co oznacza, ze miedzy lepkimi naprezeniami $cinania a
gradientem predkosci istnieje proporcjonalno$é (Newton 1726)

(U.115)

S

d (3D),
ktory w jezyku eksperymentu czytamy jako:

sita ., roznica predkosci
= lepkosé

powierzchnia odlegloéé miedzy Sciankami’

Zwiazek powyzszy méwi, iz naprezenia styczne w ptynie sa przejawem lep-

kosci molekularnej ptynu p oraz reakcja na niejednorodne pole predkosci

wystepujace w poblizu Scianek z racji faktu, ze predko$¢ v jest réwna zero

na nieruchomych $ciankach. Stad warstwy przyscienne urzadzen i maszyn

przeptywowych sa tymi miejscami gdzie lepkosé¢ objawia sie intensywnie.

Plyn, w ktérym naprezenia lepkie okreslone sa liniowa formutg (U.115) nazywa
sie ptynem newtonowskim.

Diada Predkosci Deformacji

Trojwymiarowym odpowiednikiem gradientu predkosci 0u/0y jest diada

predkoéci deformacji®? 2 definiowana jako symetryczna czes¢ gradientu pred-

62Trzecie wydanie dziela Newtona z 1726 roku: I.NEWTON, Philosophie Naturalis Prin-
cipia Mathematica, London, 3"¢, ed: H. Pemberton, tom 1, lib II, sect IX, 1726

63W literaturze stosuje sie takze oznaczenia: B, §, E. Leonard Euler (L. EULER,
Sectio secunda de principiis motus fluidorum, Nowvi. Comm. Prtrep. T14, pp 270-
386, 1770) pokazal, ze ta wielko§¢ jest tensorem (§9-12). Przez wiele lat badacze nie
mogli uchwyci¢ w jeden spdjny zapis diady predkosci deformacji i stosowali inne oz-
naczenia do skladowych dyg, dyy, d.. (tzn. ey, ey, €,), a inne do skladowych posta-
ciowych dgy, dgz, dy>  (t20. 292y, 29az, 2gy-). Takie rozdzielenie z na dwie fikcyjne czesci
bylo skutecznym hamulcem ewolucji réwnan konstytutywnych. Stosowali je min: G.G.
STOKES, Trans. Cambridge Phil. Soc. 8, p290, 1845, W.VoicT, Kompendium der the-
oretischen Physik, Bd 1.u2, p 462, Leipzig, 1895, P.DUHEM, Ann.Ec. Norm. (3), 21, p.
130, (1904).
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Rysunek U.7. Profil predkosci U(y) i naprezen lepkich 7., (y) wzbudzony przez Slizgajaca
sie plyte ze stala predkoscia Uy

koscei:

- 1 1
= (grad v + grad"v) +§(U®V+V®ﬁ) = dyé Q¢ =

=5 (vij +v) € ®e; =

1 — — — — — —
= —[2u.6, ®E + (v +uy) (6 ®e +éE,RE,

2 (U.116)

+ o+

+ 26,06+ (v, +w,) (€, Qe+, €,)+2w,.€, €,
+dyy€y ® €y + dzy (6: ® € + €, ® €,) +d..€, ®E,

)
+(we+u,) (€ +e RE,)
]
)

gdzie do obliczenia :i we wspoétrzednych kartezjanskich uzyto:

U= uéy, + vey + we, = v;€;, i=2x,y,2, (U.117)

—

V= ().t ()8t ()8 =

— €. U.118
A (U.118)
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Jedli uzywamy (na co dzie) konwencji sumacyjnej®!, to skladowe kartez-
janskie predkosci deformacji zapisujemy jako:

1/ 0 0 1 o

dij =3 (7% + a_xi“j) =5 Wig+vii), Gj =2y 2 (U.119)

W literaturze mozna spotka¢ réwniez mato poprawny lecz czytelny zapis
ustanawiajacy skladowe d;; w dwuwymiarowg macierz:

dmm dmy dxz
[dij] = dyw dyy dyz
dzx dzy dzz

Wszystkie powyzsze formy zapisu sa sobie ekwiwalentne, a prawdziwe roéznice
tkwig w fizyce molekularnego transportu pedu.

Tréjwymiarowy Model Plynu Newtona

U podstaw rozszerzenia wzoru Newtona (U.115) na przypadek tréjwymi-
arowy, leza nastepujace zatozenia co do cech fizycznych ptynu (Stokes, 1845)5°:

e sktadowe naprezen lepkich T sg liniowymi funkcjami predkosci defor-

macji d,

e plyn jest izotropowy, tzn. ma ten sam wspotczynnik lepkosci we wszys-
tkich kierunkach.

e lepkosé objetosciowa A ma szczegblng wartosé A = —2/3pu.

64Konwencji majacej swe zrédla w pracach PIoLI (1849), BoGGIo-LERA (1887), ROW-
LANDA (1880), GiBBSA (1881) CRAIGA (1882), BELTRAMII (1888), SOMIGLIANA (1889), J.
FINGERA (1892), Riccr (1893), LEVI-CIVITA (1894), AUTONNE (1894), VEBLENA (1895),
APPELA (1896), CisoTTI (1896), TarTa (1900), i setki jak nie tysiaca autoréw miedzy
1900 a rokiem 1913, ktora to data uwazana jest wsrod profanéw za date wprowadzenia
konwencji sumacyjnej. Przykladowo, bez stosowania tej konwencji definicja (U.116) winna

wygladaé

1=2,Y,2 J=2,Y,2

Dla wygody, oszczednosci papieru i atramentu, poczawszy od lat 1930, znaki sumy >
pomijamy.

65G.G. STOKES, On the theories of the internal friction of fluids in motion, and of
the equilibrium and motion of elastic solids, Trans. Cambridge Phil. Soc. 8, 287-319,
1845. Postac tych rownan tatwo zapamietaé, bowiem jest dokladnie taka sama jak postaé
zwiazku konstytywnego materiatu Hooke’a.
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Rownanie konstytutywne naprezen lepkich dla modelu Newtona ma teraz
pelna postaé¢ 3D zaproponowang przez Stokesa (1845):

T=My T +2u d, (U.120)
gdzie

o T

d=d = d;j€; € — diada predkosci deformacii,

pw=pu(T, p, ....) — lepko$¢ molekularna bedaca, w ogdl-
nosci, funkcja wszystkich parametrow
stanu,

A= —%u — lepko$¢ objetos$ciowa,

Ig=tr d=dp +dy, +d,. =divi — $&lad d, czyli pierwszy niezmiennik

gtéwny diady predkosci deformaciji ¢,

€y Q€ +€E,Q€¢ +E, €, — idemfaktor Gibbsa,
1 1=y
0ij = { 0 it — delta Kroneckera,
o T
T=T;j€ Q€ =T — symetryczna diada naprezen lepkich.

Sktadowe kartezjanskie podstawowej relacji (U.120) zapisujemy nastepu-
jaco:

2 2 Ovy ov;  0v;
= — O+ 2udy; = — = — 5 . 2. U.121
Tij 3,U kkOij + 2/ dij 3:“ O +p (&Uj + 8%) ( )

Druga posta¢ w (U.121) jest mniej ogblna niz pierwsza, bowiem blednie

sugeruje, ze nie jest potrzebna definicja diady predkosci deformacji Z Latwo

66Nazwa Predkosé Deformacji bierze sie z uwagi na nastepujacy zwiazek miedzy miara
deformacji Greena E a miarg deformacji Almansi (g:, E=FT ¢ F. Predko$é zmiany
deformacji Greena wyraza si¢ jako:

Ez%(FTF—kFTF):FTZF,

gdzie F' = (grad ©) F. Inaczej méwiac, d nie jest predkoscig deformacji ALMANSI (1881), a
predkoscia deformacji GREENA (1821) uniesiong za pomoca operatora gradientu deformacji
Prora (1841) - F.
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sprawdzi¢, iz zwigzek (U.121) ma sze$¢ niezaleznych sktadowych 67

oz = —g (%+g—z+g—f> +2u%, (U.122)
Ty = —gu (g—z + g—z + g—f) - 2ug—;}> (U.123)
T.o = —gu (g—u g—: + g—w) + Zug—j (U.124)
=T = <‘3_Z + %) , (U.125)
e (2029), s
=T — @_Z %) , (U.127)

oraz, ze slad tego tensora jest rowny zeru: 7; = Tup + Tyy + 7. = 0.
Poréwnujac réwnanie (U.125) z pierwowzorem Newtona (U.115), widaé
w jakich przypadkach dominuje naprezenie lepkie na $ciance 7.

Lepko$¢ Molekularna u

Pomiar lepkosci molekularnej jest sztukg i zazwyczaj dokonywany jest
przez eksperymentatoréw przy pomocy wlasnych (wciaz kalibrowanych) wi-
skometrow. Dwa podstawowe czynniki robocze — powietrze i woda — maja
przeciwng zmienno$é¢ lepkosci od temperatury u = (7). Woda wraz ze
wzrostem temperatury zmniejsza swoja lepkos$é, powietrze ze wzrostem tem-
peratury zwieksza swoja lepko$c.

Ciecz Niescisliwa
W przypadku modelu cieczy niescisliwej (takiej w rzeczywistosci nie ma),
<

det f =1, tr d= divv = 0 i réwnanie (U.120) upraszcza si¢ do

T=2d. (U.128)

67Mnemotechnika zapamietania tych zwigzkéw jest prosta. Wystarczy odwolaé sie do

definicji odwracalnego strumienia pedu o (dla malych deformacji, dla deformacji skofic-
zonych jest to II tensor naprezen Pioli-Kirchhoffa) zdefiniowanego przez Lame’go nastepu-

jaco: o=\ (tr ?) ? +2u ?, gdzie e :2, a wspélezynniki A, p sa wspoétezynnikami

sprezystosci Lame’go.
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Rysunek U.8. Zmienno$¢ lepkosci molekularnej w funkcji temperatury dla powietrza
i wody

Wiekszos¢ ptynéw roboczych, takich jak woda, para wodna, powietrze, spaliny,
oleje, mieszczg sie w ramach modelu opisywanego przez réwnanie naprezen
lepkich ptynu niutonowskiego. Stad tez w literaturze przedmiotu brak jest
doniesien o réznicach wiekszych niz 10 —20%, co jest z inzynierskiego punktu
widzenia bardzo dobrym rezultatem. Odpowiedzialnym za ewentualne lokalne
niezgodnosci wynikéw pomiarow i symulacji numerycznych uwaza sie¢ turbu-
lentny strumien pedu (naprezenie Reynoldsa). Poniewaz istnieje dziesiatki
(jak nie setki) modeli naprezen turbulentnych to wtasnie turbulencja ,oskarzana”
jest o niescistosci migdzy pomiarem i numeryczna symulacja.

Modele nie-Newtonowskie (nieliniowe)

Niektore egzotyczne dla nas izotropowe ptyny, takie jak Smietana, smota,
plynne ciasto, maja skomplikowang nieliniowa lepkos¢ i stad wymagaja nie-
niutonowskich modeli dla naprezen lepkich (REINER, 1920)

T=ko I +ki d +ks d d, (U.129)

gdzie wspotezynniki lepkosci kg, ky, ko sa funkcjami nie tylko pierwszego

niezmiennika podstawowego I; = tr :i predkosci deformacji 2, ale réwniez
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niezmiennika drugiego 11, 1 trzeciego I11; = det 4.5 W ogdlnosci wspolezyn-
niki ko, k1, ko wyrazaja sie jako:

,LL(T) ) M+2N+20

ko = farno <T IIyirg, o=0,1,2.

Dodajmy, iz rozszerzenie formuty T= My I +24 d, zaproponowane przez
Boussinesq’a®

Tij = Adpi0ij + 20d;5 + ko (dindy;) + ks (digwr; + windy;)

mimo, iz jest symetryczne 7;; = 7;; nie moze by¢ obiektywnym réwnaniem
konstytutywnym. Obliczajac wg niego naprezenia w plynie nieruchomym
umieszczonym w obracajacym sie walcu, otrzymamy, mimo braku przeptywu,
naprezenia styczne. Dzieje sie to na wskutek obecnosci wirowosci W= wé; @
€; = —w! w réwnaniu konstytutywnym.

Wirowo$¢ (w nieobiektywnych kombinacjach) moze wystepowaé¢ w réwna-
niach domkniecia na turbulentny strumien pedu (tzw. naprezenie Reynoldsa)
i turbulentny strumien ciepta, ktore charakteryzujg proces a nie material, z
ktérego ptyn jest zbudowany™.

Jesli pltyn przewodzi ciepto to gradient temperatury jest odpowiedzialny
za wzbudzenie ,nieréwnowagowego stanu naprezen” , ktore dodatkowo hamuje
ruch ptynu. Odkrywca tego zjawiska, O. Reynolds, nazwal go termiczng
transpiracja, a naprezenie termicznej transpiracji wyraza formuta Reynoldsa-
Maxwella™:

2 3
Tij = Adyr0ij + 2pd;; + ;L_T (_3T,ij Ty JTJ) :

68Dzieje sie tak poniewaz wyzsze potegi w rozwinieciu

e

T=ko I +ki d+ks dd +ks ddd +...

-3
eliminujemy z gry za pomocg twierdzenia Cayley-Hamiltona, méwiacego, ze iloczyny d ,

d 1 wyzsze wyznaczamy za pomoca [, d, d np.

d =111; I +11;d +1ad .

69J. BouUSSINESQ, Sur linfluence des forttements dans les mouvements regulier des
fluides, J. Math. Pures et Appl. 13, 377-438 (1868)- Szczegdly w pracy:

J. BADUR, B.-H.SUN Remarks on the structure of evolution equation, Appl. Math.
Mech. 16, 747-757,1995.

0G.G. SpEzIALE, Turbulence modeling in non-inertial frames of reference, Theor. &
Comp. Fluid Dyn. 1, 3-19, (1989).

"1O. REYNOLDS, On certain dimensional properties of matter in the gaseous state, Phil.
Trans. Roy. Soc. London, 170, 727-845, 1879
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Inng klasa rownan konstytutywnych sa réwnania opisujace materiaty lep-
kosprezyste w ktorych wlasnosci sprezyste (réwniez postaciowe) sa skojar-
zone z wlasnosciami lepkimi. Naleza do nich:

Ciecz Maxwella

TTE T + T= 2u d,
wykazujaca duza lepkos¢ i sprezystos¢ postaciows zestawiong ,szeregowo”.
Czas 7, nazywa sie czasem relaksacji, zas d*/dt jest pochodna czasowa
zados$¢ czyniaca zasadzie ruchow wzglednych Galileusza, znanej w wersji
szczegblnej jako I Zasada Dynamiki Newtona. Pochodna ta Stanistaw Zaremba
(1903) zdefiniowat jako:™

T 7= 07 4 (arad 7) 54+ (75 +577)

dt ot & '
Wsrod pierwszych badaczy, ktorzy wykorzystywali te pochodna znajduja
sig: Duhem (1911)™, Jaumann (1918)™, Fromm (1933)™, Hencky (1929)7C.
Rewindykacji tej pochodnej dokonal C. Truesdell (1952)"" a do pierwszych
tréjwymiarowych obliczeri ptynéw lepkosprezystych wykorzystat W. Noll (1955)7.

J.C. MAXWELL, On stresses in rarified gases arising from inequalities of temperature,
Phil. Trans. Roy. Soc. London, 170, 231-256, 1879
Powyzszy wzor pamietany jest réwniez z uwagi na niefortunne posuniecie 49-letniego,
chorego Maxwella, ktéry byl recenzentem pracy mlodego Reynoldsa i wykorzystat jej
wyniki podczas wykonywania szczotek swojej ostatniej juz pracy. Reynolds zwrécit sie ze
skarga do G.G. Stokesa, ktory jednak nie zdazyl interweniowaé przed Smiercig Maxwella.

72S. ZAREMBA, Sur une generalisation de la theorie classique de la viscosite, Bull. Int.
Acad. Sci. Cracovie, 380-403, 1903,: S. ZAREMBA, Le principle des mouvements relatifs
et les equations de la mecanique physique, Bull. Int. Acad. Sci. Cracovie, 614-621, 1903.
(patrz réwniez:

J. BADUR, Can the Zaremba relaxation model be considered correct?, Arch. Thermody-
namics, 15, 111-124, 1994).

SP. DUHEM, Traite d’Energetique, Paris, 1911.

7 @G. JAUMANN, Physik der kontinuierlichen Medien. Denkschr. Akad. Wiss. Wien., 95,
461-562, 1918.

>H.FROMM, Stoffgesetze des isotropen Kontinuums, insbesondere bei ziihplastischem
Verhaltem, Ing-Arch. 4, 432-466 (1933).

"6H. HENCKY, Das Superpositionsgesetz eines endlich deformierten relaxations higen
elastischen Kontinuums and seine Bedeutung fiir eine exakte Ableitung der Gleichungen
fiir die zahe Fliissigkeit in der Eulerschen Form, Ann der Physik, 2, 617-630, 1929.

77C. TRUESDELL, The mechanical foundations of elasticity and fluid dynamics, Jour.
Rat. Mech. Anal. 1, 125-300 (1952), errata 2, 593-616 (1953).

8W. NOLL, On the continuity of the solid and fluid states, Jour. Rat. Mech. Anal. 4,
323-425, 1955.
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Ciecz Kelvina-Voigta

Fe ot et
ktora nie reaguje natychmiastowo na przytozone obcigzenie a powoli przyspiesza
przeptyw, zas G/ ma wymiar czasu i jest czasem retardacji. W powyzszym
réwnaniu € jest diadg deformacji Almansi.
Inng klasa cieczy sa ptyny wrazliwe nie tylko na predkosc¢, ale i na przyspiesze-
nie deformacji. Jesli diada przyspieszenia deformacji jest zdefiniowana jako

(—>T<—) > «—

a= 2+ I d+dl, |=grad ¥ :2 + @ to lepki strumien pedu okreslony
jest jako:

—2

— —2 e PRI
d +aza+taya +a5(da+ad>+
<—>2<_) <_)<—>2 — 2 s 2> <—>2(_)2 <_>2<—>2 °
+a6(d a+ad >+a7<da ta d)+a8(d a +a d )

Omoéwienie tych réownan konstytutywnych oraz wtasciwych eksperymentow
znajdzie czytelnik w pracach: R. KEMBLOWSKI [145], Z. ORZECHOWSKI
[262], M. REINER [303], A. SAWICKI [323], J. SAWICKI [324], W. WILKINSON
423].

PN R
T=0a1 d tog

U.1.4.3 Turbulentny strumien pedu E

Modelowanie domknie¢ na turbulentny strumien pedu, zwany czesto napreze-
niem turbulentnym Reynoldsa, dla turbulentnych przeptywoéw przez maszyny
i urzadzenia przeptywowe ma szereg podobienstw™ do réwnan naprezen lep-
kich ptynu niutonowskiego. W najczesciej spotykanym domknieciu forma
réwnaf na 7 i réwnania na ?{ jest taka sama stad tez sume T + }H% czesto
opisuje sie jednym wspolnym wspotczynnikiem lepkosci efektywnej bedacym
suma lepkosci molekularnej i lepkosci turbulentne;j.

W ogdlnosci, trzeba jednak pamietac ze lepkosé turbulentna jest wspotezyn-
nikiem operacyjnym, zaleznym nie od rodzaju substancji, a od rodzaju prze-
ptywu. Najpopularniejszym domknieciem na turbulentne naprezenie Reynoldsa
jest analog do modelu ptynu newtonowskiego (U.120)

Po wielu bezowocnych prébach opanowania zjawiska, zaréwno w sensie mozliwosci jego
modelowania jak i w sensie praktycznego sterowania turbulencja mozna podejrzewaé, iz
przyczyng niepowodzen moze by¢ hipoteza o ,szeregu podobienstw”. Dodajmy, iz pierwsze
prace na temat turbulencji Prony i Darcy’ego proponowaly hipotezy nie siegajace do
podobienstw.
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W tym réwnaniu ?, 2, I; maja te same znaczenia co w (U.120), u, jest
(operacyjnym) wspo6tezynnikiem lepkoscei turbulentnej, k [J/kg] jest energia
turbulencji wiazaca $rednia z kinetycznej energii fluktuacji predkosci i pelni
tu role dodatkowego wspotczynnika turbulentnej lepkosci objetosciowej. Oz-
nacza to, iz turbulencja ptynu niescisliwego czyni z niego lekko scisliwy ptyn
o matej Scisliwosci proporcjonalnej do k.

Domkniecia na Turbulentng Lepkosé Plynu

W literaturze istnieja setki, jak nie tysiace, domknie¢ na turbulentng
lepko$¢ ptynu p; wystepujaca w formule (U.130). Mozna je podzieli¢ na:

e Algebraiczne (0-réwnaniowe),

— Baldwina-Lomaxa (1978),%,
— Cebeci-Smitha (1974),8!,

— Smagorinsky (1963),%2,

— Granville’a (1987),

— Yakhota-Orszaga (1986),%3,

e ! réwnaniowe,

2
— Johnsona-Kinga (1985),

e l-ré6wnaniowe (réwnanie ewolucji na k),

— Baldwina Bartha (1991),%
— Spalarta-Allmarasa (1992),%

e 2-réwnaniowe (dwa réwnania ewolucji),

80B.S. BALDWIN, H. LoMmAX, Thin layer approximation and algebraic model for seper-
ated turbulent flows, AIAA Paper No 257, 1978

81J. CeBECI, M.O. SMITH, Analysis of turbulent boundary layer, Academic Press, 1974

82]. SMAGORINSKY, General circulation experiments with the primitive equations, Mon.
Weather Rev. 91, 99-165 (1963)

83V.YAKHOT, S.A. ORSZAG, Renormalisation group analysis of turbulence, J. Sci.
Comp. 1, 3-33, 1986

843 B. BALDWIN, T.J. BARTH, A one-equations transport model for high Reynolds
number wall-bounded flows, ATAA Journal, 96, 610-619, 1991.

85PR. SPALART, S.R. ALLMARAS, A one-equation turbulence model for aerodynamic
flows, ATAA 30" Areospace Sci. Meet., Reno, 1992.
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— standardowy k — e, Laundera-Spaldinga (1974),°
— Wilcoxa k — w (1994) 87
— Chiena k — ¢ (1982).58
Modele algebraiczne maja swoj pierwowzér w koncepcji Prandtla®® (1904)

opartej o model przysciennej lepkosci turbulentnej ktéra zawiera wyrazenie
na droge mieszania lp, oraz wszystkie niezmienniki podstawowe (14, [ 1, I11;)

predkosci deformacji d .
Nfr = plPrf (]da ]]da -[]Id) )

gdzie droga mieszania lp, = k%y? jest zalezna od stalej s i odleglodci od
Scianki y. Niestety, nie potrafimy rozszerzy¢ tego modelu na przypadek
tréojwymiarowy®. W praktyce stosuje sie uproszczenia typu;

e model Smagorinski’ego: ; = I3, (2dijdij)1/2 :

e model Cebeci-Smitha: Mt = l%r (2lijlij)1/2 s lij = dz‘j + Wiy,

e model Baldwina-Lomaxa: p; = (2, (2wjwi;)"? .
Natomiast, domkniecie na lepkos¢ turbulentna w standardowym modelu k—e
WYnosi:

k’2
pe = pCu—, (U.131)

gdzie: C), jest stalg a k — ¢ obliczane s wg rownan ewolucji.

Domkniecia na Turbulentny Strumien Pedu

91 Lata osiemdziesigte i dziewieédziesigte XX wieku przyniosty wiele préb
petiejszego modelowania turbulentnego strumienia pedu nie tylko poprzez

86B.E. LAUNDER, B.I.SHARMA, Application of the energy-dissipation model of turbu-
lence to the calculation of flow near a spinning disc, Lett. Heat Mass Transfer, 1, 131-138,
1974.

87C.D. WILCOX, Simulation of transition with a two-equation turbulence model, AIAA
Journal 32 (2)’ 247-255 (1994).

88K.Y. CHIEN, Predictions of channel and boundary-layer flows with a low Reynolds
number turbulence model, AIAA Journal, 20, 33-38, 1982.

891,. PRANDTL, Uber Flussigheitsbewegung bei schr kleiner Reibung, Verh. III Int.
Math.-Kongr. Heidelberg, 1904

9OM. KARCz, J. BADUR, Numeryczna implementacja modelu racjonalnej turbulencji,
Zesz. Nauk. IMP PAN, 531/1490/2003, 1-34, 2003

91Kompletny przeglad modeli turbulencji obejmujacy lata 1970-1997 zawarty jest w
artykule: CH. SPEZIALE, R.M.S0, Turbulence Modeling and Simulation, The Handbook
of Fluid Dynamics, pp 1-111, 1998, bibliografia okoto 2600 pozycji.
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wspotcezynnik turbulentnej lepkosci ale poprzez ogédlne domknigcia i roéw-
nania ewolucji. Szty one w kierunku uogélnienia formuty (U.130) poprzez
dodawanie cztonéw nieliniowych, uwzglednienie anizotropii turbulencji, lub
potozenie pelnych réwnan ewolucyjnych na naprezenie Reynoldsa (tzw. pode-
jScie rozszerzonej termodynamiki).

Inny wazny kierunek badan wychodzacy od nieréwnowagowej funkcji ges-
tosci prawdopodobienstwa, uzywanej w kinetycznej teorii gazéw przez Boltz-
manna (1871), prowadzi do modeli turbulencji uwzgledniajacej na raz wiele
skal (LES — Large Eddy Simulation) i w kierunku bezposredniej symulacji
numerycznej pol fluktuacji (DNS — Direct Numerical Simulation).

Ogolnie mozemy dokonaé¢ podziatu modeli ﬁz R;;€; ® € na:

algebraiczne, liniowe (od 1966),

e rézniczkowe, jednoréwnaniowe (od 1976),
e rozniczkowe, dwuréwnaniowe (od 1972),
e 7 anizotropia turbulencji (od 1956),

e nieliniowe, wielor6wnaniowe (od 1961),

e nicliniowym powrotem do izotropii (od 1951),
e 7z rOwnaniami ewolucyjnymi na wszystkie niezmienniki R (od 1970),

e 7z pelng ewolucjg na }H% (od 1922),

e 7 ewolucja funkcji gestosci prawdopodobiefistwa (PDF, od 1950),
e 7 wieloskalowa turbulencja (LES — od 1974),

e 7 bezposrednia symulacja p6ét fluktuacji (DNS - od 1987),

e modele gradientowe 2,

92J. BADUR, Z. BILICKI, Some problems of turbulence in two-phase flow, J. Turbulence,
4, 33-54, 1998
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Standardowy Model k — ¢

Wzorcem odniesienia dla innych modeli jest model dwuréwnaniowy k —¢,
opracowany przez LAUDNERA i SHARME (1974). Jest on dobrze przys-
tosowany do przeplywéw o wysokim poziomie turbulencji Tu = 5 — 20%
i duzym stosunku powierzchni kanalu do objetosci kanatu. Model ten za-
pisywany jest w zachowawczej postaci jako dwa dodatkowe rownania rézni-
czkowe:

atut ‘l— le .EC = le .EV + St7 (U132)

gdzie dodatkowy indeks ¢ odnosi si¢ do turbulencji a poszczegdlne wyrazy
sg zdefiniowane nastepujaco:

M+Mth

pk pkv o PSk
ut = 5 JI;C = s JTZ/ = + s St =
€ pev R v pSe,

O¢

gdzie cztony Zrodtowe sg zalezne nie tylko od wektora zmiennych zachowawczych
U ale réwniez od jego gradientéow:

pe Op Op
Sp = (Rijvi,j - 6) o Eailj'z Ox; ’
= <01R“”’j ~ 3%) |

W modelu tym wystepuje pig¢ statych: o = 1.0, o, = 1.3, C, = 0.09, C; =
1.44, Cy = 1.92. Nie zaleza one od rodzaju przeptywu (stacjonarny, nies-
tacjonarny), rodzaju ptynu ($cisliwy niescisliwy, woda, powietrze, spaliny)
i opisujg rozwdj turbulencji objetosciowej w calym kanale poczawszy od
poczatkowej turbulencji (k*, €*) zadanej na wlocie.

Doktadne oméwienie modeli dwu-réwnaniowych znajdujemy w monografiach:
T. CHMIELNIAK [42], [43], S. DROBNIAK [75], J. ELSNER [81], R. GRYBOS
[106], Z. KAZIMIERSKI [144], TuLiszkA [403].

U.1.4.4 Molekularny strumien ciepta ¢

Przewodzenie Molekularne

Wigkszos¢ ptynéw roboczych przewodzi ciepto — jest to sprzyjajaca oko-
licznos¢ zezwalajaca na proces pobierania ciepta na $ciankach grzanych przez
omywajacy je czynnik roboczy. Jesli lepkos¢ ma zasadnicze znaczenie w pro-
cesie przejmowania pracy od Scianek ruchomych i przenoszenia jej do wnetrza
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ptynu tak przewodzenie (czesciowo potaczone z konwekcja i radiacja) ma pod-
stawowe znaczenie w procesie pobierania ciepta w trakcie przeptywu czynnika
roboczego nad Sciankg grzang.

Przewodnictwo cieplne jest cechg fizycznag substancji zezwalajaca na prze-
kazywanie energii cieplnej z miejsca cieplejszego do miejsca chtodniejszego.
Gdy goraca herbate mieszamy srebrng tyzeczka czujemy niebawem, ze metal
ogrzewa si¢ stopniowo w catej dlugo$ci. Natomiast przewodnictwu ciepta
w plynach towarzyszy zwykle konwekcja polegajaca na wzbudzaniu niejed-
norodnego pola sit masowych p (T (Z, t)) poprzez fakt, iz nagrzane elementy
jako mniej geste podnosza sie do gory, a zimne (gesciejsze) opadaja w dot.
Przewodnictwo cieplne metali jest duze w poréwnaniu z przewodzeniem wody
i olbrzymie w poréwnaniu z przewodnictwem powietrza. Miara liniowego
przewodnictwa ciepta jest wspotczynnik A. Mowi on ile ciepta na sekunde
przenika przez powierzchnie 1 m? przez czynnik o gruboéci 1 m. przy réznicy
temperatur 1K

Model Fouriera

Najpopularniejszym i eksperymentalnie uzasadnionym modelem izotro-
powego przewodzenia ciepta jest model Fouriera (1822), w ktérym moleku-
larny strumien ciepta jest wprost proporcjonalny do gradientu temperatury

7= gradT (U.133)

Gdy przewodzacy material umieszczony jest miedzy nieskoniczonymi ptytkami
o statej roznicy temperatur, to w analogii do Newtonowskiego przeptywu
pedu (??) mozemy powyzsza formute wypowiedzie¢ w jezyku sytuacji pomi-
arowej

przeptyw ciepta ) réznica temperatur
= przewodzenie

powierzchnia odlegto$é miedzy $ciankami

Odpowiada on sytuacji pomiarowej, gdy przewodzacy material jest umieszc-
zony miedzy nieskonczonymi ptytkami o stalej roznicy temperatur.
Wspbtezynnik przewodzenia A [ %} nazywany jest molekularnym prze-
wodzeniem ciepta. Wspotezynnik ten zalezy od temperatury, stad najczesciej
przedstawiany jest w postaci wielomianu wzgledem temperatury. Dla mate-
riatéw anizotropowych (jakimi sa ciata state) wspélezynniki A sa rézne w
roznych kierunkach, totez aby opisaé¢ anizotropie nalezy wspotczynnik ten

w
m?2

zastapi¢ symetryczng diadg (X: ij€i @ €;.
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W analogii do nie-newtonowskiego transportu pedu (U.129) nie-fourierowski
transport ciepta mozna zapisa¢ jako:

7= [N + 2Ok T + Nigm O T 0T + X145 T5] €,

w ktorej \; = 0 z racji braku odwracalnego strumienia ciepta, zas pozostate
wspotczynniki moga zaleze¢ od parametréw stanu.

Liczba Prandtla

W przypadku powietrza, przewodzenie ciepta jest proporcjonalne do prze-
wodzenia pracy stad wspotczynnik przewodzenia i wspotezynnik lepkosci sa
do siebie proporcjonalne

CpH
A= By (U.134)
gdzie p [kg/(ms)] — molekularna lepkosé, ¢, [J/(kg°K)] — ciepto wtasciwe przy
statym ci$nieniu, Pr — tzw. liczba Prandtla®® - synonim bezwymiarowego
wspotezynnika przewodzenia.

U.1.4.5 Turbulentny Strumien Ciepta

Turbulentny strumien ciepta ¢ jest jednym ze strumieni, ktére trudno
fenomenologiczne domkngé, a jeszcze trudniej pomiarowo zweryfikowacé. Po-
niewaz ten strumien jest odpowiedzialny za wymiane ciepta miedzy grzang
Sciankg i ptynem roboczym to jego rola jako strumienia wspomagajacego
molekularng wymiane ciepta jest duza jak nie gtowna. Wiele eksperymen-
tow ustawionych na pomiary wymiany ciepta z i bez dodatkowej turbulizacji
przeptywu wskazuje, iz wymiana turbulentna moze by¢ wielokrotnie wieksza
niz wymiana molekularna.

Turbulentny analog modelu Fouriera

W modelowaniu turbulentnego transportu ciepta kluczowa role dogrywaja
fluktuacje pola predkosci, nastepnie fluktuacje pola gestosci i na koniec fluk-
tuacje pola temperatur. Taka hierarchia waznosci nie musi by¢ zachowana
na grzanej (lub chlodzonej) Sciance, gdzie by¢ moze, fluktuacje pola ges-
tosci temperatur maja wieksze znaczenie. Stad tez pierwszenstwo, ktére
bezwzglednie daje sie zawsze zjawisku turbulentnego transportu pedu w tym
przypadku nie musi by¢ oczywiste. Najczestszym modelem turbulentnego

931, PRANDTL, Uber Flussigheitsbewegung bei schr kleiner Reibung, Verh. III Int.
Math.-Kongr. Heidelberg, 1904, L. PRANDTL, Uber die andgebildete turbulenz, ZA MM,
5, 136-139 (1925).
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strumienia ciepta jest model wzorowany na molekularnym strumieniu ciepta
tzn.

F'=AVT, A= C;—Zt (U.135)

w ktorym ¢, iy, Pry to odpowiednio, ciepto wlasciwe plynu, lepkosé¢ tur-
bulentna i turbulentna liczba Prandtla ktora jest silnie zmienng w poblizu
grzanej $cianki. Zwiazek (U.135), z uwagi na udzial lepkosci turbulentnej
i, daje silne pierwszenstwo fluktuacjom predkosci. Miejscem, gdzie moga
pojawiaé¢ sie wklady od fluktuacji temperatury lub fluktuacji gestosci jest
turbulentna liczba Prandtla Pr. - stad tez modelowanie domknie¢ na Pr, jest
przedmiotem wielu prac.

Do sprawdzonych domknie¢ na turbulentng liczbe Prandtla nalezy alge-
braiczne domkniecie Kaysa (1994)%

Pr,=1.1 YT
+

<T.
N U.136
Pr, = 1.85 — tgh (0.05 (y* —7.0))y™  y* > 7.0, ( )

gdzie y™ = yu, / v jest bezwymiarowa odlegtoscia mierzona od $cianki. Przegladu
ponad piec¢dziesieciu modeli, jakie powstaty do roku 1975, dokonano w pracy
A.J. Reynoldsa® - przeglad dalszych prac, ze wzgledu na iloéé¢ jest, dla po-
jedynczego autora, niemozliwy do wykonania w rozsagdnym terminie.

Domkniecia na Turbulentny Strumien Ciepta

Modelowanie turbulentnej liczby Prandtla jest tematem badawczym, trak-
towanym, w poréwnaniu z modelowaniem turbulencji pedu, drugoplanowo.
Istniejace modele mozna podzieli¢ na nastepujace trzy grupy [7]:

e fenomenologiczne”

— algebraiczne, ze statg liczba Pry,
— algebraiczne, z domknieciem na liczbe Pry,

— czterorOwnaniowe k — € — kg — €,

e statystyczne,

94W .M. KAvs, Turbulent Prandtl number — where are we? ASME J. Heat Trans. 116,
284-295, 1994.

9 A.J. REYNOLDS, The prediction of Turbulent Prandtl and Schmidt numbers, Int. .J.
Heat Mass Transfer, 18, 1055-1069, 1975.

9M. KARCZ, Analiza pracy dyfuzoréw ternmicznych w aspekcie chlodzenia turbin
gazowych, Rozprawa Doktorska IMP PAN, Gdansk 2003,
M. KARCzZ, J. BADUR, An alternative two-equation tubulent heat diffusivity closure, Int.
Journal Heat and Mass Transfer, 48, 2013 - 2022 (2005)
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— PDF,

— Grupy Renormalizacyjnej,
e mieszane,

— LES - Large Eddy Simulation,

— DNS — Direct Numerical Simulation.

U.1.4.6 Radiacyjny Strumien Ciepta

Radiacyjny strumien ciepta ¢7*¢ jest okredlony w niejawnej formie réw-
nania rézniczkowo-catkowego (Modest, 1993)%7

div ™ = o (4e, — g), (U.137)
gdzie:
a [m™' - wspodlezynnik absorpcji
ey [W/m? - moc emisyjna ciata doskonale czarnego
g [W/m? - wlasciwa energia radiacji zdefiniowana zaleznoscia:
g=§ ddw’,
4m

w ktorej i’ [W /m?sr] jest intensywnodcig radiacji, w’ [sr] jest katem brytowym.

Intensywnos¢ radiacji nie jest z géry znang wielko$cia i jej wyznaczenie
wymaga rozwiazania rézniczkowo-catkowego réwnania domkniecia (Modest,
1993)

0 = o
itai (Q) — kit ai, —]{z"dw’, U.138
g ¢ T div (§2 R+ aie+ o ( )
4m
gdzie:

i[W/m?sr] — intensywno$¢ radiacji,

O — kierunek propagacji ‘ﬁ‘ =1,

iy IW/m?sr| — intensywnos¢ radiacji ciata doskonale czarnego,

o [m™] — wspdblezynnik rozpraszania.

Znanym domknieciem na moc emisyjna ciata doskonale czarnego jest

97M.F. MODEST, Radiative Heat Transfer, Mc. Graw-Hill, 1993



U.1 Uzupelnienia Wyktadu Pierwszego 175

domkniecia Kirchhoffa
ey = kT*, (U.139)

gdzie k [W/m?K"] jest stala Stefana-Boltzmanna.

Uproszczony Model Radiacji P1

Réwnanie rézniczkowo-catkowe (U.138), ze wzgledéw numerycznych nie
moze by¢ dotaczone do kompletu rownan bilansu majacych postac¢ zachowawczg.
W literaturze popularne jest uproszczenie Chenga (1964) — znane jako model
P1. Polega on na rozwinieciu intensywnosci radiacji w szeregi harmoniczne,
obliczeniu catki z (U.138) i Obcieciu”wyrazenia do pierwszego czlonu na
parametr radiacji G. Pozwala to zdefiniowa¢ nastepujace réwnanie trans-
portu na G (Cheng, 1964)%:

div ([ grad G) = aG — 4aT*, (U.140)

gdzie
1
I'= U.141
3(a+o)+Co’ ( )

za$ a, C to tzw. wspotezynnik absorpcji i wspotezynnik radacji zwykle przyj-
mowany jako C' = 107%. Z powyzszego uproszczenia wynika rowniez, ze

7“4 =TVG, (U.142)

co prowadzi do tego, iz w miejsce divg™®? w réwnaniu energii, mozemy pod-

stawi¢ dodatkowe zrédto (U.140). Model radiacji P1 wymaga dotaczenia do
uktadu réwnan dodatkowego réwnania rézniczkowego na G (U.140).

U.1.4.7 Roéwnania Konstytutywne Stanu Sprezystego
Sprezysty Strumien pedu

Przechodzimy do pojeciowo najtrudniejszej czesci modelowania wtasnosci
kontinuum ptynnego, jakimi sg wtasnosci odwracalne, czyli sprezyste. Stowo
sprezyste odnosi sie rowniez do ciepta, bowiem ptyn roboczy moze akumu-
lowaé, przenosi¢ i oddawacé ciepto w sposob sprezysty (odwracalny), tak samo
jak sciskana sprezyna moze akumulowacé, przenosié¢ i oddawacé prace bez zad-
nej straty.

98P.CHENG, Two-dimensional radiating gas flow by a moment method, ATAA Journal,
2, 1662-1664, 1964



176 Uzupetnienia

Ta czes¢ energii na sposob pracy i ciepta, ktéra moze by¢ sprezyscie
zmagazynowana w czyhniku roboczym nosi nazwe pracy kompensowanej
i ciepta kompensowanego. W przypadku traktowania obiegéow termody-
namicznych jako obiegdéw idealnych, odwracalnych, nie wystepuje zaden inny
rodzaj pracy i ciepta niz praca kompensowana i ciepto kompensowane. W

takim przypadku bilans energii upraszcza si¢ do bilansu energii wewnetrzne;j
99

Termodynamika Techniczna skoncentrowata swoj wysitek na uchwyceniu
wszystkich detali obiegu termodynamicznego, zwlaszcza tam gdzie mozna
popetni¢ najwieksze bledy, stad problem nieodwracalnosci obiegéw termody-
namicznych traktowany byt w formie wspétczynnika empirycznego zmniejsza-
jacego ilo$é uzytecznej pracy (w silnikach cieplnych) lub wspétezynnika zm-
niejszajacego sprawnosé obiegu. Bilans energii wewnetrznej wizualizuje sie
na dwoch podstawowych diagramach:

e diagramie pracy p — v (Watt, 1720),

e diagramie ciepta T'— s (Belpaire, 1788).

Cztery wielkosci p, v, T, s zwane w termodynamice parametrami termo-
dynamicznymi lub parametrami stanu graja podstawows role w for-
mutowaniu rownan konstytutywnych stanu sprezystego. Sytuacje utrud-
nia fakt, iz nie potrafimy mierzy¢ entropii wtasciwej bowiem jak dotad nie
znaleziono entropomierza. Potega termodynamiki ptynéw sprezystych bierze
sie z faktu, iz istnieje konsensus pomiedzy modelami numerycznej temo-
mechaniki i eksperymentatorami co do tego, ze tego samego ci$nienie i tej
samej temperatury uzywaja obie strony!%

99J. KESTIN, On local-equilibrium formalizm applied to mechanics of solids, Int. J.
Solids Struct. 29, 1827-1836, 1992. Pierwsza i Druga Zasada Termodynamiki, zre-
dukowane do zjawisk odwracalnych nosza nazwe I-go i II-go Réwnania Termodynamiki.

100V praktyce sporzadzajac wykresy pracy p-v i ciepta T-s dopuszczamy, aby byly to
diagramy dla calkowitych ci$nien (odwracalne + nieodwracalne), calkowitych objetosci
wladciwych, catkowitych temperatur i catkowitych entropii wtasciwych.
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Roéwnania stanu

Wyjsciowa postaciag réwnan konstytutywnych ptynu sprezystego sa nastepu-
jace réwnania zwane réwniez réwnaniami stanu'!

P=p(v,s) (Flud), o=¢c (E‘ ‘E) (Solid), )

E

T=T(v,s) (Fluid), 7=T (¢, 5) (Solid).

Substancja ptynna lub stata posiadajaca rownanie konstytutywne w po-
wyzszej postaci nazywa si¢ materiatem sprezystym!%?. Ogrodki ptynne nie
przenosza sprezystych deformacji postaciowych (Scinania), a jedynie przenosza
sprezyste zmiany objetosci. W takim przypadku wystarcza jedynie jedna
miara deformacji ptynu, ktéra jest objetos¢ wilasciwa v = jvg. Poniewaz
j = det f, oznacza to, iz z calego gradientu deformacji (potrzebnego dla
okreslenia i zmierzenia deformacji ciata statego) w ptynach roboczych wazna
jest jedynie zmiana objetosci czyli wyznacznik j. Ciato stale, majace wstepna
sprezystosé i wstepny modut sprezystosci moze przeniesé sprezyste deforma-
cje postaciowe i objetosciowe, stad sprezysty strumien pedu ma forme diady
naprezen sprezystych

P 7 p(v, s) T cialo plynne

= (U.144)

Q7

R > > .
o= (e, s) ciato state,

gdzie miara deformacji Almansi € (symetryczna, poniewaz symetrii wymaga
model kontinuum Cauchy’ego) okreslona jest przy pomocy gradientu defor-
macji jako:

- 1 oTe .

€= 5 (]_ — f f) = €45€; X €. (U]_45)

O tensorze entropii wlasciwej ?, w §lad za Kirchhoffem (1858)'9 zakladamy,
iz jest, podobnie jak ci$nienie w ptynie, tensorem kulistym

S=s5 [=(s6) & ® . (U.146)

1017 W. GiBBs, Graphical methods in the thermodynamics of fluids, Trans. Connecticut
Acad. 2, 309-342, 1873

102podzial materialéw o cechach odwracalnych na material hipersprezysty (nad-
sprezysty) , sprezysty i hypo-sprezysty (pod-sprezysty) dokonal C.A. TRUESDELL, The
mechanical foundations of elasticity and fluid dynamics, J. Rational Mech. Anal. 1,
125-300, 1952, errata 2, 593-616, 1953.

103R.G. KIRCHHOFF, Pogg Ann. CIII, p206, 1858.
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Analize termodynamiczng w ciele stalym réwniez mozna wykonywaé za po-
moca diagramu pracy (Watta) i diagramu ciepta (Belpaire’a). Najprostszy
przypadek otrzymujemy dla jednoosiowego rozciagania preta i wtedy:

o 10212

0= Opp€r W€z, €= =

Cata trudno$¢ modelowania sprezystych wtasnosci ciat ptynnych bierze sie
stad, iz w przeciwienstwie do ciat statych nie posiadajg one olbrzymiej wstep-
nej sprezystosei i wstepnego modutu Younga. Modul Younga ptynu (zaréwno
izotermiczny jak i izentropowy) jest réwny lub zblizony do cisnienia staty-
cznego plynu.

Cztery gléwne przemiany

Inng trudnoscia stojaca przed eksperymentalnym wyznaczeniem rownania
stanu jest duza (az cztery) ilo$¢ zmiennych, stad tez najlatwiej otrzymac jest
wykresy w warunkach, gdy dwa sposrdod czterech parametrow p, v, T, s sa
state. W zaleznos$ci od tego czy ustalone byty p, v, T', s — odpowiednio otrzy-
mujemy zwiazki konstytutywne przemiany izobarycznej, izochorycznej,
izotermicznej i izentropowej'**. Pokrycie badaniami wszystkich przypad-
kéw posrednich jest zadaniem beznadziejnie trudnym nawet dla najbardziej
pomystowego eksperymentatoral®.

Roéwnanie Clapeyrona

W literaturze znamy tylko jedno rownanie — zwane réwnaniem gazu ide-
alnego, odnoszace si¢ do wszystkich posrednich sytuacji miedzy przemiang
izobaryczng, izotermiczng i izochoryczng. Dla tego samego gazu doskonatego
rownanie to nie opisuje juz przemiany izentropowej. Mimo, iz rownanie stanu
gazu doskonatego

pv = RT (U.148)

zawiera tylko jedna stalag R (R = 287 [J/(kg°C)]| dla powierza), zwana indy-
widualng staly gazowa!'%® réwnanie to bez zadnych uproszczen opisuje stany
posrednie dla dowolnych p, v, T. Chociaz réow. (U.148) zawiera tylko pie¢

104przemiane réwnego ci$nienia Gibbs nazywa przemiang izopiestyczng, za$ przemi-
ane réwnej objetoéci- przemiana izometryczng. (izochoryczne wg Ramsay’a i Younga).
Zjawiskom dla ktorych nie zachodzi wymiana ciepta Rankine nadal nazwe adiabatycznych,
zjawiskom przebiegajacym przy stalej entropii Gibbs nadal nazwe izentropowych.

10587 czedliwie dla nas wiekszoéé urzadzen przeptywowych zbudowana jest tak aby w nich
zachodzila ktéras z dobrze pomierzonych przemian.

1067 nana réwniez jako stata Boyle’a
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znakéw, jest to najbardziej skomplikowane réwnanie konstytutywne termo-
mechaniki, stad w dyskusji nad tym réwnaniem winniSmy nie zalowaé ani
czasu ani atramentu'”.

Réwnanie(U.148) nazywamy réwnaniem stanu gazu doskonatego a doktad-
nie termicznym réwnaniem stanu gazu doskonatego. Zostato ono wyprowad-
zone przez Clapeyrona (1834)1%. Réwnanie to sumuje w jedng uniwersalng
formute réwnania konstytutywne:

e Boyle’a (1666) i Mariotte (1676) (T' = const),
e Gay-Lussaca (1802) i Daltona (1803) (p = const),
e Charlesa (1728) (v = const).

Wystepujaca w réwnaniu stanu indywidualna stala gazowa jest jednym z
kilku parametréw okreslajacych sprezysto$é gazu. Moze ona by¢ interpre-
towana jako praca potrzebna, aby w 1 kg gazu podnies¢ temperature o je-
den stopien Kelvina. Jesli modul Younga gazu rozumiany jest jako praca
potrzebna aby w 1 kg gazu podnies¢ cisnienie o jeden Pascal, to, przez
analogie, stala R moze by¢ traktowana jak termiczny modul sprezys-
tosci gazu.!%?

Roéwnanie stanu gazu doskonatego

Zauwazmy, iz termiczne réwnanie stanu (U.148) nie ma pozadanej postaci
réwnania (U.143). Jest to, bowiem réwnanie stanu odniesione do zmien-
nych extensywnych (p, T') (mierzonych na sciankach powierzchni kontrolnej),
ktorych zadaniem jest wyznaczenie zmiennych intensywnych (zaczepionych
w Srodku objetosci kontrolnej odnoszonych do jednostki masy zawartej w
elemencie ptynu). W ogdlnosci sa to réwnania:

v=ov(p,T), s=s(pT) (U.149)

107doskonate wprowadzenia znajdzie czytelnik w wielu dzietach polskich uczonych (min:
Cz. BURACZEWSKI [32], T. CHMIELNIAK [37, 41], W. GUNDLACH [112]-[114], W. JUN-
GOWSKI [136], E. KALINOWSKI [139], J. Kozaczka [169], S. MAc [196], J. MADEJSKI
[198], J. MARECKI [211], J. MIKIELEWICZ & A.RAsmus [229], S. OCHEDUSZKO [253],
J. RUTKOWSKI [314], B. STANISZEWSKI [341], J. SzARGUT [362], E. TuLIszKA [404], J.
ZAGORSKI [446])

108F, CLAPEYRON, Memoire sur la puissance motrice de la chaleur, .J. Ecole Polytech.
14, 153-190, 1834

1098cigle méwige, powinniémy podawaé¢ w jakich warunkach ta praca sie odbywa — czy
przy stalej objetosci czy stalej entropii.
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oparte o temperature i cisnienie ktore lokalnie mozna pomierzy¢ w przepty-
wie. Z pomiarem objetosci wlasciwej w przeptywie sg duze ktopoty, zas po-
miar entropii wtasciwej nie jest, na wspotczesnym etapie rozwoju sztuki po-
miaréw, mozliwy. Nie sg znane entropomierze, stad entropia wtasciwa, jedna
z podstawowych wielkosci dla sprezystego kontinuum (ptynnego i stalego)
jest okreslana w sposéb wtorny.

Objeto$¢ wlasciwa v mierzona jest tylko dla uktadéw zamknietych przy
zalozeniu réwnowagi i jednorodnoéci w calym zbiorniku!'!®. Entropia, z
doktadnoscia do statej, okreslana jest przy pomocy bilansu energii. Dla
gazu doskonaltego réownania stanu typu (U.149) (odwrécone w stosunku
do wyjsciowych réwnan (U.143)) maja postaé:

RT
b= (U.150)
p
T
s:cplnﬁ—Rlnp%—l—C’o, (U.151)

gdzie Ty, po, Cy sa pewnymi wartoéciami stanu odniesienia, ! lub w stanie
wzglednym -
2 P2
32—81—Cplnﬁ—Rhlp—1- (U.152)
W powyzszych rownaniach stanu gazu doskonatego wystepuja dwie state
sprezyste: R 1ic, (odpowiednio, termiczny modul sprezystosci gazu i cieplny
modut sprezystosdci gazu w stalym cisnieniu). W odréznieniu od ci$nienia
zewnetrznego (pomierzonego) ci$nienie uzywane w réwnaniach stanu nazywa
si¢ preznoscia, zas temperatura, w odréznieniu od temperatury zewnetrznej
(pomierzonej) nazywa sie temperatura czynnika.

Odwracalne cykle przemian

Gdy stan ciala zmienia si¢ w ten sposob, ze po przejéciu szeregu zmian
stanu ciato przyjmuje na powrdt te sama objetos¢ wiasciwa, entropie wias-

HOW pewnym sensie, pomiar objetosci wiaéciwej jest réwnie trudny jak pomiar entropii
wlasciwej i moze jedynie odbywac sie ,,poza przeplywem”. W ciele stalym mozna mierzy¢
odksztalcenie objetosciowe resztkowe i entropie resztkowa. Czy jednak w cialach plynnych
istnieje entropia resztkowa (pozostalo$é po nieodwracalnej entropii)?

17Znajomosé bezwzglednych wartoéci entropii jest wazna w tych ukladach termody-
namicznych, w ktérych zmienia sie liczba moli sktadnikéw nie z powodu wymiany masy
z otoczeniem, lecz z powodu reakcji chemicznych przebiegajacych w uktadzie. Prob-
lem bezwzglednych wartosci entropii rozwiazuje Trzecia Zasada Termodynamiki, ktéra
stwierdza, ze niezaleznie od przemiany w ktérej uklad zdaza do zera temperatury
bezwzglednej — entropia zmierza rowniez do zera bezwzglednego.
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ciwa, preznosc i temperature czynnika mowimy o ciele, ze wykonato ono obieg
zamkniety lub zamkniety cykl przemian. Punkty, wyznaczajace wykreslnie
stan ciata na obu diagramach — pracy i ciepta - przy wykonywaniu przez
ciato obiegu zamknietego powroca wtedy do potozenia poczatkowego. Czyli,
wszelkie obiegi zamkniete, wykonywane przez cialo przedstawiaja wykresl-
nie na diagramach p — v i T' — s krzywe zamkniete. Cialo (stale, ptynne),

©
-
-
—

ci$nienie
temneratura —

3 q¢qob

lylop

v
v

objgtos¢ entropia

Rysunek U.9. Obiegi zamkniete dla cyklu odwracalnych prawobierznych przemian. 7
doswiadczen Joule’a wynika qop = lop-

ktore wykonuje przemiane, nazywamy w termodynamice cialem czynnym
lub czynnikiem. Zmiana stanu, dokonywana przez czynnik wedlug réw-
nan (U.150) i (U.151), jest wymuszana przez dziatania zewnetrzne ktérymi
sa: zewnetrzna energia mechaniczna (praca zewnetrzna) i zewnetrzna en-
ergia cieplna (ciepto zewnetrzne). Moéwimy, ze praca zewnetrzna i ciepto
zewnetrzne jest doprowadzane lub pobierane od czynnika. Proces do-
prowadzania/odprowadzania pracy i ciepta zewnetrznego do czynnika jest
niezwykle skomplikowany i wieloetapowy. W procesie tym tylko czes$¢ ene-
rgii przemienia si¢ w prace i ciepto kompensowane, czyli energie wewnetrzna
czynnika. Pewna czesS¢ energii zewnetrznej zostaje zdegradowana. Ciala
zewnetrzne, doprowadzajace lub pobierajace od czynnika energie mechan-
iczng i cieplng w przemianach termodynamicznych nazywamy zrédtami pracy
lub Zrodtami ciepta. W tym procesie ptyn ma role bierna, dlatego nazywamy
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go czynnikiem roboczym. Nalezy podkresli¢, iz wykresy Watta i Bel-
paire’a beda zamknig¢te niezaleznie od tego czy proces jest odwracalny czy
tez nie, procesy nieodwracalne poznamy po tym iz zmienia si¢ z cyklu na cykl
ksztalt obszaru ktorego powierzchnia, przy niezmieniajacych sie wymuszeni-
ach pozostaje ta sama.

Eksperymentalny Pomiar Réwnan Stanu

Roéwnania stanu eksperymentalnie wyznaczamy w przemianach rownowag-
owych, podczas ktorych czynnik znajduje sie w ré6wnowadze termome-
chanicznej. Pojecie réwnowagi termodynamicznej jest trudne, ztozone i oz-
nacza wiele wiecej niz pojecie réwnowagi mechanicznej, dla ktérej potrzeba,
aby sity zewnetrzne dziatajace na ciato byty w rownowadze. Warunki rownowag-
owej przemiany okreglit Gibbs (1873) jako!!?:

1 predkosé kazdej czesci czynnika roboczego jest réwna zeru,

2 ci$nienie zewnetrzne wywierane na cialo jest rowne preznosci wewnetrznej
ciata,

3 temperatura zrodet zewnetrznych jest réwna temperaturze czynnika.

Inaczej méwiac: przemiana réwnowagowa (przy pomocy ktérej bedziemy
eksperymentalnie identyfikowaé sprezyste wlasnosci czynnika roboczego) musi
by¢ tak przeprowadzona, aby w kazdym momencie przemiany zachodzita
roOwnosé cisnienia zrodet zewnetrznych z preznoscig i réwnosé temperatury
zrodel zewnetrznych z temperatura czynnika (przy zerowej predkosci). Wt-
edy i tylko wtedy, bedziemy mogli temperature zrodta i cisnienie zréodta pod-
stawi¢ do rownania stanu i wyliczy¢ z niego state sprezyste.

W formie elektronicznej, wygodnej do przywotywania jako procedury, ist-
nieje wiele stablicowanych réwnan stanu réznych czynnikow roboczych w
tym: pary wodnej, wody, powietrza i spalin. Firmy oferujace solwer, dys-
ponujg calym wachlarzem tablic, roznigcych sie od siebie zakresem parame-
tréw, sposobem obliczania pochodnych, czy tez grafikg.!'?

H23WW oryginale wystepuje jeszcze czwarty warunek:
4. potencjal chemiczny zrédel zewnetrznych jest rowny potencjatowi chemicznemu czyn-
nika.

13Niemniej, ksiegarnie oferuja papierowe tablice Wukatowicza, wcigz liczac na klienta.
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Material Hipersprezysty

W roku 1873 Gibbs 4 w oparciu o rezultaty eksperymentéw Andrewsal!®
zaproponowat bardziej podstawowy zwiazek, z ktorego mozna obliczy¢ row-
nania stanu. Byt to zwiazek

Energii wewnetrznej — objetosci wilasciwej - entropic wiasciwej
analitycznie zapisywany jako

u=u(v,s). (U.153)

Poniewaz wszystkie trzy parametry tworzgce te powierzchnie sg parametrami
intensywnymi (na kilogram czynnika roboczego, grzewczego, chtodniczego),
Gibbs nazwal swoja powierzchnie powierzchnia pierwotna (a primitive sur-
face)'®. Z matematycznego punktu widzenia energie wewnetrzng nazywa sie

potencjatem a réwnania stanu otrzymuje sie poprzez nastepujace definicje!!”:
ou ou

= —— T=— . U.154

b ov |s=const ’ ds |v=const ( )

Energia wewnetrzna gazu doskonalego zostata wyznaczona przez Gibbsa i

wynosi
= () e (2 (U.155)
u(v, s) = - exp | — .
’ k—1\v P co )’

gdzie dwie state ¢, 1 k zwigzane sg ze stalymi ptynu sprezystego doskonatego
¢p 1 R nastepujacymi zwigzkami:

R=c,—c¢,, H:c—p, (U.156)
Cy
gdzie R — stata gazowa (Boyle, 1669), x — wykladnik Piossona (1811), ¢, —
cieplo wtasciwe przy staltym cisnieniu, (Clapeyron, 1834), ¢, — ciepto wtas-
ciwe przy stalej objetosci (Rumfold, 1781).

U4 W, GiBBS, Trans. Connecticut. Acad. 2, 1873, p 382

5], ANDREWS, Phil. Trans. Royal Soc. London, 159 (1869), p 575.

160ryginalne oznaczenia Gibbsa sg inne min. v =€, s = 9, T = 6. Clerk Maxwell
— podowczas 45-letni profesor fizyki eksperymentalnej w Cavendish Laboratory, byl
pod takim wrazeniem pracy Gibbsa, iz wykonal gipsowy model powierzchni dla energii
wewnetrznej wody dla stanu gazowego, cieklego i stalego, ktéry nastepnie przestal Gibb-
sowi do Yale. Model ten mozna obejrze¢ w muzeum Yale University. Wzajemne relacje
miedzy réwnaniami stanu (U.143) a réwnaniami (U.154) sg trudne do wytlumaczenia.
Réwne trudnoéci napotykamy tlumaczac powody, dla ktorych energia w winna by¢ bilan-
sowana.

177nak minus bierze sie z faktu, iz powickszanie objetosci wlaéciwej powoduje spadek
ci$nienia (znak plus zostawiamy dla naprezen rozciagajacych)
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Kazdy material hipersprezysty jest rowniez materiatem sprezystym. Dal-
sze informacje o sprezystych wlasnosciach czynnika roboczego zawiera uzu-
pelienie U2.3 i U2.4!18

Material Hyposprezysty

Materialy hyposprezyste (pod-sprezyste) maja réwnania stanu w formie
przyrostowe] (predkosciowej) w czasie. W termodynamice klasycznej nosza
one nazwe materialéw poéldoskonalych. Stosowanie tych rownan dla
przemian miedzy stanem (1) i (2) zawsze wymaga wycatkowania przyros-
towych réwnan stanu w czasie rzeczywistym (dynamika) lub w czasie obli-
czeniowym trwania przemiany réownowagowej z (1) do (2) .

W literaturze Termodynamiki hyposprezyste réwnania stanu dominuja
nad sprezystymi i hipersprezystymi. Bierze si¢ stad, ze termodynamika
techniczna preferuje zapis w przyrostach dp, dT, dv, ds., stad jest wiele liter
" d”w kazdym podreczniku termodynamiki klasycznej'!®.

Przyktadem materiatu hyposprezystego jest materiat okreslony dwoma
przyrostowymi réwnaniami stanu, ktéorymi sa odpowiednio:

cdl'+pdv=0 1 ¢, dI'+vdp=0. (U.157)
Réwnania te po podzieleniu stronami prowadza do

cp wvdp

= U.158
C,U pd'U ) ( )
czyli
d d
ke =L (U.159)
voop

Jest to przyrostowe, hyposprezyste réwnanie przemiany adiabatycznej gazu
doskonatego, ktére po scatkowaniu otrzymuje forme réwnania materiatu sprezys-

tego izentropowego
pv™ = const (U.160)

H8Najezeéciej w praktyce obliczeniowej uzywa sie réownania (U.152) jako kalorycznego
réwnania stanu typu u = ¢, T, zezwalajacego bilans energii wyrazi¢ poprzez temperature.
Nazwa kaloryczne wywodzi si¢ od stosowanej dawniej jednostki iloéci energii — kalorii.
Nazwa ta oznacza ze do okreslenia tego rownania stanu konieczny jest pomiar ilosci ciepta
w kalorymetrze. W polskim stownictwie uzywano stowa: cieplostka.

W9 itery d wystepuja z rozmaitymi przekreéleniami, daszkami, kéteczkami, i innymi
symbolami rodem z puszczy afrykanskiej. W niniejszej pracy przedstawiamy wersje ter-
modynamiki ,oczyszczona” z tego rodzaju matematycznych wytrychéw myslowych.
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w ktorym stata nie jest okreslona, co mozemy czyta¢: nie kazdy material
hyposprezysty jest materiatem sprezystym.

U.1.4.8 Ukltad Klasycznych Réwnan Opisujacych

Po okredleniu réwnan bilansu, zdefiniowaniu rownan konstytutywnych,
oraz okresleniu réwnan kinematycznych, mamy wszystkie elementy diagramu
Tontiego U.113, stad jesli zachodzi taka potrzeba (nie wystepuje ona w Nu-
merycznej Termomechanice) mozemy wyrazi¢ podstawowy uklad réwnan bi-
lansu, w formie zwartej, w zmiennych zachowawczych. Pierwowzér takiego
postepowania to réwnania Naviera-Stokesa i Fouriera-Kirchhoffa, ktore sa
oparte na modelu ptynu lepkiego Newtona i liniowego prawa przewodnosci
cieplnej Fouriera. Tradycyjne, rownanie Naviera-Stokesa jest pewnym syn-
onimem roéwnania bilansu pedu, a réwnanie Fouriera-Kirchhoffa synonimem
rownania bilansu energii. Uzywanie tych nazw oznacza réwniez, iz rozwiazy-
wany problem tréjwymiarowy.

Wyprowadzenie tych rownan i pdzniejsze ich uzywanie, ma dzis juz znacze-
nie tylko historyczne i stuzy jako ¢wiczenie dla wnikliwego studenta — przy-
pomnijmy, ze narzedzia numerycznej Termomechaniki maja struktura dia-
gramu Tontiego, stad numeryka, oparta o rachunek macierzowy, nie wyko-
rzystuje " przeksztatconych réwnan”. Jedynym przeksztatceniem réwnan jest
przejscie z podstawowego wektora zmiennych niewiadomych u na wektor zmi-
ennych podstawowych @) lub ®, ktory przedstawia diagram ponizej. Zmienne
@, ® nazywamy zmiennymi podstawowymi (obliczeniowymi). Ich wybor
zalezy od rodzaju stosowanej metod catkowania réwnan bilansu, oraz od typu
roOwnan stanu, ktére posiadamy dla konkretnego materiatu. Oprdcz zmien-
nych @, ® stosowane sa réwniez zmienne charakterystyczne W (zwiazane
z wektorami wlasnymi macierzy Jacobiego strumieni konwekcyjnych — jest
to trowymiarowy odpowiednik jednowymiarowej ,metody charakterystyk”)
oraz zmienne entropijne V (zwiazane z symetryzacja réwnan bilansu)

Przypomnijmy podstawowy uktad réwnan:

I. Réwnania kinematyki

1
(grad @ + grad' o) = = (1@ V + V ® ¥) = d;;¢; ® €

d= 5
g=gradT =VT =T;¢

N | —

II. Ré6wnania konstytutywne
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Zmienne p
zachowawcze Zmienne Q- vV
/ podstawowe T
Y2
Q=<
e
p \
zmienne P
podstawowe @ = v
T

Rysunek U.10. Trzy podstawowe zmienne uzywane w Numerycznej Dynamice Plynow.

Zjawiska niesprezyste:

Ptyn niutonowski =\, ? +24 2 ]H%: 0
Przewodzenie Fouriera ¢=\Aj, ¢'=0, ¢ =0

Zjawiska sprezyste:
Termiczne réwnanie stanu  p =p(p, T)
Kaloryczne réwnanie stanu  u = (T, p) lub w=wu (T, p)

Réwnanie stanu  p = p(p, T) 1% oraz e=u-+1/20

120przyktadem takiego réwnania jest réwnanie dla suchej pary wodnej H.L. CALLANDERA

i1 R. MOLLIERA:
1 T 1.45 6031p?

— =0.04611— — 31 135
p (705 (760)

gdzie ci$nienie p w barach, temperatura T w stopniach Kelvina a gesto$¢ w kg/m3. Dla

wody obowigzuja rownania R.PLANCKA:
1/2
a—bT\> 4
()
C C

gdzie a = 10630, b = 0.02375, ¢ = 8350, p w atm, T w °C, gestos¢ w [g/cm3].

a—bT
2p3 = +

c



U.1 Uzupelnienia Wyktadu Pierwszego 187

ITI. R6wnania bilansu

masy
Op + div (pv) =0,
pedu
8t(p17)+<p17® 17—|—p[) :div(? )+ b,
energii

O (pe) + div (p {e—kﬂ 17) = div(?cﬁ—kq%) + pb - 7.

Dokonajmy teraz kilku przyktadowych podstawien wg schematu I — II —

I1I dazac do wyrazenia uktadu réwnan bilansu w zmiennych podstawowych
Q lub .

Bilans Masy w zmiennych ¢ = (p, v, 7T)

Podstawiajac do réwnania bilansu masy wyrazenie na p = p (p,T) otrzy-
mujemy bezposrednio:

0 orT
UpTa—]; +UTPE +U- [UpTVp+ UTpVT] + ,O(p, T) divi =0, (U'161>

gdzie v,r = (9p/0p)r,  vrp = (9p/dp)), sa zmiennymi wspolezynnikami'?!,

Réwnanie Naviera — Stokesa czyli Bilans pedu w zmiennych @) =
(p. ¥, T)

W znalezieniu tego rownania najwazniejszy jest czton z dywergencja naprezen

lepkich:

div 7= div [My T +2p d| = A [grad (divd) T +div (7)div 7]+

+pdiv [grad? + gradTﬂ = Agrad (div @) + p V*0 + pdiv (gradTﬁ) ,
(U.162)

121Takie réwnania sa wykorzystywane do rozwiazywania zagadnien przeplywéw dwufa-
zowych przy uzyciu metody SIMPLE lub Runge-Kutty, gdzie same wspdlczynniki sa stabli-
cowane w postaci podprograméw.( patrz: M. BANASZKIEWICZ, Zjawiska powierzchniowe
w nieréwnowagowych przeptywach wody z heterogenicznym odparowaniem rozpreznym,
ZN IMP 506/1465/99 str 1-157, 1999 (Praca Doktorska), D.KARDAS, Z. BILICKI,
Zbior funkcji termodynamicznych dla obszaru metastabilnego wody i pary, ZN IMP,
449/1399/95, 1-136, 1995)
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we wspotrzednych kartezjanskich powyzsze wyrazenie upraszcza sie:

i e (2N e = D2 (25) e (220w (2]
S \9x; V) D0 \ Oy 8 Ox;j O ! uaxj Or; h

(U.163)
Pamietajac, iz w mysl zalozenia Stokesa A\ = —%,u po podstawieniu do réw-
nania pedu otrzymujemy roéwnanie Naviera-Stokesa:

O (pv)+div (pv ® ¥)+gradp = A grad (div 0) + V> + pdiv (grad” o) +pb,
(U.164)
ktore dla ptynu niescisliwego p = const, div v = 0 sprowadza sie do :

p 0y (0) + p(grad ) = —gradp + uV?*o + pdiv (gradTﬁ) + pb. (U.165)

Zas po podzieleniu przez gestos¢ i wykorzystaniu definicji pochodnej mate-
rialnej mamy:

%6: —%grad p +v=p/pV7 + vdiv (grad"0) + b, (U.166)
gdzie v = p/p jest wspédlezynnikiem chetnie uzywanym w analitycznych
przeksztatceniach i obliczeniach. Nadano mu nazwe wspoélczynnika lep-
ko$ci kinematycznej. Po podstawieniu réwnan stanu p = p(p,T) réw-
nanie pedu jest catkowicie wyrazone tylko przy pomocy wektora zmiennych
podstawowych Q).

Roéwnanie Fouriera-Kirchhoffa, czyli Bilans energii w zmiennych
Q= (p, ¥,T)

122 Zauwazmy, ze pochodna materialna energii sprezystej, z uwagi na
u = u(T,v) wynosi

d ) L ou ou| .
Pt = O (pu) +div (puv) = p <(‘3T ) + 9 TU> , (U.167)
poniewaz (patrz U2.3)
ou op ou
a0, [ (8T> ) p] oraz oo ) Cy (U.168)

1223 FOURIER, Theorie Analytique de la Chaleur, Paris, 1822 G. KIRCHHOFF,
Ueber den Einfluss der Warmeleitung in einem Gase auf die Schallbewegung, Ann Physik
134, 177-193, 1868
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to réwnanie energii catkowitej przybierze posta¢ Fouriera-Kirchhoffa na
pole temperatury:

d 0 72 . v? P\ .|
pPCy— T+§{( —l—F)}—l—dlv[p(?%—FjL;)v]
— o (PN Z o) Lok MivieradT) + (U.169)

2
+div [—g,u(divff)ﬁ—i- p(Ve® v+ 17®V)17] :

Jest to réwnanie energii wyrazone tylko poprzez zmienne podstawowe () =
(p,0,T). Mozna je dalej przeksztatlcaé¢ wykorzystujac réwnanie ciaglosci,

bowiem: g 41 Ld
P .o
PV = P (p) divo (U.170)

Dla gazu doskonatego termiczne réwnanie stanu ma posta¢ pv = RT stad

czlon: 3
1%
g (6T> .

upraszcza sie. Dla ptynéw nieruchomych, nie umieszczonych w polu cigzenia
rownanie Fouriera-Kirchhoffa przybiera klasyczna postaé

pcv%T = A\AT. (U.172)

—p(v,t)=0 (U.171)

Inng postaé¢ réwnania Fouriera-Kirchhoffa uzyskamy wychodzac z bilansu
energii cieplnej (U.75) lub (U.80):

p%u = divq — (?C —p ?) -grad 7. (U.173)

Korzystajac z (U.167), (U.168), (U.170) otrzymujemy
d a —C
pcvdtT = divg — T <8_§) ‘Udivﬁ — (7‘ -gradﬁ) : (U.174)
Jest to réwnanie bilansu energii cieplnej wyrazone w zmiennych Q = (p, 0, T) .

Upraszczajac rownanie konstytutywne na ¢ do réwnania Fouriera, a dy-
fuzyjny strumient pedu do strumienia lepkiego wyrazamy (U.174) jako:

d 0
pcvd—tT = Adiv [gradT| - T <%)v divd + 2D, , (U.175)
gdzie D, = — T grad v = — T 2: —T7;;di; jest ta czescig funkcji dysypa-

cyjnej Rayleigha ktéra odnosi sie do lepkosci ptynu.
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U.1.4.9 Kryteria Podobienstwa Przeplywéw

Producent urzadzenia przeptywowego, wprowadzajac swoj wyrob na rynek
musi poda¢ w sposob zwarty jego charakterystyki integralne, potrzebne z
kolei nabywcy-inwestorowi do obliczenia pracy catosci inwestycji. Przyktad-
owo, producent wentylatora promieniowego, przeznaczonego do celéw odpyla-
nia stanowiska roboczego winien dotgczy¢ do urzadzenia jego charakterystyki
w oparciu, o ktére projektant dobiera pozostaty czes¢ instalacji. Podsta-
wowymi charakterystykami wentylatora (podobnie innych urzadzen przeply-
wowych) sa (Rys.U.11):

e krzywa spietrzenia w funkcji objetosciowego wydatku Ap = f(V (nr 1)

e krzywa sprawnosci w funkcji objetosciowego wydatku n = f(V (nr 2)

e krzywa zuzycia mocy N, = f(V (nr 3)
e krzywa oporéw urzadzenia i instalacji Ap,, = f (V (nr 4)

7 powyzszych wykreséw wynika ze zakres pracy 0 < V < Vj jest niestate-
czny oraz ze punkt przeciecia sie krzywej spietrzenia z krzywa oporéw (A)
jest nominalmym punktem pracy. Sposéb pomiaru powyzszych krzy-
wych opisany jest stosownymi normami i stanowi on powazne!?® zadanie dla
eksperymentalnej termodynamiki. Producent opracowywuje réwniez rodzing
krzywych spietrzenia w zaleznosci od dtawienia przeptywu poprzez ogranicze-
nie przekroju klapami umieszczonymi w przewodach (krzywe 4’,4,4”). Ten
wykres charakteryzuje mozliwosci regulacyjne wentylatora i podaje jego maksy-
malne mozliwosci regulacji dlawieniowej (ilogciowej) V! < V' < V7 lub przez
zmiane obrotow ( Vi3 > Ve > Vi3). Charakterystyki takie dotaczone sa
do sprzedawanego urzadzenia w postaci elektronicznej wygodnej do uzycia
w obliczeniach projektowych 0D.

Pomierzenie i opracowanie charakterystyk dla wentylatora przettacza-
jacego powietrze atmosferyczne o maksymalnym sprezu dochodzacym do
1000 Pa i wydatku objetosciowym do 5 m?/s nie przedstawia wigkszych trud-
nosci dla laboratorium badawczego posiadanego przez producenta. Ale opra-
cowanie charakterystyk dla wentylatora przettaczajacego gorace gazy pro-
dukowane w ilogci 50 m? /s stanowi olbrzymi problem techniczny i finansowy.
Podobne problemy napotykaja producenci innych urzadzen przeptywowych
np. producent zaworéw odcinajacych pary $wiezej o parametrach T=600°C

1237adanie to na ogdl zlecane jest wyspecjalizowanej firmie badawczej. Stowo ,,powaznie”
dobrze oddaje wage i skale probleméw technicznych i finansowych.
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Rysunek U.11. Podstawowe charakterystyki wentylatora

i p=30 MPa pracujacym nominalnie dla wydatku m = 180kg/s, lub pro-
ducent pompy wysokoci$nieniowej (80 MPa) w ktérej czynnikiem roboczym
jest woda z piaskiem.

Liczby Kryterialne

7 uwagi na olbrzymie gabaryty urzadzenia i koszt jego budowy i badan,
pomiary charakterystyk przeprowadza sie na prototypach w skali od 1:2
do 1:20. Czesto zmienia sie¢ rodzaj czynnika roboczego, zastepujac drogi
czynnik oryginalny tansza podrobka. Zmienia si¢ réwniez parametry pracy,
cisnienie nominalne, temperature i masowy wydatek kierujac sie tu tanszymi
urzadzeniami pomiarowymi. Powstajg dwa podstawowe pytania:

e Jakie warunki nalezy spetni¢ aby przeptyw w modelu fizycznym byt
podobny do przepltywu w obiekcie rzeczywistym?

e Jak przejs¢ z charakterystyk otrzymanych na modelu fizycznym do
charakterystyk rzeczywistych?

Odpowiedzi na powyzsze pytania daje Teoria Podobienstwa Przeplywéw
bedaca jedna z gtéwnych branz Eksperymentalnej Termomechaniki Ply-
néw.'?*  Eksperymentatorzy chetnie siegaja do opracowanych przez siebie

124Patrz: M. TRELA, Wymiana ciepla i masy w przeplywie mgtowym, Zesz. Nauk. IMP
PAN, 154/1069/83, 1983

L.L. SEDOV, Analiza wymiarowa I teoria podobienstwa w mechanice, WNT, Warszawa,
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bezwymiarowych ,Liczb Kryterialnych”. Sg one obmyslane w celu utrzyma-
nia podobienstwa przeptywow. Inaczej mowiac dwa przeptywy beda podobne,
jesli beda miaty identyczne liczby kryterialne typu liczba Macha, Reynoldsa,
Prandtla, Nusselta, Eulera, etc.

Gléwnym zadaniem technicznym, jakie ma przed soba Teoria Podobien-
stwa Przeplywéw polega na zagwarantowaniu w miare pelnego podobien-
stwa przeptywéw. Podobienstwo geometryczne (doktadnie wykonany model
w skali) jest podstawowym warunkiem i pierwszym wymaganym podobiefist-
wem. Wykonanie modelu ze $ciankami o podobnej od oryginatu chropowa-
tosci jest, na ogdt, najtrudniejsza czescig zadania.

Innym podstawowym warunkiem podobienstwa przeptywu jest takie do-
branie lepkosci modelowego plynu roboczego, aby otrzymaé te same opory
przeptywu i te same sity tarcia. Trzeba pamietac, ze z oporami zwigzana
jest réwniez odpowiednia chropowato$¢ powierzchni modelu. Gdyby opory
ruchu w dwéch geometrycznie podobnych przeptywach spowodowane byty
wytacznie lepkoscig czynnika to posiadanie przez oba przeptywy tej samej
bezwymiarowej lepkosci gwarantowaloby podobienstwo sit tarcia i oporow.
Bezwymiarowa lepko$¢ nazywana jest rowniez liczba Reynoldsa (Re). Liczba
ta, mimo iz lepkos¢ w przeptywie niewiele sie zmienia (w zaleznosci od tem-
peratury), jest wielkoscia lokalna zmieniajaca swa warto$¢ od punktu do
punktu. W jezyku potocznym, przyjeto si¢ jednak mowic o liczbie Reynoldsa
jako o liczbie integralnej okreslanej w odniesieniu do warunkéw na wlocie do
urzadzenia.

Podobnym beda te przeptywy, ktoére maja podobne pola predkosci. Bezwymi-
arowa liczba, ktéra zapewnia podobienstwo pola predkosci (tylko dlugosci
wektora predkosci nie kierunki) jest liczba Macha, ktéra okresla stosunek
dhugosci wektora predkosci do lokalnej predkosci dzwieku. Liczba ta jest
okreslona albo jako lokalna liczba w kazdym punkcie przeptywu albo jako
globalna liczba odniesiona do warunkow integralnych na wlocie do urzadze-
nia.

Podobnym beda przeptywy, ktoére maja podobne pola gestosci ptynu
roboczego. Gestosé wystepuje w roznych aspektach, jednak najwiecej ob-
jawia sie w wielkosci sit bezwladnosci. Sity te odniesione do ci$nienia defini-

1968
J. Z1EREP, Kryteria podobienistwa i zasady modelowania w mechanice plynéw, PWN, W-
wa, 1979



U.1 Uzupelnienia Wyktadu Pierwszego 193

uja bezwymiarows liczbe Eulera. Bezwymiarowy zwiazek gestosci i przy-
spieszenia ziemskiego nosi nazwe liczby Froude’a.

Musimy zapewni¢ rowniez warunki podobienstwa sprezystych cech ptynu,
typu ciepto wtadciwe przy statej objetosci i stalym cisnieniu. Bezwymiarowsa
liczba pojemnosci cieplnej jest liczba Gertza.

Oba poréwnywane pltyny musza mie¢ podobng rozszerzalno$é¢ cieplna.
Bezwymiarowym wspotczynnikiem rozszerzalnosci cieplnej jest liczba Grashofa.

W plynach barotropowych, zmiane gestosci cieczy w zaleznosci od cisnienia
okresla termiczne rownanie stanu. Oba poréwnywane plyny beda wiec mi-
aly te sama zaleznos$¢ konstytutywna, jesli beda miaty identyczng liczbe
Archimedesa.

Aby oba poréwnywane ptyny byly podobne musza mie¢ podobne prze-
wodnictwo cieplne. Bezwymiarowym wspoétczynnikiem przewodzenia ciepta
jest liczba Prandtla.

Jesli w porownywanych przeptywach mamy do czynienia z mieszaninami
w ktérych zachodzi dyfuzja jednego ze sktadnikéw to aby zapewnié¢ podo-
bienstwo nalezy zapewni¢ réwno$¢ bezwymiarowego wspotezynnika dyfuzji
zwanego liczbg Schmidta.

Powyzszy proces rozumowania rozciggamy na wszystkie inne state kon-
stytutywne definiujgce wlasnosci materiatu. Przyktadowo, w ptynie nie-
newtonowskim posiadajacym trzy lepkosci ki, kg2, k3 (U.129) wystepowaé
beda trzy bezwymiarowe wspoétczynniki lepkosci, ktore sa nazywane pier-
wszg, druga i trzecia liczba Reynoldsa. Oznacza to, iz rézne zjawiska
fizyczne majg rézne state w modelu matematycznym — te stale wyrazone w
sposob bezwymiarowy tworza rozne liczby kryterialne. Jesli stata bezwymi-
arowa tego samego wspotczynnika otrzymywana jest w rozny sposob to otrzy-
mane w ten sposob liczby kryterialne sa od siebie zalezne. Przyktadem
takiego zwigzania sg liczby Nusselta i Stantona okreslajace bezwymi-
arowy wspotczynnik przejmowania ciepta.

Ponizej podajemy tabele, w ktorej przedstawiamy liczby kryterialne i
zjawiska im odpowiadajace.
Wrzenie
Liczba Jakoba,
Wypor
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Liczba Archimedesa, Russela
Kapilarnosé

Liczba Webera, Levertta, Kossovicha
Sity Osrodkowe

Liczba Ekmana, Taylora, Rossby
Reakcje Chemiczne

Liczba Arrheniusa, Damkohlera
Kondensacja

Liczba Mc Adamsa, Jacoba, Gukhmana
Konwekcja

Liczba Grashoffa, Rayleigha, Marangoni
Dyfuzja masy

Liczba Lewisa, Darcy

Przewodnictwo cieplne

Liczba Prandtla, Nusselta, Stantona, Plecleta
Sity Ciezkosci

Liczba Froude, Galileusza, Stokesa
Radiacja

Liczba Boltzmanna, Stefana.

Napiecie powierzchniowe

Liczba Webera

U.1.4.10 Odwracalny i nieodwracalny potencjat

Oprocz przedstawionego tu klasycznego podejscia opartego na fenomuna-
logicznych bilansach masy, pedu i energii w termomechanice stosowane jest
podejscie wariacyjne, w ktérym nie sg wymagane jakiekolwiek informacje o
bilansach masy, pedu i energii a cato$¢ informacji o réwnaniach modelu tkwi
w postaci funkcjonatu energetycznego, ktérego minimalizacja jest zwigzana z
rozwigzaniem kompletu réwnan bilansu masy, pedu i energii. Opréocz energii
kinetycznej, potencjalnej funkcjonal taki zawiera zwykle

e cnergic wewnetrzng u — zwang potencjatem zjawisk odwracalnych,
e energie dyssypowana D — zwang funkcja dyssypacyjna Rayleigha.

W podejsciu wariacyjnym moze sie zmieni¢ status rownania energii, ktoére
moze stac si¢ tylko pewna tozsamoscia, zas jego role zaczyna przejmowac row-
nanie bilansu entropii wtasciwej. Podejscie uzywajace u i D, ma duzo wspol-
nego z oryginalnymi zasadami wariacyjnymi Gilbsa, jest ostatnio coraz czes-
ciej uzywane w literaturze zwtaszcza, gdy stosujemy modele opisowe bardziej
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ztozone czynniki robocze (np. ciekle krysztaly). Wstep do metod waria-
cyjnych termomechaniki ptynéw znajdzie czytelnik w monografii Stanistawa
Sieniutycza oraz w licznych jego artykutach 2.

Znaczenie energii wewnetrznej

O energii wewnetrznej wlasciwej u [J/kg] wspomniano juz przy okazji
rownan bilansowych i hipersprezystych rownan konstytutywnychstan ptynu
roboczego. Wielkos¢ ta jest trudna do sprecyzowania, nie jest bezposrednio
mierzalna, zakltada sie o niej, ze magazynuje sprezyscie rézne formy ene-
rgii, ktore w niewidocznym, nierozpoznawalnym dla nas sposobie ulegaja
ciggtej konwersji. Energia wewnetrzna nabrata znaczenia, jako pojecie pier-
wotne termomechaniki, od momentu gdy Carnot w 1824 roku uznat ja za
najwazniejszg ceche czynnika roboczego- cecha, ktéra musi byc zachowana w
cyklu termomechanicznych przemian.

Znaczenie funkcji dysypacyjnej Rayleigha

Obok energii wewnetrznej u , drugim waznym potencjatem na ktérym
zasadza sie modelowanie przeplywéw jest potencjal Rayleigha 126 &. Jegli
potencjal energii wewnetrznej jest odpowiedzialny za zjawiska catkowicie
odwracalne (sprezyste) to potencjatl dysypacyjny Rayleigha odpowiada za
catkowicie nieodwracalne zjawiska. Potencjat dysypacyjny ® , interpretowany
jest jako wydajnosé zrodta dysypujacego (degradujacego) energie dysponowana,
(wewnetrzna, zwiazana (przettaczania), kinetyczna i ciazenia). Ma on sto-
sunkowo przejrzysta strukture. Jesli bowiem w réznych rownaniach bilansu i
ewolucji mikrostruktury wystepuja zjawiska nieodwracalne to w réwnaniu bi-
lansu energii catkowitej wszystkie sktadniki dysypujace maja swe odpowied-
niki wymiany i konwersji tak ze w efekcie finalnym zanika Zrédto energii
catkowitej w mysl zasady iz energia z niczego nie powstaje lecz zmienia tylko

1258 SiENtUTYCZ, Conservation Laus in Variational Thermo-Hydrodynamics, Kluwer
Academic Pub. Dordrecht, 1994.
S. SIENIUTYCZ, From a least action principle to mass action law and extended affinity,
Chem Eugug Sci. 42 2697-2711, 1987
S. Sieniutycz , The variational principle replacing the principle of minimum entropy pro-
duction for coupled nonstationary heat and mass transfer processes with convective motion
and relazation , lut. J. Heat Mass Transfer, 23, 1183-1193, 1980
S. SIENIUTYCZ Podejscie wariacyjne w termodynamice nieréwnowagowej, Wspolczesne
kierunki w Termodynamice, eds. Z.Bilicki, T' Mihelewa, S. Sieniutycz, wyd. IMP PAN,
H9-156,2001

1263 S. RAYLEIGH, Some general theories relating to vibrations, Proc. Lond. Math. Soc.
4, 357-368, 1873
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swoje postaci. Wymiarem ® jest objetodciowy strumien energii [J/m3].

Beda w funkcji dysypacyjnej wystepowaé strumienie dyfuzyjne F* (wek-
tory — strumien ciepta i tensory — lepki strumiert pedu) pomnozone przez gra-
dienty wielkosci podstawowych (bilansowanych) oraz iloczyny nieodwracal-
nych zrédet i wielkosci podstawowych. Z matematycznego punktu widzenia
,wnetrze” funkcji dysypacyjnej ® sktada sie ze skalaréw, wektorow i tensorow
drugiego a czasami nawet i wyzszego rzedu.:

®=iJaXa+i£-Xb+i35-)?020, (U.176)
a b c

gdzie sumy rozciagaja sie po indeksach a, b, c.

Nauks, ktéra szczegdlnie zajmuje sie badaniem zjawisk nieodwracalnych
(nieréwnowagowych) jest Termodynamika Nieré6wnowagowa. Nazywa

ona strumienie i nieodwracalne Zrédta ( J,, I, 76 ) uogdblnionymi strumieni-
ami termodynamicznymi, za$ wystepujace w iloczynach Sity” ( X, )Z'b, X.)
nazywa bodzcami termodynamicznymi. Wyrazajac stownie (U.176) méwimy,
ze funkcja dyssypacyjna Rayleigha jest suma iloczynéw bodzcow termody-

namicznych X, = ( X4, X},, X, ) iskoniugowanych z nimi uogélnionych stru-

mieni J, = (Ja, fb, (jc> . Dobér bodzcoéw termodynamicznych i uogélnionych
strumieni termodynamicznych jest taki iz w stanie réwnowagi termodynam-
icznej, tzn. wtedy gdy zanikajg bodzce X, = 0, jest réwna zeru réwniez
funkcja dysypacyjna.

Uogolnione strumienie J,, rozumiane jako skutki dziatania bodzcéw ter-
modynamicznych sg, w ogdlnym przypadku funkcjami wszystkich bodzcoéw
Xp, a # [ iich gradientéw przestrzennych grad X, i czasowych 9;X,. Dlat-
ego postulowane réwnanie konstytutywne miedzy grad X, i J, maja najczes-
ciej nastepujaca postac:

0P 0P 0P 0P
Jo = = —div| =) - 0| === ), U.177
X, 0X, (WXa) t (83tXa) T
gdzie przez 6‘% oznaczono uogo6lniona pochodna wariacyjna Volterry ktéra

dopuszcza rézniczkows postaé rownania konstytutywnego i jego nieliniowosc.
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Klasycznymi zwigzkami fenomenologicznymi sg liniowe zwigzki Onsagera!?”

o
Ja= gy = Les X, (U.178)

opartej na klasycznej, oryginalnej funkcji dysypatywnej Rayleigha majacej

posta¢ kwadratowa
1

o = §LaﬁXaX5. (U.179)
Macierz wspotcezynnikéow fenomenologicznych L, g dopuszeza efekty krzyzowe
miedzy strumieniami i bodZcami, ale tylko tego samego rzedu oraz rzedu o
dwa mniejszego 1 dwa wigkszego (np. skalar i tensor drugiego rzedu, wek-
tor i tensor trzeciego rzedu). Dla kontinuéw izotropowych efekty krzyzowe
ogranicza tzw. Zasada Symetrii opracowana przez P. Curie (1894), ktéra
mowi, ze w osrodku izotropowym nie moga na siebie wptywac wielkosci ten-
sorowe réznigce sie o nieparzysta liczbe rzedéw 128, Efekty krzyzowe na-
jezesciej wystepuja miedzy zjawiskami opisywanymi bodzZcami wektorowymi
takimi jak:

e liniowe prawo Fouriera przewodzenia ciepta,
e liniowe prawo Ohma przewodnictwa pradu elektrycznego,
e liniowe prawo Ficka dyfuzji sktadnikow.

Lars Onsager (1931) zauwazyl, ze wspotezynniki fenomenologiczne spelniaja
prawo symetrii
Los = Lga - (U.180)

W analogii do zjawisk sprezystych dla ktoérych istnieje potencjal (hiper-
sprezystych) w postaci energii wewnetrznej u, mozna powiedzieé, iz material
dla ktorego istnieje potencjat dysypatywny w postaci funkcji Rayleigha jest
materialem hiper-dysypujacym.

1277, ONSAGER, Reciprocal relations in irreversible processes, Phys. Rev. 37, 405-426,
38, 2265-2279 (1931)

128p  CURIE, Sur la symetrie dans les phenomenes physiques symetrie d’un champ elec-
trique et d’'un magnetique, J. Physique, 3, 393-415, 1894
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Janusz Badur

Pie¢ wykladéw ze wspodlczesnej termomechaniki
plynow

(skrypt dla studentéw 1ZK)

U.1.10

Szczegbdlowe wyprowadzenie bilansu energii w postaci
inzynierskiej (3D — 0D)

Bilans energii scalkowany w objetosci urzadzenia energetycznego — Definicje
wielkosci integralnych 0D — Definicje strumieni energii 0D — Definicje strumieni pracy,
ciepta i pracy chemicznej — Bilans energii 0D — Przejécie do postaci przyrostowej w cza-
sie (Pierwsza Zasada Termodynamiki) — Postaé¢ integralna w czasie i przestrzeni —
Komentarz do prawa réwnowaznosci ciepta i pracy — Dowody posrednie stusznosci pier-
wszej zasady termodynamiki — Pierwsza Zasada Termodynamiki dla proceséw odwracal-
nych - Bilans energii w odniesieniu do jednego kilograma masy czynnika roboczego - Bi-
lans energii dla przepltywow izoenergetycznych — bilans energii czynnika transportujacego
cieplo i prace — Dowody posrednie stusznosci zasady zachowania energii — Réwnanie
Bernoulliego-Darcy’ego jako integralna (0D) postaé bilansu energii mechanicznej —
Termodynamiczna interpretacja réwnania Bernoulliego-Darcy’ego — Prototyp Rankine’a
dla bilansu energii mechanicznej — Réwnanie Carnota-Clausiusa jako integralna (0D)
postaé bilansu energii cieplnej — Rownanie Carnota-Clausiusa w ukltadzie przeptywowym -
Bilans 0D enegii catkowitej czyli suma réwnan Bernouliego-Darcy’ego i Carnota-Clausiusa
— Pierwsza zasada termodynamiki dla uktadéw zamknietych — Komentarze — Pierwsza
zasada termodynamiki dla uktadéw otwartych — Uwaga dotyczaca pochodzenia po-
jecia entalpii calkowitej — Bilans energii Zeunera w przeplywie — Parametry stagnacji

(spietrzenia) — Wykresy energii Molliera — Struktura integralnych bilanséw

U.1.10.1 Bilans energii scatkowany w objetosci urzadzenia ener-
getycznego

Roéwnanie bilansu energii catkowitej rozpatrywane jest w identycznym
jak poprzednio kanale. Sktada sie on z powierzchni A,,, przez ktore przenika
masa (energia chemiczna) i powierzchni A, i A, przez ktére moze przenikaé
energia mechaniczna (praca) i cieplna (ciepto). Calkujac réownanie (U.71)
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Rysunek U.12. Schemat urzadzenia energetycznego posiadajacego jeden wlot 1-1, jeden
wylot 2-2, powierzchnie grzang A,, powierzchni¢ ruchoma A,, powierzch-
nie wymiany masy A,,, oraz pozostala powierzchnie A,q

energii catkowitej (whasciwej) e +T' = u+ 30 U w obszarze V, otrzymujemy

fJf { % (pe + pzg) + div [,0 (e + % + zg) 17} = div [?C 7+ qﬂ } av
(U.181)

i po zastosowaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego i wtasnosci komu-
towania caltki przestrzennej z eulerowska pochodng po czasie, mamy

& ([t ) o [ (5245 ) g
v v

(U.182)
= [ﬁ‘?c .ﬁ+q%~ﬁ} dA.
oV
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U.1.10.2 Definicje Wielkosci Integralnych

Definiujemy dalej:
entalpie catkowitq (uogdlniong

129
le=u+-—+ 0" +29 [J/kg] (U.183)
p

oraz catkowitq energie

E= jff (pe+pzg) dV [J] (U.184)
4
straty (pse = pD + pde) (w tym sformutowaniu nie wystepuja jawnie)

AEy, = Hj pD AV [1/s] (U.185)
%

w postaci zrodet wewnetrznych energii takich jak ciepto reakcji chemicznych
i radiacji.

U.1.10.3 Definicje Strumieni Energii 0D

Przymijmy, ze strumienie dyfuzyjne energii mechanicznej 7T cieplnej
¢¢ sa pomijalnie mate w przekrojach wlotowych i wylotowych, A;, As.
Obliczenie calki powierzchniowej po powierzchniach wlotu i wylotu, daje,
analog rownania

C

([ tie (vt - )] aA + S [ (37 = pii- ) d+
o A (U.186)
+ ffaii A+ (] hoina dA =[] lic, (pat - 72)] dA,
Aq Ay, Ag

1290znaczenie i, przyjeto za GUNDLACHEM [112]. A. MILLER [234] nazywa i. energia
uogblniona. Taka definicja réwniez jest poprawna pod warunkiem, iz rozrézniamy ,.en-
ergie catkowita” (zaséb) od ,energii uogélnionej” (strumien). Entalpia uogélniona, co do
wartosci jest réwna entalpii spietrzenia, ktéra oznacza sie zwykle indeksem (o) tzn. g, co
oznacza, iz entalpie catkowita osiaga ptyn po zahamowaniu adiabatycznym bez wykonania
pracy uzytecznej do predkosci réwnej zeru i sprowadzeniu pltynu do poziomu odniesienia.

Pojecie ,entalpii” jako sumy energii wewnetrznej i energii przettaczania, wprowadzit
do termodynamiki technicznej Richard Mollier nazywajac te wielko$¢ ;Wérmeinhalt” (za-
warto$é ciepla) lub ,Totalwérme” (cieplo calkowite) i oznaczajac ja litera: i (od stowa
Inhalt). Prawdopodobnie stowo ,entalpia” wprowadzil J.Gibbs (1877). Wladystaw Natan-
son (1890) nie nadaje jej nazwy, ale oznacza litera h. W réznych jezykach termin entalpia
stosowany jest od lat trzydziestych (ang. FEnthalpy, niem. FEnthalpe). W literaturze
polskiej, za CHRZANOWSKIM [56], uzywany byl az do lat sze$édziesiatych termin cieplik,
ktorego Zrodlostéw jest jak najbardziej rodzimy [169].
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gdzie pojawia sie predko$¢ unoszenia powierzchni ruchomej @ z uwagi na
trojkat predkosci v = @ + w oraz warunek zerowania sie predkosci wzglednej
w|, = 0 na powierzchni ruchomej.

Definiujemy strumienie entalpii uogélnionej w przekrojach Ay, A, jako ([112],
str 49):

El = jj ie1 (/)1171 : ﬁg) dA, <U187)
Ay

By = H e, (pais - a) dA. (U.188)
Az

U.1.10.4 Definicja Strumieni Pracy, Ciepta i Pracy Chemicznej

Oznaczamy przez Ly, [J/s] wielko§¢é w literaturze anglosaskiej zwang
working, a w krajowej literaturze oznaczajacej moc mechaniczng (praca tech-
niczna'®® w czasie) a przez Q5 [J/s] wielko§é zwana heating, ktéra w jezyku
polsklm nazywana jest mocq cieplng (ciepto pobierania w czasie) , oraz przez
Q1 2 moc energii chemicznej (energia chemiczna nie ma krétkiej nazwy tak

Jak cieplo i praca)

Lo=—{f (a T pi- ﬁ) dA [1/3), (U.189)
Ay

Qo= [[@-7da [3/s) (U.190)

W = ff hmina dA - [J/s], (U.191)

U.1.10.5 Bilans energii 0D

Ostatecznie, dzieki powyzszym definicjom otrzymujemy integralne (na
poziomie objetosci urzadzenia), ale lokalne w czasie rownanie bilansu energii
majace ,postac¢” spojna, ale nie identyczna z postacig Pierwszej Zasady
Termodynamiki:

130Natanson uzywa okreslenia praca przeistaczania rezerwujac dla niej w oznaczeni-
ach litere L. Natomiast prace absolutna nazywa praca pobierania i rezerwuje dla niej
litere W. Powiada On, iz praca dL przeistacza sie, gdy entalpia swobodna przechodzi
w entalpie zwiazana, za$ praca jest pobierana dW gdy energia swobodna przechodzi w
energie zwiazana. Przy czym, praca pobierania jest wykonywana gdy objeto$¢ wlasciwa
sie zmienia, praca przeistaczania jest wykonywana gdy preznosé sie zmienia, cieplo jest
pobieranie gdy entropia sie zmienia oraz cieplo jest przeistaczane gdy temperatura sie
zmienia.
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0E

=R,
ot 2

B+ Q1,2 + L1,2 + an;) +
(U.192)

Rownanie to czytamy jako: Strumien energii dysponowane]j czynnika
roboczego E; wplywajacego do kanatu powiekszony:

e o prace dostarczang na powierzchniach ruchomych,
e o cieplo dostarczane na powierzchniach grzanych,
e 0 energi¢ chemiczng dostarczang na Sciankach przepuszczalnych,

e 0 przyrost w czasie energii catkowite;j

jest réwny strumieniowi energii odpadowej Ey opuszczajacej kanal.3!

Zauwazmy, iz w rownaniu bilansu energii catkowitej nie wystepuja jawnie
straty energii. W rzeczywistosci nie ma $cianek catkowicie nie przepuszczaja-
cych ciepta (np. radiacja) lub nie przekazujacych pracy (np. drgania). Stad
w strumieniach mocy cieplnej i mechanicznej, pewien maty procent catkowi-
tej energii czynnika roboczego musi by¢ utracony z uktadu i nie moze by¢
brany pod uwage w procesie konwers;ji.

U.1.10.6 Przejscie do postaci integralnej w czasie (Pierwsza Za-
sada Termodynamiki)

Trzeba sobie uzmystowi¢, iz Pierwsza Zasada Termodynamiki dotyczy
szerszego obszaru bilansowania niz kanal przeptywowy. Moze to by¢ cate
urzadzenie energetyczne, sitownia, miejska sie¢ cieplna, krajowa sie¢ ener-
getyczna, itd. W tym celu nalezy okresli¢ uktad termodynamiczny dla
ktorego bedzie wykonywany bilans energii i przyjaé¢ dla niego objetosé¢ bi-
lansowg zwang réwniez ostong diabatyczna, ktora przepuszcza wszelkiego
rodzaju energie.

Majac definicje w réwnaniu (U.192), rozwazmy system ktory posiada duza
ilo$¢ wlotow 1 wylotéw, szereg grzanych i ruchomych powierzchni, to sume
energii doplywajacej do uktadu oznaczymy jako

Nuyiot Ngrzane Nyuchome Nmasa

Eop = ZE+ ZQZJF Z L+2Qk

131Praca zewnetrzna L1,2 (moc mechaniczna) nie jest tu automatycznie utozsamiana
z praca techniczna, bowiem pojecia takie jak praca techniczna (przeistaczania) i cieplo
przeistaczania naleza do grupy pojeé zwiazanych z bilansem energii wewnetrzne;.
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Sume energii ,odptywajacej” oznaczmy przez

walotu

Bup=Y B
n=1

Bilans energii (U.192) zapisany dla tak pomyslanego uktadu termodynam-
icznego bilansowanego w ostonie zapisujemy jako:
ok

Edop + E = Ewyl-

Gdy ograniczymy si¢ do kanatu w ktorym dostarczana jest praca i ciepto, jesli
zagadnienie jest stacjonarne 0; F = 0 wtedy energia doprowadzana do uktadu
jest rowna energii wyprowadzanej z uktadu. Urzadzenia przeptywowe w ener-
getyce (kociol parowy, odzyskowy, turbina parowa, ttokowy silnik spalinowy)
stanowig uktady diabatyczne do ktérych doptywa i z ktoérych odptywa ener-
gia w sposob ciaggly. Jesli po rozruchu urzadzenia osiagnie ono stan ustalony,
O,F = 0, to woéwczas strumienie energii doptywajace do uktadu sa réwne
strumieniom energii opuszczajacej uktad

Edop = Ewyl .

7 powyzszego rownania wynika, ze nie mozna skonstruowa¢ maszyny pracu-
jacej ciagle, ktora by oddawata na zewnatrz prace mechaniczna Ewyl = —Z.LLQ
nie otrzymujac w zamian energii Edop w innej postaci (jak np. energia kinety-
czna, energia chemiczna paliwa E,, ciepto QLQ. Maszyna ktéra by potrafita
pracowac za darmo, bez pobierania energii nazywana jest Perpetuum Mo-
bile Pierwszego Rodzaju. Stad pierwowzor Pierwszej Zasady Termody-
namiki, pochodzacy jeszcze z czaséw antycznych i Sredniowiecznych brzmi:
nie jest mozliwym skonstruowanie perpetuum mobile pierwszego
rodzaju.

W przypadku gdy uktad jest zamkniety, nie przepltywowy, odpadaja z
réwnania (U.192) strumienie energii wlotowej E i wylotowej Es. Jegli do-
datkowo pominiemy wpltyw energii kinetycznej i ciazenia to energia catkowita
(U.184) uktadu sprowadza sie do energii wewnetrznej oznaczonej przez Clau-

siusa litera U.
E = jjjpudV =U.
v

Bilans energii dla kanatu w ktérym zamknieto wloty i wyloty oraz nie wys-
tepuja powierzchnie przypuszczajace mase (rys. U.12) ma postad;

%—(Z:jjqc-ﬁdA+jf(pﬁ-ﬁ)dA:Q+L
Aq Ay
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to zamieniajac lagrange’owskie kropki na lagrange’owskie przyrosty ,.d” be-
dziemy mogli zapisa¢ klasyczna przyrostows w czasie, ale integralng w prze-
strzeni posta¢ bilansu energii (Rankine, 1850):

dU = dL + dQ, (U.193)

ktora stwierdza ze w zamknietym uktadzie termodynamicznym w ktérym nie
zmienia si¢ energia kinetyczna i potencjalna, zmiana energii wewnetrznej jest
roOwna sumie pracy zewnetrznej i ciepta zewnetrznego.

Powyzsze rownanie pojawito si¢ jako postulat podczas rozpatrywania
pracy silnikéw cieplnych, czyli urzadzen profesjonalnie konwertujacych ciepto
w prace. Aby wiec da¢ odpowiedZz na pytanie, w co zamienia sie ciepto
przekazane czynnikowi roboczemu nalezy przeksztalci¢ (U.193) w postaé
wlasciwa do modelowania silnikow cieplnych (Clausius, 1850):

dQ = dU — dIL, (U.194)

ktore mowi, ze ciepto dostarczone do czynnika roboczego moze przeksztaktcié
sie w przyrost energii catkowitej oraz w prace wykonana przez czynnik In-
aczej mowiac, moze zmieni¢ energie wewnetrzng — zmagazynowac ja w sposob
odwracalny - oraz czes¢ oddac¢ na zewnatrz w postaci pracy.

U.1.10.7 Postaé Integralna w Czasie

Rozwazmy proces w ktorym energia zewnetrzna doprowadzona zostaje do
uktadu pod postacig pracy mechanicznej a uktad wykonuje szereg przemian i
powraca w konicu do stanu poczatkowego. Tak wiec energia wewnetrzna, jako
funkcja stanu (objetosci i entropii wlasciwej) przyjmuje wartosé poczatkows —
jedynym dopuszczalnym skutkiem wykonanej pracy jest w takich zjawiskach
powstanie pewnej ilosci ciepta. W zjawisku cyklicznym praca mechaniczna
doprowadzona z zewnatrz przetwarza sie w ciepto, a czynnik roboczy po-
zostaje w tym samym stanie.

Na poczatku rozwoju termodynamiki mierzono prace i ciepto w réznych
jednostkach gdyz nie uwazano je za rézne postaci jednej energii. Stad réwno-
waznos¢ pracy obiegu i ciepta obiegu zamknietego zapisywano przy pomocy
mechanicznego roéwnowaznika ciepta (ilo$¢ pracy jaka powstaje z jednostki
ciepta gdy zamienimy ja w prace)

Lobiegu = JQobiegu

Liczne eksperymenty potwierdzity, ze mechaniczny rownowaznik ciepta nie
zalezy od rodzaju czynnika roboczego i ilosci przemian w obiegu (w ukladzie
SI J = 1). Warto$¢ odwrotng J~! nazywa si¢ cieplnym réwnowaznikiem
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jednostki pracy i oznacza on ilos$¢ ciepta jaka wytwarza sie z jednostki pracy
przy zamianie jej na cieplo.!3?

Lokalny bilans w czasie tatwo sprowadzi¢ do bilansu w pewnym odcinku
czasu np. godziny. Nalezy go scatkowa¢ w zadanym przedziale czasu. Dla
obiegow termodynamicznych istnieje pewien szczegdlny czas, ktorym jest czas
przebycia czastki czynnika roboczego przez caty obieg i powrotu w miejsce
wyjécia. Gdy przekroje 1-1 1 2-2 rozsuwajg sie coraz bardziej tak, ze w koncu
zejda sie w jednym miejscu to wtedy Ey = E» za$ indeks 1,2 mozna zastapié
indeksem obiegu, np. QLQ —Q 7. Calkujac w czasie jednego obiegu czynnika
roboczego réwnanie (U.194) otrzymujemy wynik, ktory stownie wypowiada
sie jako: energia catkowita czynnika roboczego moze si¢ zmienia¢ na sposob
pracy lub na sposob ciepta. Poniewaz jednakze kazdy kilogram czynnika
roboczego przeptywajacy przez przekroj A; = A, nie zmienia swej energii
catkowitej to 0, F = 0 oraz

Qobiegu+Lobi6gu =0 [J]a

(U.195)

ktore wypowiadamy stownie jako: strumien ciepta dostarczany czynnikowi
roboczemu na grzanych powierzchniach (co najmniej dwu — powierzchni
gérnego i dolnego 7zrédta) w caltym obiegu jest zamieniany na strumien pracy
(moc) oddawang na zewnatrz poprzez powierzchnie ruchoma.

Nie jest poprawna relacja odwrotna — tzn. caly strumien pracy przekazany
czynnikowi roboczemu na co najmniej dwu powierzchniach ruchomych zostaje
oddany na zewnatrz w postaci strumienia ciepta. Taka odwrotna konwer-
sja nie moze mie¢ miejsca w silniku cieplnym, a jedynie w hipotetycznym
urzadzeniu zwanym grzejnikiem mechanicznym.

Konwersja form energii odbywa sie niezaleznie od tego czy czynnik roboczy
jest idealnym transporterem i konwertorem energii. Bilans (U.195) uwzgled-
nia straty ciepta (gdy to ciepto jest przekazywane do czynnika w celu kon-
wersji) lub straty pracy (gdy to praca jest przekazywana do czynnika w celu
konwersji).

132D]a wyznaczenia J wykonywano zawsze doéwiadczenia, w ktérych praca przetwarza sie
na ciepto poniewaz do$wiadczenia ze zjawiskiem odwrotnym, w ktérym ciepto przetwarza
sie w prace sg o wiele trudniejsze. Np. gdybysmy chcieli wyznaczy¢ J w silniku cieplnym
typu turbina musieliby$my wyznaczy¢ na podstawie mocy turbiny ilos¢ pracy wykonanej
przez czynnik w jednostce czasu i jednocze$nie zmierzy¢ réznice ciepta doprowadzonego w
tym samym czasie do kotla i odprowadzonego w kondensatorze.
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U.1.10.8 Komentarz do prawa réwnowaznosci ciepta i pracy

Przypadkiem szczegdlnym zasady zachowania energii jest prawo rowno-
waznosci ciepta i pracy w zamknigtym obiegu przemian odkryte na diugo
przed tym nim sformulowano prawo bilansu wszystkich form energii oraz
zdefiniowano pojecie energii wewnetrznej. Prawo gloszace réwnowaznosé
Lopiegu = Qopiegu 0dkryte zostato najpierw jako réwnowaznosc form energii na
sposob pracy i ciepta przez lekarza J. R. Mayera (1842) poprzez obliczenie
(eksperyment wykonat dopiero w 1843 r. J. P. Joule), ze energia potrzebna na
ogrzanie pewnej ilodci wody od 0°C do 1°C odpowiada energii spadku takiej
samej ilodci wody z wysokosci 365 m. Mayer!3? obliczyt réwniez mechaniczny
rownowaznik jednostki ciepta J rozpatrujac proces w ktérym cata wykonana
praca sprezania powietrza wydziela sie w postaci ciepta zas rownowaznik J
zwiazany jast ze stosunkiem ciepla wlasciwego pod stalym ci$nieniem (c,)
do ciepta wlasciwego w stalej objetosci (c,).

Dos$wiadczania dla wyznaczenia wartosci J po raz pierwszy wykonane
zostaly w 1843r przez piwowara z Manchesteru Jamesa Prescotta Joule’a3?.
W licznych doswiadczeniach Joule znalazl, przyjmujac za jednostke pracy
kilogramometr, ze mechaniczny réwnowaznik wynosi 425 kilogramometrow.
Badania te powtarzali wielokrotnie Rowland, Edlund, Hirn, Pallet i pozyskane
z doswiadczen wartosci wahajg sie w granicach 396.4 do 478.3. Aktualnie, w
ramach SI, wartos¢ J = 1.

U.1.10.9 Dowody posrednie stusznosci Zasady Zachowania Ene-
rgii
Wiele wysitku badawczego, w czasach przed ukonstytuowaniem sie ter-

modynamiki i teorii maszyn roboczych i silnikow po$wiecono na zbudowanie
maszyny ktéra nie bedac zasilana z zewnatrz mogta by pozosta¢ w ruchu

133R. Mayer, Bemerkungen uber die Krafte der unbelebten Natur, Ann. Chemie Phar-
macie, 42, 233-240 1842.

134Po wycieciu laséw w Anglii i rozpoczeciu eksploatacji z16z wegla powstalo w natu-
ralny sposéb zapotrzebowanie spoleczne na odkrycie réwnowaznika (przelicznika) pracy
(ludzkiej i konskiej) zwiazanej z wydobyciem 1 kg wegla na ilo$é ciepla uzyskanego w
wyniku jego spalenia. Tak wiec pragmatyzm byt motywem wysitkéw Joule’a - rezultat tej
pracy byt rewolucyjny w fizyce — odkryto, ze cieplo i praca sg ré6znymi przejawami
tego samego. Znalezienie rownowaznika ciepta i pracy dalo asumpt do badan nad ogdl-
nym sformutowaniem zasady zachowania energii. Spolecznym wyrazeniem réwnowaznosci
wielu form energii jest pieniadz i system monetarny ktérego sita i niezmiennosé bierze sie z
sity i niezmiennosci Pierwszej Zasady Termodynamiki. Szczegélowe dalsze dane czytelnik
znajdzie w:
O. REYNOLDS, Memoir of James Prescott Joule, Memoirs and Proc. of the Manchester
Literary & Philosophical Society, 60, 1-196, 1892.
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wiecznym. Maszyne ktéra narusza prawo zachowania energii nazwano per-
petuum mobile pierwszego rodzaju'%’.

Przypomnijmy, ze maszyng energetyczng nazywamy $wiadome ztozenie
wielu ciat stuzace do konwersji energii. Wyrézniamy dwa rodzaje maszyn
energetycznych: maszyny robocze i silniki. Maszyny robocze stuza do
konwersji zewnetrznej energii mechanicznej na okreslong prace stad maszyne
napedzang silnikiem (pompe, sprezarke) nazywamy maszyna robocza. Sil-
nikami nazywany mechanizmy przy pomocy ktérych przetworzona zostaje w
prace mechaniczng energia doprowadzona do silnika pod inng postacig. Sil-
niki przeznaczone do przetwarzania energii cieplnej w energic mechaniczng
nazywamy silnikami cieplnymi. Podstawowym elementem silnika cieplnego
jest czynnik roboczy ktory przenosi rézne formy energii z jednych miejsc
urzadzenia w inne. Zmienia on przy tym swéj stan (objetosé i entropie
wilasciwa) konwertujac ciepto w prace w zespole kolejnych przemian zwanych
obiegiem termodynamicznym. Czynnik roboczy nazywamy idealnym
jesli bez strat pobiera energie cieplng i magazynuje sprezys$cie w jednym
miejscu, bez strat transportuje w inne miejsce, gdzie bez strat roztadowuje
magazyn energii sprezyste;j.

Zarowno maszyny robocze jak i silniki wykonujg zawsze zamkniete obiegi
termodynamiczne w ktérych stan czynnika powraca do stanu poczatkowego:
wlasnosci fizyczne, chemiczne, energia wewnetrzna, energia kinetyczna przyj-
mujg wartosci poczatkowe zas bilans energii przyjmuje posta¢ niezalezng od
rodzaju czynnika roboczego

Lobiegu - Qobiegu .

7 réwnania tego wynika, ze zasada zachowania energii silnika w ruchu usta-
lonym stwierdza, iz w silniku mozna energie jedynie przetwarzaé, a nie wyt-
warza¢ (z niczego) poniewaz suma zmian energii wewnetrznej jest zawsze
rowna zeru (I Réwnanie Carnota). Bezowocno$¢ wysitkéw stworzenia per-
petuum mobile pierwszego rodzaju moze by¢ uznana za podstawe empiryczng
pierwszej zasady termodynamiki. Brak takiej maszyny jest posrednim dowo-
dem stwierdzajacym stuszno$¢ zasady zachowania energii. Poniewaz w kazdym
mechanizmie istnieja opory szkodliwe czyli sity dziatajace na ruch wstrzy-
mujaco przeto mechanizm poruszajacy si¢ o ile nie jest zasilany energia z
zewnatrz musi zawsze przejs¢ w stan spoczynku po dowolnej liczbie obrotow
— te empiryczne fakty staly sie podstawa dla wprowadzenia drugiej zasady
termodynamiki.
O dowodzeniu Pierwszej Zasady Termodynamiki tak pisal Natanson:

Skad wyprowadzamy samg zasade? Czy mamy opierac ja, jak to czynil Mayer, na

1357, KozACZKA, Podstawy Termodynamiki, wyd. Taurus, Krakéw, 1992.
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ogblnikowych zdaniach: causa aequat effectum, ex nihilo nil fit, nil fit ad nohilum?
Dla nauki $cistej jest to droga zbyt niebezpieczna. Czy mamy, jak Helmholtz,
wyprowadzaé ja z dynamicznej zasady zachowania energii, odwolujac sie do przy-
puszczenia, wedlug ktorego kazde cialo jest ukladem zachowawczym, ztozonym z
punktow materialnych, pomiedzy ktorymi czynne sg sity centralne? Dla Termo-
dynamiki jest to podstawa zbyt hypotetyczna. Czy mamy zasadzaé ja bezposred-
nio na doswiadczeniu? Na spostrzezeniach Rumfolda, Davy’ego, na niemozliwoéci
perpetuum mobile cieplno-dynamicznego, na badaniach Joule’a? Wszystkie te
usitowania przyczynily sie niewatpliwie, jak juz wiemy, do ustalenia w nauce za-
sady réwnowaznosci pracy i iloci ciepta. Lecz pomiedzy nielicznymi temi i niezbyt
doktadnymi doswiadczeniami a prawem, $cistym i ogdlnym, ktére ktadziemy jako
fundament nauki, zbyt wielki jest odskok. Jakiez jest wiec przejscie logiczne
pomiedzy do$wiadczeniem a tym prawem? Niema go. Odgadujemy podstawowe
zasady w Termodynamice, podobnie jak odgadujemy je w Dynamice, uogélniajac
wyniki do$wiadczenia, sprowadzajac wstepne wnioski, ktore z przyjetych zasad

wynikaja. 36

U.1.10.10 Pierwsza Zasada Termodynamiki dla uktadéw odwracal-
nych

Idealny, hipotetyczny czynnik roboczy nie stawia oporow cieptu ktore
ma pobra¢ i pracy ktéra ma zmagazynowa¢. Czynnik roboczy im lepszy
tym wieksza energie odwracalna (sprezysta) moze zgromadzi¢ w jednym kilo-
gramie substancji, przetransportowaé jg bez zadnych strat i odda¢ w innym
miejscu w formie pracy lub ciepta. Energia sprezysta niesiona przez czyn-
nik nazywa si¢ energiag wewnetrzng i z punktu zgrubnego bilansowania
mocy i sprawnosci urzadzenia jest to wielko$¢ najwazniejsza. Zdajemy sobie
sprawe, iz w urzadzeniu rzeczywistym czynnik roboczy traci cze$¢ energii
wewnetrznej na opory transportu ciepta i materii, straty te nie sg jednak tak
duze aby w fazie projektowania je uwzgledniaé inaczej jak poprzez pewien
o0go6lny wspotezynnik strat. Wystarczy jesli w pierwszym przyblizeniu zapy-
tamy sie jaka czes¢ energii wewnetrznej zamienita sie w prace zewnetrzng a
jaka w ciepto zewnetrzne. Ta czesS¢ energii wewnetrznej nazywamy odpowied-
nio pracg i cieptem kompensowanym. Konwersja ciepta w prace, ktéra
odbywa sie na zewnatrz czynnika roboczego ma tez swoje odbicie w stanie
fizycznym czynnika, bowiem w nim samym nastepuje sprezysta konwersja
jednej formy energii w inng.

Aby bilansowaé tylko zjawiska sprezyste wystarczy wziaé z czterech cza-
stkowych bilanséw energii (kinetycznej, ciazenia, wewnetrznej, zwiazanej) bi-

136W . NATANSON, Wstep do fizyki wspétczesnej, Wyd Prace Mat-Fiz, W-wa, 1890, str
177.
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lans energii wewnetrznej w postaci zaproponowanej przez Rankinea i Gibbsa!37

du = dqg + dw = Tds — pdv,

gdzie dq i dw sa cieptem i pracg kompensowana, T', s, p, v sa czterema
parametrami stanu sprezystego czynnika zwanymi temperatura termody-
namiczng, entropig sprezysta, preznoscia i objetoscia sprezystg. Po-
jecie entropii sprezystej s jako funkcji stanu sprezystego czynnika roboczego
wprowadzil w 1837 J.W. Rankine — oznaczyt ja litera ® i nazwal funkcja
metamorficzna.

U.1.10.11 Bilans energii w odniesieniu do jednego kilograma masy
czynnika roboczego

Innym, czesciej uzywanym bilansem energii jest bilans odniesiony do kilo-
grama masy czynnika roboczego. Podstawowe uproszczenie!?® oparte jest na
energetycznym usrednieniu strumienia entalpii (U.187)

E:JA ie (PU n>dA_mAﬂ(pU-ﬁ)dA ~
A (U.196)

~ 1
xm@'e:m(a+—~+552+29),

S

gdzie natozona fala, np. (u), tak jak poprzednio, oznacza usrednienie wzgle-
dem réwnania energii, dokonywane w konkretnym przekroju. W praktyce
inzynierskiej, postugujemy si¢ przewaznie srednimi, i umownie pomijamy do-
datkowe fale, lub inne oznaczenia srednich.

Wtedy pamietajac, ze m = 1y = 1he, mozna podzieli¢ (U.192) przez
m aby otrzymac integralny bilans energii 0D w odniesieniu do kilograma
masy czynnika roboczego. Taki bilans jest szczegdlnie wazny tam gdzie
dopiero projektujemy strumien masy. Ograniczajac si¢ do przepltywow

137J.W. Gibbs, On the equilibrium of heterogeneous substances, Trans. Conn. Acad.
Arts. Sci, 3, 108-248, 343-534, 1875.

138Uzywamy slowa ,uproszczenie” bowiem w praktyce obliczeniowej érednie ci$nienie w
sensie energetycznym identyfikowane jest ze $rednim ci$nieniem w sensie pedu, podob-
nie wektor sredniej predkosci. érednia energetyczna wysokos¢ zZ zwykle utozsamiana jest
z potozeniem $érodka geometrycznego kanalu. Inaczej méwiac, przejscie od definicji 3D
(U.187) do definicji 0D nie jest trywialne.
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stacjonarnych, na jakie projektujemy urzadzenie przeptywowe, mamy:

ie1+Q1,2+51,2+(I$) =i, [J/kg],

(U.197)

gdzie pomineliSmy, zgodnie z inzynierska tradycja, znak usredniania wzgle-

dem energii, entalpie catkowite i.,, i., okreslone sa wzorem (U.183), a po-
zostale wielkosci oznaczaja

_ E Q1,2 - L1,2 (m) ngl)

) 1 2 .

ie1 - qi2 = .
m m

(U.198)

Wielkos¢ i, nazywa si¢ entalpig catkowita, ¢; o — zewnetrznym cieptem dostar-

czonym do uktadu, [; o — pracg uzyteczng (zewnetrzna praca) ukladu, qﬁ;“) —

zewnetrzng energia chemiczna.

U.1.10.12 Bilans Energii dla Przeplywéw Izoenergetycznych

W kanale w ktorym nie nastepuje oddawanie lub pobieranie ciepta z
zewnatrz g2 = 0 oraz czynnik nie wykonuje pracy [; 2 = 0, bilans energii
czynnika roboczego przyjmuje dobrze znang postac:

1 1
’i1+§512+219 = Z-24_5522_"229 = 1o = const [J/kg]>

(U.199)

gdzie entalpia wlasciwa wynosi i = u + p/p oraz uwzgledniono kierunek
wplywu i wyplywu z kanatu. Powyzsza forma 0-D rownania energii jest uzy-
wana do obliczania przeptywow w dyfuzorach i konfuzorach geometrycznych.
Réwnanie to méwi, iz energia catkowita w przeptywie dowolnego czynnika
roboczego w kanale ograniczonym wlotem i wylotem (przeptyw adiabaty-
czny bez wykonywania pracy) nie zmienia sie, a jedynie nastepuje konwersja
energii kinetycznej w entalpie (przeptyw dyfuzorowy) lub konwersja entalpii
w energie kinetyczna (przepltyw konfuzorowy). W przypadku przeplywéw
cieczy niescisliwych raczej konwersja energii potencjalnej w kinetyczna (kon-
fuzor) i odwrotnie (dyfuzor) ma miejsce.

Jesli natomiast w miare ekspansji czynnika jego entalpia nie zmienia sie
11 = 13, cO ma miejsce podczas dltawienia, to réwniez nie zmienia si¢ dtugosé
wektora predkosci $redniej, czyli energia kinetyczna czynnika.

U.1.10.13 Bilans Energii Czynnika Transportujacego Ciepto i Prace

Klasyczna postaé bilansu energii czynnika transportujacego ciepto i prace
w sposob odwracalny, zapisana dla bezwzglednych wartosci, jest znana w
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literaturze w postaci

ley + Q2+ lio = dey,

(U.200)
gdzie:
q12 [J/kg] — ciepto dostarczone pomiedzy przekrojami (stanami)
1-1 1 2-2 na grzanych powierzchniach,
li2 [J/kg] — praca dostarczona pomiedzy przekrojami (stanami) 1-
11 2-2 na powierzchniach ruchomych,
Ge, —le, [J/kg] — rOZnica entalpii calkowitej miedzy przekrojami

(stanami) 1-1 i 2-2 wymieniona tylko w sposéb
dowolny, gdzie entalpia calkowita sktada si¢ z
czterech podstawowych form energii

io=utPylicyg (U.201)
p 2

Uzywajac rownania bilansu energii (U.200) zaprojektowano 99% doskonatych

maszyn przepltywowych. Powyzsze réwnanie bilansu mimo, iz nie wystepuje

W nim jawnie entropia, ma geometryczna wizualizacje w postaci wykresu Mol-

liera i — s. Réwnanie to nie ktadzie ograniczen na rodzaj czynnika roboczego

— moze by¢ on lepkim, przewodzacym ciepto, z dyfuzjg sktadnikéw itd.

Udzial pracy [, i ciepta g2 w réwnaniu bilansu wymaga dalszego ko-
mentarza. Roéwnanie to zaktada, iz (na wskutek usrednienia) kazdy kilo-
gram substancji czynnika roboczego otrzyma prace na powierzchni ruchomej
i ciepto na powierzchni grzanej. W rzeczywistosci nie kazdy kilogram czyn-
nika przeptywajacy przez urzadzenie ma okazje zetknaé¢ sie z powierzchnig
ruchoma lub powierzchnig grzana. Stad relacja (U.200) odnosi si¢ do kilo-
grama umownego, na poziomie projektowania gdy jeszcze nie ustalilismy jaki
strumien r ma ptynaé przez urzadzenie.

Nalezy pamietaé¢, ze w rzeczywistych urzadzeniach trudno jest w stu
procentach wydzieli¢ powierzchnie, ktore nie przekazuja ciepta (heatless) i
pracy (workless), bowiem wiekszosé Scianek jest tylko czesciowo adiabaty-
czna (np. radiacja). Podobnie nie ma $cianek doskonale nieruchomych, ktore
by nie poruszaly sie (drgaly) i nie przekazywaly jakiej$ pracy na zewnatrz.
Stad w bilansie (U.200) ciepto nalezy rozdzieli¢ na ciepto przekazywane do
czynnika oraz ciepto tracone na wszystkich pozostatych $ciankach. Rowniez
praca winna by¢ podzielona na prace przekazywang czynnikowi na ruchomych
Sciankach oraz prace tracona na wszystkich pozostatych sciankach tworzacych
kanat.
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U.1.10.14 Réwnanie Bernoulli-Darcy’ego jako integralna (0D) pos-
ta¢ bilansu energii mechanicznej

Punktem wyjscia do rozwazan niniejszego paragrafu jest bilans energii
mechanicznej (U.90), ktéry, jak pokazano wezesniej, jest suma bilansu energii
kinetycznej

1 2 (U.202)
—(p-divd) — 7OV R+ b
5
1 energii cigzenia

a bd

— (pI') +div (pI'v) = — pb - v U.203

5 (L) (pI'0) = —p . (U.203)
8 9

Przypomnijmy, ze poszczegdlne cztony réwnania bilansu energii kinetycznej
maja interpretacje:

1) predkosé wzrostu energii kinetycznej przypadajacej na jednostke obje-
tosci,

2) zmiana energii kinetycznej wynikajaca z przepltywu czynnika z pred-
koscig v przez Scianki objetosci czastki,

3) predkos¢ pracy (moc mechaniczna) wykonana przez cisnienie na Sciankach
objetosci czastki,

4) predkosé pracy wykonana przez sity lepkie na Sciankach objetosci czastki,
5) predkos¢ sprezystej konwersji energii kinetycznej w energie wewnetrzna,

6) predkos$¢ nieodwracalnej konwersji energii kinetycznej w ciepto. Czlon
ten opisuje degradacje energii kinetycznej w energi¢ cieplna i z tej
przyczyny zaden rzeczywisty proces nie jest odwracalny. Czlon ten
wywolhuje istotne nieodwracalne zmiany w energii dysponowanej w prze-
pltywach z duza ilo$cia powierzchni wewnetrznych (w stosunku do ob-
jetosci kanatu przeptywowego) oraz w przeptywach z duzymi predkos-
ciami, gdzie gradienty predkosci sg duze.

7) Predko$¢ pracy wykonywanej przez sity ciezkosci na jednostke obje-
tosci. Czlon ten opisuje konwersje energii kinetycznej w energie ciaze-
nia.
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W réwnaniu bilansu energii cigzenia mamy:
8) zmiane potencjatu energii ciazenia pI' = pzg
9) umowny transport konwekcyjny energii ciazenia,

10) = —7) — konwersja energii cigzenia w energie kinetyczna. Rownanie
powyzsze moOwi, iz energia cigzenia moze konwertowacé tylko w
energie kinetyczng.

Celem niniejszego paragrafu jest otrzymanie integralnej formy (0D) réw-
nan bilansu energii kinetycznej i energii cigzenia. Ograniczmy sie, tak jak
poprzednio, do kanatu z jednym wlotem (1-1) i wylotem (2-2).

Czton odwracalny — 5), z uwagi na réwnanie ciggtosci, przeksztatcamy
pdiv ¥ = po/p do nastepujacej zaleznosci:

p (Gg0) = plod) + ot (U 204

Zauwazmy rowniez, ze czton pv powstaje jako roznica potencjatéw termody-
namicznych:

e entalpia swobodna Gibbsa — energia swobodna Helmholtza
p=g-—Ff (U.205)

e cntalpia — energia wewnetrzna

pU =1 — u. (U.206)

Poniewaz podstawowymi zmiennymi funkcjonaléw termodynamicznych sa:

u = u(s,v),
f - f (T7 U),
i=1(s,p),
g9=9(T.p)

to dla przemiany izentropowej (s = const) otrzymujemy:

d, . oi. 01, ou. Ou, . . d
E@_u)_@_p +%5— <%v+%s) —vp—l—pv—a(vp). (U.207)
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za$ dla przemiany izotermicznej (7' = const) otrzymujemy:

d ag OgT (af f

d
(g f)= + o5 55° aTT) =vp+ph=— —(vp). (U.208)

Réwnania (U.207) i (U.208) zezwalaja na zastapienie bilansu energii mechan-
icznej (réwnanie (U.202) plus réwnanie (U.203)) nastepujacymi ekwiwalent-
nymi rownaniami bilansu dla:

ukladu izentropowego (s = const)

0 1, . . L o\ -]
En {p<u+F+§v )1 + div {p(z—l—l“—l—év )v} =

(U.209)
= div [—p'17+ T 17] — <? -gradﬁ) ,
ukladu izotermicznego (7' = const)
0 1, 1
r i L4292 3| =
875{ (f—i— +2 )] +dlv{p<g—|— + 50 )v}
(U.210)

= div [—pff—i— T 17] — (? -gradz?’) :

Mozemy przecatkowaé rownania (U.209) i (U.210) w kanale z jednym wylotem

i jednym wlotem oraz powierzchnig ruchoma A,, na ktérej czynnik pobiera
prace. W kanale tym nie moga wystepowa¢ powierzchnie grzane A,, bowiem
traci wtedy sens wyseparowanie bilansu energii mechaniczne;j.

Wykorzystujac catkowanie wewnatrz obszaru kanatu i na odpowiednich $ciankach
otrzymujemy (72; = 12) réwnanie Bernoulli-Darcy’ego:

uktlad izentropowy

9 .. 1
v (Ucal + Fcal + Kcal) +my (11 + 2149 + §C%> +

ot
1 (U.211)
+Lio — ALTL2 = Ty (ig + 200 + 505) 7
uktlad izotermiczny
0 . 1,
ot (Ueat + Lear + Keat) + 101 | g1 + 219 + 561 +
(U.212)

. . , 1
+L12 — ALy, =g (92 + 220 + 503) ;

gdzie poszczegdlne wielkosci oznaczaja:
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Uear = [[],, pudv — calkowita energia wewnetrzna,

Fou = [[f, pf dv — swobodna energia Helmholtza,

Kea = [[], 500% dv — energia kinetyczna,

Lo = 4, (—pﬁ +u ?) -ndA — praca na ruchomych powierzchniach,
AD{Q = ﬂfv (? -grad 17) av — energia zmieniana w ciepto;

za$, pozostate wielkodci m, g1, ¢1, 21 oraz go, co, 29 Oznaczaja $rednie w
przekrojach A; i As definiowane poprzednio.

Jesli uktad jest stacjonarny to pochodne %( ) = 0 zanikaja, uwzgled-
niajac m = my = 1y mozemy bilanse (U.211) i (U.212) odniesé¢ do 1kg
substancji:
uktad izentropowy

, 1 , 1
(zl + 219+ 50?) +lig—Alj,= (22 + 200 + §c§) (U.213)

uktad izotermiczny

1 1
(91 + 219 + 50?) +lhe—Alj,= (92 + 209 + Ecg) ) (U.214)

Trzeba przypomnied, iz dla tak okreslonych przemian nie mozemy bezposred-
nio oblicza¢ réznicy i; —is lub g; —gs lecz jedynie poprzez réwnanie stanu.
Biorac, przemiang izentropowa i izotermiczna mamy:

(2.1 - Z-2)s:const = (gl - gQ)Tzconst = / ;dp’ (U215)
p

1

gdzie caltka obliczana jest w oparciu o réwnanie przemiany. 7Z powyzszego
réwnania (U.215) wynika iz réwnania (U.213) i (U.214) maja wspélna postaé
bilansu energii mechanicznej 0D zwana w literaturze r6wnaniem Bernoulli-
Darcy’ego.

1 P21
5 (C% — Cg) + g (Zl — ZQ) + / ;dp + l1’2 — A€11)72 =0. <U216)

P

Catka w (U.216) winna by¢ obliczona dla przemiany izentropowej i izoter-
micznej osobno. Zgodnie z zalozeniem Zeunera catka ta jest obliczana wzdtuz
linii pradu tej samej czastki, ktéra na wlocie posiadata stan termodynam-
iczny (1), a na wylocie stan (2). W ogélnosci, aby obliczy¢ (U.215) trzeba



216 Uzupeienia

znaé réwnania stanu p = p (T, p) oraz zmiane temperatury 7' w funkcji p
wzdhtuz linii pradu (uklad izentropowy) lub p = p (s, p) i zmiane entropii s w
funkeji cisnienia wzdtuz linii pradu (uktad izotermiczny). W ogdlnosci jest
to trudne i catka (U.215) wyznaczana jest w szczegdlnych przypadkach:

a) uklad izotermiczny (T = const)

e dla gazu doskonatego, p = p (T, p) = p/(RT)

1 P2
/ Zdp = RT/ “dp=RTI (@) (U.217)
1 p pP1 p pl

e dla ptynu niescisliwego, p = const

/2161 — L) (U.218)
: pP ppz y41 .

b) uktad izentropowy (s = const)

e dla gazu doskonatego pp™" = pv™ = const

2 1 9 d k=1
1 % g
1 P prJiops prE—1 P1

K—1
e[
prk—1 |\ p ‘

W literaturze przedmiotu catka (U.215) nazywana jest praca techniczna (uzy-
teczna) i oznaczana jest jako:

(U.219)

P2
ltLQ = / Udp (UQQO)
p1

U.1.10.15 Termodynamiczna interpretacja ré6wnania Bernoulli-Darcy’ego

W odniesieniu do maszyn i urzadzen energetycznych, termodynamika
stosowana, rozumiana jako sztuka projektowania i zrozumienia przeptywu
na poziomie integralnym, wyrasta z trzech praktycznych pytan:

e Co dzieje si¢ z cieptem dostarczonym do czynnika roboczego? — odpo-
wiedZ na to pytanie daje bilans energii cieplnej czyli réwnanie Carnota
— Clausiusa.
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e Co dzieje sie z pracg dostarczona do czynnika roboczego? — odpowiedz
na to pytanie daje bilans energii mechanicznej czyli réwnanie Bernoulli-
Darcy’ego.

e Co dzieje sie z praca i cieptem dostarczonym do czynnika roboczego?
— odpowiedz na to pytanie daje bilans energii catkowitej czyli I Zasada
Termodynamiki.

Termodynamika ekwiwalentnie uzywa oznaczen (1) i (2) do wlotéw i
wylotéw identyfikujac (1) ze stanem termodynamicznym czynnika na wlocie i
(2) ze stanem termodynamicznym ze stanem czynnika na wylocie. Jesli uktad
jest infinitezymalnie maty to zamiast indeksow 1,2 np. Ll’g oznaczajacych
roznice miedzy wlotem a wylotem, uzywamy oznaczenia ,d” oznaczajacy
przyrost w infinitezymalnym czasie, jaki jest potrzebny, aby czynnik przebyt
infinitezymalna droge miedzy wlotem i wylotem.

Tak, wiec z termodynamicznego punktu widzenia réwnanie Bernoulli-
Darcy’ego (U.216) méwi w co przeksztalca sie praca przekazywana czyn-
nikowi roboczemu na ruchomych $ciankach (lopatkach, denku tloka, etc.).
Aby podkresli¢ ten fakt przeksztatcamy réwnanie Bernoulli-Darcy’ego (U.216)
w ten sposob, aby po lewej stronie znalazta sie predkosé¢ pracy dostarczanej,
za$ po prawej stronie jej skutki. Jesli ,d” oznacza infinitezymalny przyrost
miedzy stanem (1) i (2) to:

dL = Ly »dt, (U.221)

za$ réwnanie (U.216) przepisujemy jako e = %02

2 (Ucal + Fcal + Kcal) + AdLU (U222)

AL = i (dl, + dey + dT) — di--,

Powyzszy termodynamiczny sposéb zapisu uogélnionego rownania Bernoulli-
Darcy’ego (bilansu energii mechanicznej) ma te zalete, ze nie wystepuja w
nim strumienie (moce) pracy, lecz bezposrednio praca. Dla przepltywéw
ustalonych drugi czton po prawej stronie jest réwny zeru, stad odnoszac row-
nanie (U.222) do 1 kg czynnika roboczego mamy:

dl = (dl, + dey, + dI') + Adl”,

(U.223)

gdzie dl = dL/m, Adl" = AdL"/m, etc.

Réwnanie (U.223) stownie wypowiadamy w dwoch wersjach:



218 Uzupeienia

e Gdy czynnik roboczy wykonuje prace i przekazuje ja na zewnatrz

Zrédlem pracy dl wymienianej z otoczeniem przez kilogram czynnika
roboczego w przeptywie ustalonym jest: ubytek pracy technicznej dl;,
ubytek energii kinetycznej dey, ubytek energii cigzenia dI" oraz straty
na prace tarcia Adl".

e Gdy czynnik otrzymuje prace z zewnatrz i konwertuje ja w nowy pod-
wyzszony stan czynnika roboczego

Praca dl przekazywana kazdemu kilogramowi czynnika w przeptywie
ustalonym przeksztalca sie w przyrost pracy technicznej dl; = vdp,
przyrost energii kinetycznej dey i przyrost energii ciazenia pomniejs- |
zone przez straty na prace tarcia Adl¥

Praca tarcia Adl” (znaczek A tradycyjnie oznacza tu strate a nie réznice
miedzy wlotem i wylotem) dziata tak, ze zawsze zmniejsza skuteczno$é wymieni-
anej z otoczeniem pracy niezaleznie od tego, czy czynnik otrzymuje prace dl
(skutkiem jest mniejsza praca techniczna czyli sprez), czy wykonuje prace
zewnetrzna dl (skutkiem jest mniejsza praca dl).

Inaczej méwiac, w przypadku sprezarek i pomp, ktore sa urzadzeni-
ami shuzacymi do zamiany pracy w energie sprezu i energie kinetyczna, do-
datni wktad pracy z zewnatrz przeksztatca sic w dodatnia prace tech-
niczng sprezania i przettaczania, odpowiednio: izotermicznego (U.217), izo-
chorycznego (U.218) i izentropowego (U.219). Zwigkszana jest réwniez ener-
gia kinetyczna dey, cigzenia dI'. Czes¢ dostarczanej pracy dl konwertuje w
sposob nieodwracalny w straty tarcia Adl’. Im wicksze beda straty tarcia
tym mniejsza bedzie praca techniczna a tym samym mniejszy od oczeki-
wanego sprez czynnika.

Natomiast w przypadku turbin, ktére sg urzadzeniami stuzacymi do
zmiany dysponowanej entalpii catkowitej czynnika w prace wykonywana na
powierzchniach ruchomych, od przeptywajacego czynnika odbieramy prace
dl. Ten ujemny wydatek pracy bedzie pokryty kosztem pobieranej z wewnatrz
czynnika pracy technicznej (ujemne vdp, bo cisnienie maleje), ujemnej ene-
rgii kinetycznej (spowolnienie czynnika) oraz ujemnej energii ciazenia (spadek
polozenia z czynnika), pomniejszony réwniez o dodatni wktad strat energii
tarcia Adl’. Im wieksze bedg straty tarcia tym mniejsza moze by¢ oddawana
praca na zewnatrz. Taka interpretacja nie dopuszcza mozliwosci istnienia
nieustalonych zjawisk cieplnych.

U.1.10.16 Prototyp Rankine’a Bilansu Energii Mechanicznej

Integralny bilans energii mechanicznej (U.216) zostal wydedukowany w
oderwaniu od bilanséw lokalnych 3D wiele lat wczesniej niz zaczeto poszuki-
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Rysunek U.13. Model maszyny tlokowe;j.

waé bilanséw lokalnych rézniczkowych'®. Jego najstarsza forma siega badan
nad cieplnymi silnikami ttokowymi, dla ktorych obmys$lano i zastosowano
takie pojecia jak praca absolutna (kompensowana) i praca techniczna
(uzyteczna).

Na rysunku U.13 przedstawiono urzadzenie ttokowe stuzace do wykony-
wania pracy uzytecznej (podnoszenia ciezaru G). Podniesienie ciezaru G na
wysoko$¢ z wymaga momentu sity G - a réwnowazonego silta parcia F. W
cylindrze znajduje sie czynnik o preznosci p, a na zewnatrz ttoka panuje
ci$nienie otoczenia p,. Na tlok oprocz sity F' dziata réwniez sita tarcia F,
ktora reprezentuje wysumowane sity lepkie. W uktadzie ustalonym nastepuje
bilans sit:

PA = pot A+ F + FY. (U.224)

Praca elementarna tych sit ma postac

pAdx = pyAde+ Fdr + Frdx . (U.225)
—— —— ~~~ ~—
praca praca praca praca
absolutna  kompresji uzyteczna - yo.in
otoczenia

1397, W. RANKINE, A manual of the steam engines, London, Chrles Griffin, 1859
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Okreslajac kolejno:

e prace absolutna
dL = pAdx = pdV = pmduv,

e prace kompresji otoczenia
dLot = potAdx = potd‘/a
e prace uzyteczng (techniczna)

dL, = Fdz = G%d:p,

e prace pokonywania sit tarcia
de = Ffd.l‘ = de,

ktora w catosci konwertuje w ciepto, mamy:

dL = dLy + dLy + dLy (U.226)
lub po scatkowaniu
LLQ - Lot + Lt + Lf, (U227>
gdzie praca otoczenia L, = —po (Vo — V1) reprezentowana jest przez pros-

tokat 1qg, Vi, V5, 2¢ na rysunku U.13.

Realizacja petnego cyklu maszyny tlokowej wymaga dodatkowo pracy
napetniania do objetosci Vi, (p;V1) i pracy wyttaczania (paVs). Poniewaz
cisnienie p,; pozostaje stale to praca L, w trakcie jednego cyklu jest réwna
zeru. Pomijajac straty tarcia mozna zapisa¢ nastepny zwiazek miedzy praca
absolutng i techniczng w jednym cyklu

Lyp= Ly — piVi + paVa. (U.228)
Z analizy rysunku U.13 wynika, ze praca techniczna reprezentuje pole pl —

1 —2—ps —p1. Rownanie (U.226) jest prototypem réwnania bilansu energii
mechanicznej (U.216).
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U.1.10.17 Réwnanie Carnota — Clausiusa jako integralna (0D)
postac¢ bilansu energii cieplnej

Réwnanie Carnota-Clausiusa jest integralnym, algebraicznym (0D) bi-
lansem energii cieplnej. Ma ono swe zrédta w pytaniu: co jest skutkiem
ciepta przekazanego czynnikowi na grzanych $cianach. Byto ono
znane w termodynamice technicznej na dhugo przed tym nim powstato rézni-
czkowe, lokalne réwnanie bilansu energii cieplnej (U.75) bedace jego tréjwymi-
arowym odpowiednikiem.

Catkujac (U.75) w objetosci kanatu, w ktérym oprocz wlotu 1-1 1 wylotu
2-2 istnieje powierzchnia grzana Aq # 0, zas A, = 0, otrzymujemy kolejno:

jjj [%(pu) + div(put) = div ¢¢ — ppi+ 7 -grad o] dV. (U.229)
v

Wprowadzajac nastepujace wielkosci integralne:

Uit = fﬂv pudV [J] — (energia wewnetrzna),

—

AQY, = [ffy (7" arad @) av (W] -
Loz = [[f, ppodV [W] -
Qua = [f, T-TdA[W] ~
Q1 = 4, (p¥) - 7l dAy = 1wy (W]~

cieplo straty tarcia),
praca absolutna przemiany),

(
(
(ciepto przekazywane czynnikowi),
(strumient energii wewnetrznej na
wlocie do kanahu),

otrzymujemy z (U.229) integralne réwnanie bilansu energii cieplnej Carnota-
Clausiusa:

. B . . : '

miu; + éUcal + Q12 + AQY 5 + Lar2 = mgus, (U.230)
ktore nalezy czytaé jako:
Strumien ciepta przekazywany czynnikowi roboczemu w trakcie jego prze-
plywu przez urzadzenie, jest zamieniany w strumien energii wewnetrznej

wlotu i wylotu, zmian¢ energii wewnetrznej oraz prace absolutng czynnika.
Strumien energii odpadowej podwyzszany jest zawsze przez cieplo tarcia.

Gdy powyzszy bilans integralny zastapi¢ bilansem odniesienia do 1 kg
masy przeplywajacego przez objetos¢ V to zapisujemy w konwencji umowy,
iz objetos¢ zajmowana przez 1 kg masy ma np. jedng grzang S$cianke oraz
Scianki wlotu i wylotu. W analogii do réwnania (U.216) otrzymujemy (%Ucal = O)
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(ug —u2) + qra + / pdv+ Agy, = 0. (U.231)

U1
Uzyte tu wielkosci odniesione do 1 kg czynnika sg Srednimi i nie maja prostych
zwigzkow z trojwymiarowymi odpowiednikami. Tak wiec:

uy = Uy/my  (Srednia energia wewnetrzna),

G2 = Qr2/m = jftf ndA/ ffpz_f ndA,
A

Aq

/vzpdv = Lal,Q/m = ffjpv dV/m,

1 v

Agyy = AQh/m

U.1.10.18 Rownanie Carnota-Clausiusa w uktadzie przeplywowym

Dla uktadéw przeptywowych wygodniejsza jest postac, ktéra uwzglednia
prace przetlaczania. Biorac i = u + pv oraz pd/dt (i) = pu + p(pv + vp),
otrzymamy w miejsce wyjsciowej formuty (U.229) nastepujacy zwiazek:

I[[{é%(pﬂ—%dhranﬁ)=wﬁVJC+;wp+-?C@Hadﬁ dv, (U.232)
|4

ktory prowadzi do postaci integralnej

.. 0 - v : .
myty + a[ +Q12+AQ 5 — Lty , = mhigia,

(U.233)

gdzie nowe wielkosci to:

I = [[[ pidV [J] entalpia,

Ly, , = ml, , [W] moc pracy techniczne;.

Dla przypadku stacjonarnego 0/0tI = 0 powyzsze réwnanie moze by¢ odnie-
sione do 1 kg

D2
(i1 — i2)+qL2+/ vdp+Agy 5 = 0.
P (U.234)

Jedli straty energii kinetycznej w postaci strat tarcia A['fi2 w catosci konwer-
tuja w ciepto to zachodzi:

ALY, = AQY,. (U.235)
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U.1.10.19 Suma réwnan Bernoulli-Darcy’ego i Carnota — Clau-
siusa (Bilans 0D energii calkowitej)

Zauwazmy, ze w réwnaniu Bernoulli-Darcy’ego (U.216) wystepuje czton
ff vdp wyrazajacy prace techniczng, ktora w odwracalny sposob moze kon-
wertowaé w energie wewnetrzna (dla przeptywu w entalpie). I odwrotnie, w
réwnaniu energii cieplnej Carnota — Clausiusa (U.234) wystepuje praca tech-
niczna, ktora moze w sposob odwracalny konwertowa¢ w energie kinetyczng.
Czlony te, niezaleznie od typu przemiany termodynamicznej, sa sobie réwne.

Opierajac si¢ na do$wiadczeniu Joule’a, mowigcemu ze zawsze zachodzi
nieodwracalna konwersja strat tarcia Al{, w ciepto tarcia Agj, mozna za-
tozy¢, za (U.234), ze Alf, = Agj,. Sumujac réwnanie Bernoulli-Darcy’ego
(U.216) i réwnanie Carnota — Clausiusa (U.234) mamy kolejno:

1 2
5 (G —)+9g(z1—2) — / vdp + 119 — Alf 5 =0 (U.236)
1
2
+  Gi—idatqaTt / vdp + Agi, =0 (U.237)
1
o 1

(ll — 22) + 5 (C% — C;) + g (21 — 22) + ZLQ + di12 = 0. (U238)

Powyzszy bilans, gdy wykorzystamy definicje entalpii catkowitej: 7. = i +
%CQ + zg, zapiszemy krotko jako:

GeyHliotqio =ie,| [J/kgl.

(U.239)

Bilans ten jest analitycznym wyrazem Pierwszej Zasady Termodynamiki, dla
dowolnych — odwracalnych lub nieodwracalnych procesow.
Dla infinitezymalnych kanatow:

ey — tey, — di (U.240)
rownanie [ Zasady Termodynamiki przyjmuje postac:

di, = 61 + 6q. (U.241)
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m[kg] V=v-m
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\ § |
Scianka grzana Ag Scianka ruchoma Au

Rysunek U.14. Schemat uktadu zamknigtego.

U.1.10.20 Pierwsza Zasada Termodynamiki dla Ukladéw Zamknie-
tych

W technice wystepuja uktady w ktorych czynnik roboczy przynajmniej
chwilowo nie przeptywa, a wloty i wyloty sa zamkniete. W uktadzie zamknie-
tym mimo braku przeptywu m; = msy = 0 moze by¢ wymieniana energia w
postaci ciepta (grzanie $cianek) i pracy (ruchome $cianki). Zasada zachowa-
nia energii catkowitej w czasie przemiany, w ktorej nie zmienia si¢ sumaryczna
energia kinetyczna i energia sit cigzenia jest rowna:

g jjj v+ 5 aa) av = [ asarav + ff (a7 ) -7as

(U.242)
Ktadac Jﬂv (% + zg) dV = 0 oraz zaktadajac ze energia wewnetrzna jest

réwnomiernie roztozona U = [{[ pudV = (ﬂf pdV) u = mu, mamy:
v v

0 S e N
EU:ij-ndA%—jf <u7 —pu> -mdA. (U.243)
Au Au
Catkujac uktad (U.243) w czasie t(1) — t(2) trwania przemiany mamy
AU =Q+ L [J], (U.244)
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gdzie:

AU — zmiana energii wewnetrznej,
() — ciepto doprowadzone do uktadu,
L — praca doprowadzona do uktadu.

W réwnaniu (U.244) wprowadzono definicje!?

AU =U? -0 =m (u® —u®) [J], (U.245)

m = ffj pdV = const [kg], (U.246)

t2)

Q= / [[ a-iaa 1] (U.247)
tay Aa

t<2

)
L—/ﬂ (a7 —pi) -sida 1] (U.248)

tay A

Przy zatozeniu, iz nie ma wewnetrznych zrodet energii pochodzacych od strat
i radiacji oraz przyjmujac obowiazujaca w termodynamice stosowanej zasade,
iz praca oddawana z ukladu jest dodatnia mamy z (U.244)

AU =Q - L. (U.249)

Wzoér powyzszy jest analitycznym zapisem Pierwszej Zasady Termodynamiki
stusznej dla dowolnej odwracalnej i nieodwracalnej przemiany termodynam-
icznej zachodzacej w uktadzie zamknietym.

U.1.10.21 Komentarze

Potrzebne sa uwagi objasniajace. W literaturze przedmiotu réwnanie
Pierwszej Zasady Termodynamiki zapisywane jest czesto jako réwnanie dla
catej objetosci zawierajacej dowolng mase czynnika roboczego

AU - Q1,2 - L1,2 (U250)
lub bilans przypadajacy na jeden kilogram masy

Au = q1—2 — l1,2, <U251)

140Tndeks (1) (2) oznaczaja stan a nie wlot i wylot
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gdzie indeks (1) i (2) odnosza si¢ do chwili czasu a nie do wlotu i wylotu.
Milczaco w calej literaturze zaktada sig, iz bilansujac energie w przeptywie
gdzie indeks (1) oznacza wlot a indeks (2) wylot w czynniku roboczym za-
chodzi przemiana 1-2. Jest to metodologiczna niespéjnosé, z ktérej musimy
zdawaé sobie sprawe.

Druga niesp6jnosé wynika stad, iz w termodynamice przemian odwracal-
nych identyfikuje sie prace zewnetrzna [; » z pracg kompensowang l’f,z tzn.

2

l172 = /pd’U (U252)

1

Pracy kompensowanej odpowiada pole pod linig przemiany. Natomiast praca
zewngetrzna jest doprowadzana na ruchomej Sciance tloka od chwili ¢(;) do
chwili #(3). Przekazanie pracy do czynnika i jego konwersja w energie we-
wnetrzna nie wystepuja bezposrednio jak to blednie sugeruje wzér (U.197).
Trzeba pamietac, ze ruchoma Scianka moze przekaza¢ czynnikowi tylko en-
ergie kinetyczng, ktéra nastepnie z uwagi na lepkosé czynnika roboczego
rozprowadzi sie rownomiernie po catej objetosci, i dopiero pdzniej konwertuje
w nowy stan cisnienia i temperatury. Mimo, iz catkowita energia kinetyczna
plynu w objetosci pod ttokiem jest rowna zeru, to podczas przyspieszanego
ruchu ttoka pojawiaja sie lokalne niejednorodnosci wektora predkosci oraz
pochodzace od nich naprezenia lepkie. Moéwimy, iz konwersja pracy w en-
ergic wewnetrzng ptynu nie jest bezposrednia, a lepko$é czynnika roboczego
ukazuje etap posredni jako wazny mechanizm.

U.1.10.22 Pierwsza Zasada Termodynamiki dla Ukladéw Odwracal-
nych

Jesli wymiana energii pomiedzy uktadem zamknietym a otoczeniem odbywa
sie na sposob pracy i ciepta w ten sposob, ze cata otrzymana praca jest
praca kompensowang a calte otrzymane ciepto jest cieptem kompensowanym
to Pierwsza Zasada Termodynamiki przyjmuje nastepujaca postaé identy-
czng 7z postacia rownania ewolucji energii wewnetrznej Gibbsa:

dU = TdS — pdV (U.253)

Z, warunkéw rownowagi wynika, iz uktad jest catkowicie jednorodny. Tak
wiec mozemy przejs¢ na dowolny kilogram masy zawartej w uktadzie, S =
ms, V = mw, gdzie s, v entropia i objetos¢ wlasciwa. Wtedy powyzsze
rOwnanie przybierze postaé

du = Tds — pdv.
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Rysunek U.15.

Powyzsza zasade wypowiadamy jako: Zmiana energii wewnetrznej moze by¢
dokonywana kosztem zmiany energii zwiazanej (T'ds) lub energii przettacza-
nia (pdv).

U.1.10.23 Uwaga dotyczaca pochodzenia pojecia entalpii catkowi-
tej

Prawdopodobnie po raz pierwszy bilans energii calkowitej i,y = e i
pojecie pracy przetlaczania "pv” pojawito sie w pracy Gustawa Zeunera'4!.
Rozpatruje on w potowie przeptywowy uktad dotyczacy wyptywu ze zbiornika
gazu wymuszonego ruchem ttoka (Rys. U.15).

Uktad ma charakterystyczny przekroj 1 — 1 (wlot) i 2 — 2 (wylot), ktére
przesuwajq si¢ w czasie. Ilos¢ ptynu wyplywajacego otworem 2 — 2 w jed-

141G, ZEUNER, Das Locomotiwen — Blasrehr, Ziirich 1863. Prof. Zeuner zastuzony
konstruktor maszyn cieplnych, przeszedl do historii termodynamiki technicznej réwniez
jako autor I zasady termodynamiki dla ukladéw przeplywowych (G. ZEUNER Eisernes
Wasserrad mit Kulissenschutze, Politech. Central blutt, ss. 1-833, 1855). W latach 1873
— 1897 byl profesorem Politechniki w Dreznie, gdzie wykladal termodynamike, mechanike
cial sztywnych, sterodynamike i hydrodynamike oraz zagadnienia pokrewne. Wprowadzit
m.in.: tablice parowe, wlasno$ci mieszaniny parowo—wodnych, przemiane politropowa.
Byt nauczycielem Richarda Moillera (Drezno) oraz Aurela Stodoli (Ziirich).
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nostce czasu (zawarte w objetosci 2 — 2') jest rowna ilodci ptynu wypartego
tlokiem, ktory przesuwa sie o odpowiednig dtugosé 1 — 1'.
Zeuner dokonuje bilansu w elemencie 1 — 1’
e cnergii kinetycznej ¢ = 0 (mata predkosé ttoka),
e energii potencjalnej z1g,
e energii przettoczenia p;/p; (praca przetloczenia)
oraz w 2 — 2/
e cnergii kinetycznej %,
e cnergii potencjalnej zo9 = 0,
e energii przettoczenia ps/py (praca przettoczenia).

Bilans energii kinetycznej (sit zywych — vis viva) uzupelnia Zeuner prace sit
wewnetrznych [ pdv tak, ze'*%:

v2
2 g+ B2y / pdv. (U.254)
2 Pro P2 Sy

W réwnaniu tym pojawia sie praca zmiany objetosci zwana pracg kom-

pensowang wystepujaca w bilansie energii wewnetrznej Gibbsa. Zaktadajac
abiabatycznos¢ zjawiska z bilansu energii wlasciwej wynika¢ bedzie, ze:

va
/ pdv = uy — usy. (U.255)

W ogélnosci ktadac, ze ¢; # 01 23 # 0 na podstawie (U.254) i (U.255)
mamy:

> 2
(w1 —u2) +g (21 — 22) + <% - ];—z) + <C2—1 - %) =0, (U.256)

co oznacza, ze zachodzi réwnosé entalpii uogoélnionych.

142Patrz réwniez: M.COMBES, Expose des principles de la theorie mecanique de la
chaleur, Paris 1867, oraz F. KUCHANEWSKI, W.KLUGER, Wyktad Hydrauliki. Paryz 1878
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U.1.10.24 Bilans Zeunera w przepltywie

Rozwinmy teraz podejscie Zeunera na przypadek przepltywowy. Oznacza
to, iz poszukujemy takiego wyrazenia bilansu energii catkowitej, w ktorym
pojawig sie explicite wyrazy na prace kompensowsq i ciepto kompensowane.
Wystepuje tu podstawowa trudnosé, jaka napotykamy podczas ztozenia bi-
lansu energii wewnetrznej i energii catkowitej. Zaktadamy za Zeunerem, ze
przemiana (1) - (2) zachodzi w kilogramie ptynu, ktéry przeptywa miedzy
wlotem (1) i wylotem (2). Mozemy wtedy zapisa¢ bilans entalpii wtasciwej
jako:

di = d[i(s,p)] = T'ds + vdp. (U.257)

Zakladajac, ze przemiana realizowana jest (nieskonczenie powoli) miedzy
warunkami wlotu (1) i wylotu (2) otrzymamy po scatkowaniu:

i — iy + / Tds + / vdp. (U.258)
1,2 1,2

Wykorzystujac te relacje przeksztatcamy (U.255) do:

1
5 (=) +g(z1—22)+ /Tds + /vdp + 1o | Al =0. (U.259)

72 ’2

W przypadku przemiany adiabatycznej otrzymujemy rownanie zawiera-
jace tylko wielkosci mechaniczne zwane r6wnaniem Bernoulli -Darcy’ego

(F—¢3) +g(z1—2) +lhs— Al , + /vdp =0, (U.260)

1,2

N | —

ktére stuzy do okreslenia pracy uzytecznej [; o uktadu przeptywowego (w
stanie ustalonym). Jesli l;; » = — [ vdp nazywamy praca techniczna to:

1
Lig=1lns+ Aei2 + 5 (cg — c?) +g(z2—21), (U.261)

bilans ten czytamy:

praca uzyteczna doprowadzona do uktadu otwartego adiabatycznego konwer-

tuje odpowiednio w pracg techniczng ly; 2, straty tarcia Al ,, zmiang energii

kinetycznej 3 (¢ — ¢}) i energii cigzenia g (25 — 21).

Oznacza to, iz w przypadku gdy przyrosty energii kinetycznej, energii ciaze-
nia oraz rozpraszanie pracy mozna pomingé, praca uzyteczna jest réwna
pracy technicznej.
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U.1.10.25 Parametry stagnacji (spietrzenia)
Z pojeciem entalpii catkowitej i, = u + % + %17 wiaza sie Scisle pojecia:
e parametréw spietrzenia (w momencie zahamowania przeptywu),

e parametréw stagnacji (w uktadzie zamknietym lub daleko od wlotu).

Poniewaz parametry te odnosza si¢ do miejsc przeptywu o zerowej ene-
rgii kinetycznej, oznaczamy je zwyczajowo dodatkowym indeksem zero np.:
To, po. Jesli przeptyw odbywa si¢ bez pobierania pracy l;2 = 0 i ciepta
¢12 = 0 to w mys$l bilansu energii catkowitej:

le = le1 = leo = cONSt = 1,

catkowita entalpia wtasciwa jest stata i rowna catkowitej entalpii spoczynkowe;j
10. Oznacza to, ze jesli przeptyw plynu rozpoczyna sie w duzym zbiorniku,
w ktoérym plyn jest nieruchomy i posiada zerowa energie cigzenia entalpia
catkowita sktada sie tylko z entalpii statycznej i, ktérej warto$é w stosunku
do innych czastek poruszajacych sie jest maksymalna. Gdy w zbiorniku zna-
jduje sie wlot kanatu 1 — 1 na wysokosci z; to w miare zblizania si¢ do wlotu
wzrasta energia kinetyczna i energia cigzenia kosztem obnizania si¢ energii
statycznej. W gazie doskonalym, obnizenie sie entalpii statycznej ¢ oznacza
obnizenie si¢ temperatury.

[ odwrotnie, w przeptywie, ktory nagle w sposob adiabatyczny wyhamowuje
przed przeszkoda energia kinetyczna ptynu konwertuje w entalpie statyczna,
co oznacza, ze cisnienie i temperatura rosna:

2

k . . c
( . ) — 1o(wewnatrz zbiornika) = (Zl + —1) (U.262)
|na wylocie

spietrzenia 2
punkt c?
.| = ho(przed przeszkoda) = | 7 + i _ (U.263)
stagnacji 2 w przeplywie

ustalonym

Zjawiska powstajace przy wyhamowaniu przeptywu lub gwaltownym zwiek-
szeniu jego predkosci odnosza sie zarowno dla gazéw jak i cieczy, z tym tylko,
ze w gazach powoduja zazwyczaj zmiane temperatury zas w cieczach zmiane
ci$nienia!3.

143Obnizenie sie temperatury gazu wyplywajacego z wielka predkoscia ze zbiornika
mozna zauwazy¢ doswiadczalnie, gdy para w wysokim ci$nieniu i wysokiej temperaturze
wychodzaca w powietrze obniza tak dalece swa temperature, ze mozna wtozy¢ reke w pare
w pewnej odleglosci od otworu bez narazenie sie na sparzenie. Para o niskim ciénieniu
wtryskiwana w powietrze zachowuje przeciwnie, temperature bardzo wysoka. Latwo jest
takze wytlumaczy¢ dlaczego usta dmuchaja zimnym powietrzem lub dmuchaja cieplem
stosownie do tego czy ped powietrza wypuszczamy z pluc jest predki czy powolny.
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W przypadku przeptywu gazéw doskonatych entalpia statyczna wyraza
sie jako funkcja temperatury i ciepta wtadciwego i = ¢, 7. Stad mozna zdefin-
iowaé temperature spietrzenia (stagnacji) Ty jako:

1
. 2
0 = CpTQ = CpT1 + —Cl,

2
czyli:
2
To=T,+ 26—1 (dla kazdego przekroju). (U.264)
Cp
Jesli w spoczynku ma miejsce povy = RTj, to z warunku adiabaty-

cznego zahamowania przeptywu wynika nastepujacy zwigzek miedzy cisnie-
niem spietrzenia pg, temperatura spietrzenia, objetoscia wtasciwg vy. Znajac
po 1 Ty mozemy obliczy¢ pozostate parametry w dowolnym przekroju, jako:

T

% - (ﬁ) , (U.265)
T\ "ot

% - <To) . (U.266)

W przypadku przeptywow niescisliwych v = %} = const, nie lepkich, nie po-
bierajacych ciepta i pracy temperatura w przeptywie i temperatura stagnacji
pozostaje niezmienna Ty = 7. Mamy wtedy:

1
io=uo (Ty) + 22 = u(Ty) + £ + 5¢ = const (U.267)
p p

poniewaz energia wewnetrzna u (Ty) = u (7)) jest réwna w punkcie stagnacji
i punkcie przeptywu to z powyzszej relacji otrzymujemy zwiazek

1
Po=p+ épCQ = Dstat T Pdyn; <U268)

ktory wypowiadamy jako:

Cisnienie caltkowite (stagnacji, spietrzenia) jest réwne sumie ci$nienia

catkowitego i ci$nienia dynamicznego pgy, = % pc2.

U.1.10.26 Wykres Molliera (i —s) réwnania energii dla kanalu
konfuzorowego

Centralnym punktem podejscia 0D, wizualizujacym nasze zrozumienie
konwersji energii w kanale przeptywowym, jest wykres rownania energii
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obmyslony i uzyty do przeptywéw gazéw przez drezdenczyka Richarda Mol-
liera (1870). W poréwnaniu z wykresem réwnania energii Ascony, wykres
Molliera nie posiada wspotrzednej (1), oznaczajacej dtugosci drogi czastki
wzdluz toru przeptywu, lecz odniesiony jest do wartosci entropii, s = s (1),
ktora posiada przeplywajaca czastka. Taka zmiana wspotrzednej z | [m)]
na s [J/(kgK)] pozwalata na wykorzystanie wlasnosci termodynamicznych
gazow stabilizowanych na diagramie ,i —s”. Wykres i — s” jest szczegdlnie
uzyteczny w przypadku, gdy urzadzenie przeptywowe posiada wiele przekro-
jow charakterystycznych, w ktérych czynnik roboczy rozdziela sie (lub taczy)
niekoniecznie zakreslajac tor o stalym kierunku. Podejécie Sledzace stan
termodynamiczny (p, T, s, v) poszczegélnej czastki, spojnie z opisem la-
grange’owskim, sugerowato jakas, blizej nieokreslong . jednowymiarowos¢”
przeptywu, stad tez w starszych opracowaniach, o bilansach 0D moéwi sie
w kontekscie ,teorii jednowymiarowej’. Takie nazewnictwo byto jednoz-
naczne, gdyz modele 3D byty w czasach przedkomputerowych, nieosiagalng,
blizej nieznang fikcja. Wspolczesnie modele, ktore nie zawierajg rownan
rézniczkowych w czasie i przestrzeni nazywamy modelami 0D (integral-
nymi, algebraicznymi).

Jesli kanat konfuzorowy posiada wlot (1 — 1) i wylot (2 — 2) o zupelnie
dowolnych ksztattach (nie tylko ptaszczyznal!) to stan konwersji energii cal-
kowitej miedzy przekrojami 1 — 1 i 2 — 2 mozna przedstawi¢ na wykresie
funkcji termodynamicznych ¢ — s, nazywanych w skrocie ,tablicami ¢ — s”
(patrz rys. U.16). Na wykresach ¢ — s odniesione sa linie stalego ci$nienia
p = const, linie statej temperatury 1" = const oraz linie statej objetosci wtas-
ciwej v = 1/p = const. Te linie stalych wartosci pozwalaja na odczytanie
entalpii statycznej czynnika roboczego, nie tylko jako funkcji i = i (s, p),
ale rowniez jako funkcji cisnienia i temperatury ¢ =i (p, T).

Pomijajac wplyw energii ciazenia (niewielki dla gazéw) réwnanie bilansu ene-
rgii 0D:

. g a
1e =11 + o =i + o =l = const, (U.269)

b

bedziemy przedstawiaé na wykresie .i — s”. Poniewaz entalpia, pierwotnie
zalezy od ci$nienia i entropii ¢ =4 (s, p), to na wykresie i — s” musza by¢
wydzielone linie i = i (s, p = const), w naszym przypadku linie p; = const i
po = const. Wprowadzamy zwykle, szereg oznaczen: indeksem c , np. 7. 0z-
naczamy catkowita entalpie wtasciwa, pi. - ciSnienie catkowite (spietrzenia),
Ti. - temperatura catkowita (spietrzenia), litera h oznaczamy réznice miedzy
entalpiami, czesto jest to dysponowany spadek entalpii miedzy przekrojem
1—112—2. Indeksem s bedziemy oznaczaé izentropowe - przy s = const -
zmiany parametrow np. ii4, 11, etc.

Podczas rysowania wykresu i — s” uwidaczniajg sie dwa podejscia lub
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dwie rozne sytuacje:

e podejscie pomiarowe, podczas ktorego obliczamy parametry z pomier-
zonych (0D) ci$nien p; i py oraz temperatur 7 i Ts.

e podejscie projektowe, w trakcie ktérego mamy zatozone spadki en-
talpii hj o lub spadki cisnienia Ap = p; —ps a nieznana jest temperatura

5.
Py ch
i Ic LTIC 2c / i =i
A / :
% i p, = const i
1 | c,? c,
i, 1 /71= conq:t 2 2
! ! p, = const 1
i Y ! :
h1,zs,c hl,Zs E /,’ —>J: ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, :,
; i/ T, | !
| | : (i, e
\//25 ! 2 Ahl 1
/ 7 '2
/. \y i
/ 25 2c
As,,
s

Rysunek U.16. Entalpie, ci$nienia i temperatury statyczne i catkowe podczas przeptywu
przez konfuzor.

Aby narysowaé¢ wykres energii ,i — s” stan wlotowy 1 — 1 musi by¢ znany,
tzn.: py, 11, i1. Punkt 1 wyznaczony jest jako punkt przeciecia sie i1 = const
i p1 = const lub 7; = const i T} = const. Punkt 1c oznacza catkowitg entalpie
na wlocie 1 — 1 oraz pq., T}, cisnienie catkowite i temperature catkowitg. W
punkcie 1 mozemy odczytaé entropie wtasciwa s; i objetos¢ wlasciwa v;.

Przypadek a:

Do odczytania stanu energetycznego ptynu roboczego w przekroju 2—2 (czyli
w punkcie 2 na i — s) potrzeba znaé cis$nienie wylotu py. Jesli z pomi-
arow (przypadek a) znamy temperature 75 to po odczytaniu iy = is (pa, 12)

2
mozemy znalez¢: vy, so energie kinetyczna %2 oraz ,predkos$¢” przeptywu co:

Coy = \/2 (’Ll — 22) + C% = 2 (ilc — 22) (U270)
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Nastepnie odezytujac z i — s wartosci entalpii ios = i (pa, S1) otrzymanej przy
hipotetycznym izentalpowym spadku energii wewnetrznej mamy ,pomier-
zong” wartosé strat energii kinetycznej w kanale.

AhLQ = ig — igs (U271>

Wystepujacy w naszej branzy kolokwialny zwrot ,pomierzone straty”
praktycznie oznacza, iz pomierzono tylko entalpie 4o, a entalpie i, obliczono
na podstawie tablic termodynamicznych lub odczytano z wykresu ,, ¢ — s”.

Straty moga by¢ wyznaczane rowniez numerycznie w oparciu o rezul-
taty obliczen modelem 3D (CFD). Obliczenia prowadzimy w catym kanale
przeptywowym starajac sie najdoktadniej zamodelowaé¢ sprezyste whasnosci
plynu roboczego oraz dobrze obliczy¢ straty na wskutek tarcia, turbulencji,
transporty ciepta, itp. Jesli numeryczne modelowanie przeptywu wykony-
wane jest przez do$wiadczonego numeryka wysokiej klasy to mamy 50 — 80
procentowa gwarancje, ze usrednione na wylocie 2 — 2 ciSnienie p, i tem-
peratura Ty odpowiadaé¢ beda (z 20 — 30 % dokladnoscia) pomierzonym
warto$ciom po i T. Trzeba jednak zachowac krytycyzm w stosunku do ilo$-
ciowych danych obliczanych przy pomocy CFD i modelu 3D, zwtaszcza gdy
obliczenia wykonywane byty indywidualnie przez numeryka o nieudokumen-
towanych kwalifikacjach i matym doswiadczeniu w poshugiwaniu sie kodem
CEFD. W poréwnaniu z CFD, dane uzyskane z pomiaréw 0D (Experimental
Flow Mechanics - EFM) posiadaja duza wiarygodno$¢ i zwykle sa traktowane
przez uzytkownikéw jako wartosci odniesienia (referencjalne). Pomytki w
uzywaniu narzedzi pomiarowych EFM praktycznie nie wystepuja,
natomiast bledne uzywanie CFD jest codzienng plaga.

Przypadek b: (podejscie projektowe)
Dla projektowanego kanatu o wlocie 1 — 1 i wylocie 2 — 2, ktérego wymiary
nie sg znane, a geometria jest znana tylko w ogdlnym zarysie, postugujemy
sie, w fazie projektu, koncepcja iz kazdy kilogram czynnika roboczego kon-
wertuje energie bez strat, w sposob idealny niezaleznie od tego, czy kilogram
masy przeptywa ocierajac sie o Scianki czy tez przeptywa wnetrzem kanatu.
Takie zatozenie daje wynik np. moc, energie kinetyczng z nadmiarem, jed-
nakze obliczenie jest proste i tatwe do wielokrotnych powtoérzen podczas
proéb projektowych, zas ostateczny wynik koryguje sie poprzez uwzglednienie
sprawnosci konwersji energii lub poprzez wspétczynnik strat energii.
W przypadku przeptywu przez kanal, ktorego zadaniem jest konwersja
entalpii w energie kinetyczng np. konfuzor lub dysza, pytamy sie o maksy-
malng energie kinetyczna, jaka jest mozliwa do uzyskania w przeptywie
czynnika roboczego realizujacego spadek ci$nienia od p; do py. Taka pred-
kos¢, oznaczana dodatkowym indeksem s, tzn. co4, jest osiggana, gdy wys-
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tapi w trakcie przeptywu miedzy wlotem 1 — 1 i wylotem 2 — 2 sprezysta
przemiana izentropowa - s = const. Wtedy warto$¢ entalpii w wylocie 2 — 2
wynosi¢ bedzie iss = i(pa2, $1 = S2). Roznica ig. — igs to energia kinety-
czna na wylocie 2 — 2, zwana rowniez dysponowanym caltkowitym spad-
kiem entalpii h; 5s.. Maksymalna (izentropowa) predko$é odpowiadajaca
catkowitemu izentropowemu spadkowi entalpii jest oczywiscie rowna:

Cos = \/2h1 250 = \/th,zs +cf = \/2 (i1 — izs) + €] (U.272)

a ekspansja ptynu przebiegajaca przy s = const opisana jest linig przerywana
1 — 2s. Aby uwzglednié¢ rzeczywisty przeptyw juz w fazie projektowania za-
ktada sie, iz rzeczywista energia kinetyczna oparta na predkosci rzeczywistej
co bedzie mniejsza tzn. ¢y < cos. Jesli projektowana konstrukeja jest nowa
w tym sensie, iz nie posiadamy zadnych informacji o charakterze przeptywu
jest trudno okresli¢ o ile procent ¢, bedzie mniejsze od cos. Jednakze w
kanatach o typowych ksztattach w oparciu o pomiary stwierdzono, iz pro-
cent pomniejszenia zalezny jest od masowego natezenia przepltywu. Totez
wprowadzenie wspotczynnika predkosci ¢ poprzez zwiazek:

C2 = PC2s e <1, <U273)

zezwala w sposOb integralny dla kanatu oszacowaé miare strat w przepty-
wie na odcinku miedzy wlotem 1 — 1 i wylotem 2 — 2. Badania Christeina,
Fluegla, Stodoli, Browna i Boveri’ego wykazaly, ze: ¢ = ¢ (1) i wahaja si¢
od 0,9868 dla duzych m do 0,945 dla matych .

Wykres ¢ = ¢ (1) nazywamy charakterystyka okreslajaca straty ene-
rgii kinetycznej w kanale. Wykres taki mozna wykona¢ tylko dla rzeczywistej
geometrii kanatu poprzez:

e pomiary 0D (EFM) w predkosci ¢,

e obliczenia numeryczne 3D (CFD) i proces usredniania pola predkosci
w przekroju 2 — 2.

Jest pozadanym, aby wykres ¢ = ¢ (1) zalezal od bezwymiarowych stalych
charakteryzujacych geometrie np. stosunku powierzchni wlotu i wylotu A; /Ay
i dtugosci kanatu. Do obliczen ,recznych”, charakterystyki ¢ = ¢ () musi
by¢ podana w postaci nomogramu, za$ do obliczen komputerowych CFD
diagram ¢ = ¢ () musi by¢ w postaci elektronicznej.

Strata energii kinetycznej w kanale dyszy Ah 2 jest rowna réznicy miedzy
energia kinetyczna wylotowa w przeptywie izentropowym a energia kinety-
czng w przeplywie rzeczywistym (rys. U.16):

2.2

Cos c Cos P Cos 2\ Cos

Ahyg= 28— 228 7 25 _ (] _ =2 U.274
1,2 2 2 2 2 ( <,0) (U.274)
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1

poniewaz 33, = i1 — g5 = hy 24 toO:

Ahyg = (1 - 902) hi2s.ec = Shi os.c, (U.275)

gdzie
s=1-¢% (U.276)

oznacza wspOlczynnik start energii kinetycznej w dyszy i wynosi on
¢ = 0,045 — 0,02 dla ¢ zmieniajacego sie od 0,975 do 0,99. Znajac Ah; s
mozemy obliczy¢ iy i potozenie punktu 2 na diagramie ., — s”. Zmiana
entropii z s; do s, spowodowana jest zjawiskami nieodwracalnymi takimi
jak; tarcie poszczegdlnych czastek o siebie i o $ciany kanatu, wiry, oderwania,
odprowadzanie ciepta.

Ostatnim etapem procesu projektowania jest dobranie pola powierzchni
wylotu A,. Zaktadamy, iz pole przekroju bedzie w sposéb gtadki przechodz-
ito od A; do A,, co wyrazamy rysujac gtadka krzywa miedzy punktami 1
i 2 (stany posrednie miedzy 1 i 2 sa praktycznie nieobliczalne). Poniewaz
znamy objetos¢ wlasciwa v 1 gestodé py = 1/v, to z bilansu masy m = pAc,
mozemy obliczyé¢ potrzebny przekréj A,. Nie mozemy dopusci¢ do tego, aby
przekroj wylotowy byt zbyt maly, wtedy ekspansja bedzie dodatkowo sthu-
miona poprzez zmiane parametréow przeptywu. Dzieje sie tak, przyktadowo,
w ostatnim stopniu czesci niskopreznej turbiny parowe;j.

Obliczenie As z wzoru 1 = paAscy Wymaga znajomoscl zwiazku miedzy
srednig masowg c(, a Srednig energetyczng c() obliczong np. ze wzoru
(U.269). Poniewaz zachodzi ¢,y < ¢ < ¢ to kladac ¢, = pac(e otrzy-
mamy z bilansu masy:

Ay = —2

= — <l (U.277)
H2P2C2(e)

gdzie cy(e) to predkos¢ rzeczywista obliczana wg (U.270), za$ wspoétczynnik
pe2, wahajacy sie od 0,97 — 0,99 jest wspotczynnikiem korygujacym sposoby
obliczenia Srednich predkosci.

Reasumujac, wykres i — s shuzy do przedstawienia graficznego catkowitego
roOwnania energii uzywanego do wyznaczania energii kinetycznej bez potrzeby
uzycia rownania pedu.

e Nie uzywajac bilansu entropii w wersji integralnej 0D, wykres ¢ —
s, poprzez poréwnanie przemiany doskonale sprezystej izentropowej z
przemiang rzeczywista, pozwala na obliczenie przyrostu entropii Asy ».
Przyrost entropii jest miarg nieodwracalnosci proceséow przeptywowych
w konfuzorze.
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plc p2C
he A ]}‘L Tlc 20/ iZc = ilc
ol | L p, = const
2 : : 2
i T2 2 : iZ

i, 2s, — [ ) _A_h“ 1 2

/? p, = const M

s - ]
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Rysunek U.17. Przeplyw przez dyfuzor

e Wykres ¢ — s wyjasnia pojecie strat energii kinetycznej w oparciu o
bardziej naturalny parametr, jakim jest wspotczynnik predkosci ¢. Prze-
widywane wartosci y jeszcze przed zaprojektowaniem geometrii konfu-
zora jest gléwnym elementem procesu projektowania.

U.1.10.27 Wykres i — s dla kanalu dyfuzorwego

O ile kanaty konfuzorowe (dysze) stosuje si¢, aby zmienia¢ energie sprezysta
ptynu (entalpie) w energie kinetyczna to dyfuzory, odwrotnie, stosuje sie¢ w
celu zmiany duzej odpadowej energii kinetycznej w sprez poprzez podniesienie
ci$nienia i entalpii statycznej. Aby podkresli¢ zadania, jakie stawia sie przed
kanatami konfuzorowymi i dyfuzorowymi te pierwsze nazywa si¢ kanatami
przyspieszajacymi, a te drugie kanatami opdzniajacymi. Wyhamowanie prze-
plywu w dyfuzorze jest zrodtem szeregu niestacjonarnych zjawisk takich jak:
oderwania, bifurkacje i wielkoskalowa turbulencja. Wykres i — s dla
dyfuzora, podobnie jak, dla konfuzora pokazujemy dla przemian jednofa-
zowych, nie przecinajacych obszaru dwu—fazowego. Poniewaz ilustruje on
konwersje energii 1 kg masy ze stanu (1) posiadajacego duza energie kinety-

czna do stanu (2)
2 2

. . c . & .
e =21 + L= 19 + 2= 19¢, <U278)
2 2
posiadajacego duzy sprez to sporzadzenie wykresu rozpoczynamy od narysowa-
nia linii 727, = i9.. Nastepnie na przecieciu linii 4; i p; = const znajdujemy
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punkt 1 (stan termodynamiczny czynnika na wejsciu). Podobnie jak w przy-
padku konfuzora mamy teraz dwa przypadki:

a) podejscie pomiarowe 0D (EFM) gdy mamy pomierzona $rednia w
sensie energetycznym predko$é co. Znamy tym samym wyhamowanie,
jakiemu ulegt przeptyw miedzy wlotem 1 —1 i wylotem 2 —2. Z bilansu
energii (U.278) mamy:

ad

=i+t — 2

. 2
-2 (U.279)

Aby wyznaczy¢ cisnienie sprezu p, na podstawie iy potrzebna jest
jeszcze jedna dana pomiarowa np. T,. 7 przeciecia 75 = const i
T, = const otrzymujemy punkt 2 i przechodzacag przez niego izobare
po = const. Znajac po odczytujemy entalpie i9, oraz strate sprezu:

AhLQ - ig - igs. (U280>

Strata ta mowi nam, ze aby uzyskal sprez py w przeplywie rzeczy-
wistym musimy zuzy¢ nieco wiecej energii kinetycznej (hq2) niz w
przepltywie doskonalym sprezystym (hjos). Strata ta zwigzana jest
z przyrostem entropii Asy .

b) podejscie projektowe 0D (CFM), w ktérym projektujemy geometrie

dyfuzora realizujacego podniesienie ci$nienia z p; do pe (lub temper-
ature 77 do T3). Cisnienie py nie moze by¢ dowolne i nie moze przekraczaé
ci$nienia catkowitego pi.. Osiagniecie p, = pi. oznaczaloby catkowite
wyhamowanie przeptywu w przekroju 2 — 2 i wzrost gestosci i temper-
atury do bardzo duzych wartosci.
Obliczenie dyfuzora rozpoczynamy od wyliczenia potrzebnej energii
kinetycznej wystarczajacej do sprezu w przypadku, gdy przeptyw jest
idealnie sprezysty i realizuje przemiang izentropowa 1—2s. Otrzymamy
wtedy predkosé co4, ktora jest nieco wieksza od predkosci rzeczywistej
co. Inaczej mowigc, w rzeczywistym przeptywie z uwagi na straty tar-
cia potrzebne jest mocniejsze wyhamowanie przeptywu, aby osiggnaé
wymagany sprez po.

Maksymalna (izentropowa) predkosé cos odpowiadajaca najmniejszemu
zuzyciu energii kinetycznej ¢?/2 (najmniejsze wyhamowanie) jest obliczana
na podstawie entalpii igs = @ (p2 — 51):

Cos — \/C% -2 (’L.Qs - i1>, (U281)
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z uwagi na straty rzeczywiste predkosé co musi by¢ mniejsza o pewien wspotczyn-
nik predkosci p;  (pg < 1)
C2 = PdCas (U.282)

Wspbtezynnik ten dla dyfuzoréw o matym kacie rozwarcia jest najmniejszy
i zwieksza sie znacznie, gdy kat rozwarcia przekracza 7 +~ 8°. W ogdlnosci
wspotezynniki predkosci dyfuzoréow sa o wiele wieksze niz odpowiadajace im
wspotezynniki predkosci konfuzoréw. Znajac cp i ciS$nienie p, wyznaczamy
punkt 2 oraz iy, Th,vy, so. Strata sprezu (U.280) moze byé¢ przedstawiona
jako:

2 2 2

2. c c c
Ahyg =iy —dgs = =22 — 2 = (1 — ?) 28 = ¢,2 U.283
1,2 = 12 — 12 5 5 ( SOd) 9 Sd B ( )
oraz entalpia iy
c2 2 c2 c? c2
o = G905 + ARy o = i9s Z2s _ 71 25 2s (1= 225 (17984
12 l9g + 1,2 195 + G4 5 5 5 + G4 9 9 ( gd) 9 ( )

Obliczenie powierzchni wylotu As wykorzystuje réwnanie ciggtosci masy
mp1Aicy = paAsce. Poniewaz co << ¢1, zas gestosé py > p1, ale nie w takim
stosunku jak predkosci, to przekrdj A; > A; i obliczany jest z (U.278).

U.1.10.28 Izentropowe sprawnosci konfuzora i dyfuzora

Kluczowym dla podejécia integralnego OD jest okreslenie ile procent
dysponowanej energii na wlocie moze przekonwertowaé¢ w energie
uzyteczng na wylocie. Tym samym sprawnos¢ okresla doskonatos¢ urza-
dzenia i jego przydatnos¢ do celow, dla ktorych zostato zaprojektowane.
Sprawnos¢ izentropowa oznacza, iz energia dysponowana na wlocie obliczana
jest wg przemiany izentropowej i jest maksymalna ze wszystkich mozliwych
energii dysponowanych, inaczej obliczanych. Sprawnos¢ izentropowa okre-
slana jest jako stosunek uzyskanej energii w przeptywie rzeczywistym odnie-
siony do dysponowanej energii przemiany izentropowej, jest tez miara nieod-
wracalnosci przeptywu i strat energii.

Poniewaz zadania konfuzora i dyfuzora réznia sie to definicja izentropowe;j
sprawnosci dla obu tych przypadkow sg rozne. Jesli wyjdziemy z réwnania

bilansu energii
2 2

. (&) . Cy
— = = U.285
11 + 5 19 + 9 ( )

to, w przypadku konfuzora, sprawnoscia nazywamy procent entalpii iy,
2

ktory moze przekonwertowaé¢ w energie kinetyczna %2 Zas w przypadku dy-
fuzora, odwrotnie, sprawnoscig nazywamy ten procent energii kinetycznej
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2

%1, ktory moze przekonwertowaé w io. W tej konwersji form energii stanami
granicznymi jest doskonale sprezysta konwersja, w ktorej czynnik roboczy
podlega przemianie izentropowej:

Dy (U.286)
i+ = =gy + =2, .
Pho 7™

Dla konfuzora, ktérego zadaniem jest przyspieszaniu przeptywu sprawnos-
cig izentropows jest stosunek energii kinetycznych:

e szcis
mk=g =g =9t =1 (U.287)
> 2

gdzie 1 — oznacza izentalpowy, k — konfuzor. Zwiazek ten oznacza, iz sprawnosé
izentropowa jest zwigzana ze stratami ¢ prosta zalezng mowiaca, ze ze wzrostem
strat maleje sprawnos¢ urzadzenia.

Dla dyfuzora, ktérego zadaniem jest wyhamowanie przeptywu, sprawnosé
izentropowsq, okreslimy jako stosunek:

9 1,2s 2 2 2
Nid = 022 = 2 ) ) . (U288)
§S+h12 ;34—(22—21)

)

Poniewaz 7o —i; = hj 25+ Ahq 2 to sprawnos¢ n; 4 wyrazi¢ mozna przy pomocy
strat ¢; jako:

2

C

?2 + hl,Zs

2 2
Cas )

5 + hl,gs + G4 25
W przypadku, gdy predkosé ¢ jest dostatecznie mata sprawnosé okreslimy z
bezposredniego poréwnania (U.288) i (U.286):

Nid = (U.289)

iZS 125
=2 e U.290
hid 19 i2s + Ahq o ( )

Sprawnoéci izentropowe!** nie tylko w przeplywach przez konfuzory i

dyfuzory ale réwniez w przeptywach w sprezarkach i turbinach (ze §ciankami

144V literaturze stosowane sa rézne — najrézniejsze oznaczenia sprawnosci, stad tez stu-
dent zastanawia si¢, czemu ma to stuzy¢ (najczesciej promocji ksiazki wykladowcy). Ogol-
nie sprawnosci mamy dwojakiego typu:

moc otrzymana

energetycznany =
gety T)I doprowadzony strumie ciepla

moc otrzymana

egzergtyczna = .
B2CIBLY i doprowadzony strumie egzergii

Indeks ,,I” podkresla sp6jnosé¢ definicji z I Zasada Termodynamiki, indeks ,, /1" podkresla
sp6jnoéé z II Zasadg Termodynamiki. Omawiane tu sprawnoéci izentropowe naleza do
szczegblnych sprawnosci typu pierwszego, czyli sprawnosci energetycznych.
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\ 4

Bilans energii )
kinetycznej

(U1.3.57) ) Bilans energii
mechanicznej
“ Bilans energii (U1.3.64)

\ 4

cigzenia
(U1.3.59)

Y Bilans energii
CDF calkowitej
A (U1.3.73)

Bilans energii )
wewnetrznej

(U1.3.63) Bilans energii
: cieplnej
{ Bilans energii (U1.3.70)

\4

\ 4

Zwiszanej

(U1.3.61)

Rysunek U.18. Struktura bilanséw energii na poziomie lokalnym 0D.

ruchomymi) odgrywaja kluczowa role w procesie projektowania. Stad tez
sg gtéwnymi bezwymiarowymi charakterystykami urzadzenia. W przypadku
przeptywéw dyfuzorowych i konfuzorowych sprawnosci izentropowe zwigzane
sa relacjami (U.287) i (U.284) ze stratami ¢ oraz z wspétczynnikami predkosci
v, stad tez wystarczy znac¢ jedna charakterystyke aby okresli¢ pozostate.

U.1.10.29 Struktura integralnych bilanséw energii
U.1.10.30 Podsumowanie

W literaturze Stosowanej Termomechaniki Ptynéw wykorzystywane sa
rozne postaci bilansow energii. Przyktadowo, bilans energii mechanicznej za-
wiera w sposob jawny straty energii zas bilans energii catkowitej nie uwzgled-
nia strat energii. Celem niniejszego uzupehienia byto wyprowadzenie inte-
gralnych postaci bilansu energii w formach analogicznych do modelu tréjwymi-
arowego 3D. W tym celu wyprowadzono, w modelu 0D zaréwno bilans ene-
rgii mechanicznej (réwnanie Bernoulli-Darcy’ego) jak i bilans energii cieplnej
(réwnanie Carnota-Clausiusa). Podobnie jak w modelu 3D, réwnanie bilansu
energii mechanicznej i energii cieplnej po zsumowaniu prowadza do bilansu
energii catkowitej. Opisano termodynamiczng interpretacje rownan bilansu
energii mechanicznej i energii cieplnej zaproponowane przez Rankine’a i Ze-
unera. Przedyskutowano szczegdétowo wykres energii Molliera na przyktadzie
kanatu konfuzorowago i dyfuzorowego.
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Janusz Badur

Pie¢ wykltadéw ze wspotczesnej termomechaniki
plynow

(skrypt dla studentow 1ZK)

U.1.11
Bezindeksowy (absolutny) zapis Gibbsa

W niniejszym opracowaniu przyjmujemy notacje uzywana w krajach Unii
Europejskiej opracowana ponad 100 lat temu przez Gibbsa. Bedziemy uzy-
wali zapisu wskaznikowego gléwnie odniesionego do kartezjanskiej bazy €; =
€z, €y, €, 0 WspOhrzednych x; = x,y,2 lub rzadziej krzywoliniowej bazy g;
wspolhrzednych 6%, i = 1,2, 3:

e wektor pozycyjny
T=uwx8, =67 ijkm=xyzlubi,jkm=123
e idemfaktor Gibbsa
[= 056 R = ®E+ERe+86 06 =g, ®F =36 ® G
e delta Kroneckera

(5ij:ei~ej: O 17&]

e kowariantny i kontrawariantny tensor metryczny

iq

g'ljja g]:gi_g’j’

Gij
e wektor predkosci
(T, 1) = v;(T, )€ = V6,40, E,+v.E, = v (T,1)7;(Z, 1) = vi(T, 1) (T, 1)
Czasami w pracach klasycznych v, = u, v, = v, v, = w,

e wektor normalny
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e iloczyn diadyczny dwu wektoréw

+ VpUp €y @ €y + Vplly€y @ €y + VU, €y @ €4
+ VyUz€y B €x + VyUy€y K €y + VyU€y @ €,+

+ VU, ® € + VUyE, @ €y + V,ULE, X €,

lub
17® U = Uingi ®§] - Uiujgi X gj
e tensor (drugiego rzedu)
7 — — —k —-m __ 4km > -
t=tije; ®e; =tkmg @G =1""Gk Q Gm,

gdzie: i,j = x,y,2, k,m = 1,2,3 (skladowe kartezjanskie ¢;; posi-
adaja rzeczywisty wymiar np. [N/m?], za$ sktadowe ko- i kontrawari-
antne ty,, i t*™ nie posiadaja rzeczywistego wymiaru)

e transpozycja tensora

t = (tijez» & €j) = tijej & €;

(Teu) =dxv
(Mm@ P)"% = mypué; @ & © & © & = (mypué; © & © & © &)"™’
e tensor symetryczny (6 sktadowych niezaleznych)

o o7
t=t = tzjgz & é} = txmgx ® gx + ZSyyé'y & gy + tzzgz & €z+
+toy(€r @€y +€,Q€) +t(er @€+ Q€)+1,.(6, €, + €, ey

e osie gtéwne i warto$ci wlasne tensora

t=1;6; ®€; = tih; @ M = t17 ® My + taliy ® Ny + tafiz @ N,
[:17273 tthQZt?)

e tensor sferyczny (kulisty)

T=t [= (i) @y + iy @ iy + 713 ® 73) = 6ij€, @ &
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e iloczyn skalarny (dwu wektoréw, dwu tensoréw)
U- U = v€; - uj€; = vu;0 = viu; ()
vig" - u; G = v g7 = vt =o'y (0°)
m= O [F @m| = tymuCll G 0 G @6 0 d) =
= ti;mp(€; - €) (€] - €) = tijMmpdipdj; = tijmi;
(- T=C3 [ @ T) = tybmCi} 60 & @ 6 0 ] =
= 1;0kmOik0jm = Lii
e kontrakcja bazy pierwszej z trzecig
Cis (€ ®€; ® €)= €;(€ - €,) = 0i€;
e kontrakcja bazy i-tej z baza k-ta: C;_j np.:
Cio2(V® U) = Ci_a(viug€; ® €x) = viu€; - € = viuRdy; = Vi,
Cioa(myjm€; ® €; ® €, ® €) = M;ju€; ® €x(€; - €;) = Myjki€j @ €)
e Slad tensora

tr(?> = 0172(?) - tl]é; : g] = tn = tmx + tyy + tzza

- T

tl‘(?’r?b) = tr(tijmjkgi (%9 ék) = tijmﬂ =t -m ,
tr(1) = Oga + Oyy + 92 = 3,

e iloczyn wektorowy wektora i tensora

U X U=VUje; X € = VjU;€kCk
lub:
€ €y €
UXU=| vy vy Uy |= (VyUy—0Uy) (VU —Vpus ) €y+(Vy Uy —vuy )€y,
Uy Uy Uy

—

— — — — — — — —
t X m= tijmkl(ei X ej) X (ek (%9 el) = 1ijMpi€jrn€; @ €, R €
e tensor Ricci

e=—1 X I=—0;0u(€ ®€;) X (€ ® €)) = €16 @ €; @ €,
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e tozsamosé Levi-Civity
€ijk€irs = 5jr5ks - 5js5kr
e iloczyn diadyczny dwu tensoréw
M ® t=(Myé; ® €)) ® (timEs ® En) = Mijtimés ® & @ € @ En
m U = (m;&; @ &) ® (véy) = mjuré; @ € ® &
e iloczyn wewnetrzny

Aad
’;71 t= (mZng, X %)(tkmgk ® é)m) = mijtkm(gi & €m>(€] . gk) =
= MijlimOjk€; ® €m = Mijtjm€; @ €,
AN — — — — — [ = — —
tv= (t,-jei ® ej)(vkek) = tijvkei(ej . €k) = tijvjei,
«—>
Ut= (Uigi)(tjmgj ® 5m) = Uz'tjm(gz‘ ) 53')5m = thjm5ij5m = Uilim€m
e suma dwdbch tensoréow

— PN .

t 4+ m= (ti; +mi;)e @ ¢

e wektor nabla (dziala z prawej)
0 0 0 0 0
:—_‘m —— __‘Z:__;:a’i_)i:_~_)]: d
\% 8xie + axyey + a%Ze 83:1-6 €= 55 grad(-)

gradient skalara ¢(7)

) o \. .
grad o(7) = ¢V = ( o 90) € = Qi€

gradient wektora
grad 0 =@V = (v;6;) ® (9;€;) = vi;€; ® €& = (9;€; = 0)
- Uw,wéc X ga: + U:c,yéc 0y é)y + U$,z€$ X é;,—}—
FUy €y ® €y + Vyy€y ® €y + v, .6, @ €+
+Uz,x€z X gz + Uz,ygz X gy + Uz,zgz & gz

gradz_)': 17@ V = (’Ul§w> X (8]53) = (@v,ﬁ“ +Ui8j§i) ®§j = vmﬁi ®§j
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e gradient tensora

>

grad (t) =1 QV = (i€ ® €;) @ €, = tij 16 ® €; @ €,
e diwergencja
div (7) = Ci_z(grad v) = C1_20QV = Cy_2(v; ;€;Q€;) = v; ;€;-€; = v; j0;; = V;;
div (1) = Cglgrad 1) = Coatigrfi®F @) = tiipfil(Fe) = tysdnd: = iy
e rotacja wektora

rotv =1vx V = Uz'é; X 8]5] = @vi (é; X 6_}) = 8jvieijk€k = eijkﬁjviék =

= Wy€y + Wy€y + W,€; = W€y
e symetryczna i antysymetryczna cze$é¢ gradientu wektora

7: grad U :2 + W= (grad17+ gradTﬁ) +

1
2
=-(TRV+VeD

= dij€; ® € + w;;€; ® €,

— T — T 1 - N

d=d R W= — W = §ez~jkwkei & ej
e dywergencja diady

div (p7 ® @) = div (p?) @ + pTgrad™ i
e dywergencja iloczynu

div <? 17) = div (?) T+t -grad™v
e Laplasjan skalara

V2 = div(grad ¢) = C1 5 (V) @ V = C,_1(dip &) ® (0;€;) =
= 120,00 €; ® €; = 0;0;0€; - €; = 0;0;p0;; = 0;0;p
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e gradient kwadratu wektora
2
grad (3) = grad(vV)v + (rot ¥) X U

e twierdzenie Gaussa-Ostogradzkiego

Hf grad o dV = ﬁi it dA,
\%4 oV

dewvdv @6 il dA,
jﬂdw AV = Sﬁﬁ ¢ i dA

e zapis Krylowa
W literaturze krajowej uzywany jest rowniez inny ekwiwalentny za-
pis pochodzacy od szkoty wschodniej Krylowa. Jest to rowniez zapis
bezindeksowy w ktérym diwergencja i gradient brane sg nie z prawej a
z lewej oraz nie uzywa si¢ dla iloczynu diadycznego specjalnego znaku
»&”

e zapis stosowany w numeryce
W praktyce stosuje sie réwniez duzo krotszy zapis tensora polegajacy
na ustawieniu sktadowych tensora w macierz i odrzuceniu bazy €

T= |ty ty t.|=[01, v=1 v | ={v}.
zx zY zz UZ

Taki zapis, wygodny dla rachunku macierzowego, jest praktycznie wyko-
rzystywany w Numerycznej Termomechanice zwtaszcza w Metodzie
Objetosci Skonczonych (MOS) i Metodzie Elementéw Skonczonych (MES).

W niniejszym skrypcie bedziemy konsekwentnie utrzymywac rozréznienie
w notacji tensorow i macierzy: — pierwsze bedziemy oznacza¢ podwdjnymi

klamrami strzatkami np: ?, ?, }H{ zas drugie, za Zienkiewiczem, klamrami np:
[t], [7], [R]. Natomiast wektory beda oznaczane pojedyncza strzatka np. v,
i, Z, a ich skltadowe, za Zienkiewiczem, nawiasem {.} np: {v}, {n}, {z}. Oz
nacza to, iz w niniejszym skrypcie nie bedziemy postugiwaé sie oznaczeniami
typu bold: np. d, x, T, v, etc, gdyz zanika wtedy réznica miedzy tensorami
i macierzami, co powoduje dyskomfort zrozumienia.
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Notacja Gibbsa (zachodnia)

Notacja Krytowa (wschodnia)

. Rad N <
div t= tijvjei = Cg_ggrad t
gradﬁ: 17@ V = ’UiJ'é;' &® é}
rotv = v x V = wiéx

[[fdiv ¢ dV =¢f t 71 dA

. “— — 5
div t=V- t= tji,jez-
gradﬁz Vi = Uiyjé)je_;'
rotv =V x o

[[fdiv ¢ dV =¢fii-t dA

Tablica U.4. Gléwne réznice w notacjach
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WNT — Wydawnictwo Naukowo Techniczne, Warszawa

PWN - Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa

Arkady — Wydawnictwo Arkady, Warszawa

Ossolineum — Zaktad Narodowy im. Ossolinskich, Wroctaw

WKIiK - Wydawnictwo Komunikacji i Lacznosci, Warszawa

WSiP - Wydawnictwo Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa

PWSZ - Panstwowe Wydawnictwo Szkolne, Warszawa

Wyd. AGH - Wydawnictwo Akademii Gérniczo - Hutniczej, Krakow
Wyd. P. Bial. - Wydawnictwo Politechniki Biatostockiej, Biatystok
Wyd. P. Czest. — Wydawnictwo Politechniki Czestochowskiej,

Czestochowa

Wyd. P. Gdan. - Wydawnictwo Politechniki Gdanskiej, Gdansk
Wyd. P. Kosza. - Wydawnictwo Politechniki Koszalinskiej, Koszalin
Wyd. P. Lédz. - Wydawnictwo Politechniki Lodzkiej, L.odz

Wyd. P. Pozn. - Wydawnictwo Politechniki Poznanskiej, Poznan
Wyd. P. Slagsk. — Wydawnictwo Politechniki Slaskiej, Gliwice

Wyd. P. Warsz. - Wydawnictwo Politechniki Warszawskiej, Warszawa
Wyd. P. Wroc. - Wydawnictwo Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw
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